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第 1章 线性空间

1.1 未定义

命题 1.1

♠

对任意矩阵 A = [a1, . . . , an] ∈ Rm×n ,我们记

K (A) := {x ∈ Rn : Ax = 0} , R (A) := L (a1, . . . , an)

(1)设 A ∈ Rn×n,证明:
Rn = K (A)⊕R

(
A⊤)

(2)设 A ∈ Rr×n, B ∈ Rs×n ,证明:

K (A) ⊆ K (B) ⇔ R
(
A⊤) ⊇ R

(
B⊤)

命题 1.2
♠



第 2章 特征值

2.1 特征值与特征向量

命题 2.1

♠

设 φ是线性空间 V 上的线性变换, V 有一个直和分解:

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm

其中 Vi 都是 φ -不变子空间.
(1)设 φ限制在 Vi 上的特征多项式为 fi (λ) ,求证: φ的特征多项式

f (λ) = f1 (λ) f2 (λ) · · · fm (λ)

(2) 设 λ0 是 φ 的特征值, V0 = {v ∈ V | φ (v) = λ0v} 为特征子空间, Vi,0 = Vi ∩ V0 =

{v ∈ Vi | φ (v) = λ0v} ,求证:

V0 = V1,0 ⊕ V2,0 ⊕ · · · ⊕ Vm,0

证明 (1)取 Vi的一组基,将它们拼成 V 的一组基. 记Ai是 φ在 Vi上的限制在 Vi所取基下的表示矩阵,则
φ在 V 的这组基下的表示矩阵为分块对角矩阵A = diag {A1,A2, · · · ,Am} ,于是

f (λ) = |λIn −A| = |λI−A1| |λI−A2| · · · |λI−Am|

即 f (λ) = f1 (λ) f2 (λ) · · · fm (λ) .
(2)任取 α ∈ V0 ,设 α = α1 + α2 + · · ·+ αm ,其中 αi ∈ Vi ,则

φ(α1) + φ(α2) + · · ·+ φ(αm) = φ(α) = λ0α = λ0α1 + λ0α2 + · · ·+ λ0αm

注意到 φ (αi) ∈ Vi ,故由直和的充要条件可得 φ (αi) = λ0αi ,即 αi ∈ Vi,0 ,从而 V0 = V1,0 + V2,0 +

· · ·+ Vm,0 . 注意到 Vi,0 ⊆ Vi ,故

Vi,0 ∩ (V1,0 + · · ·+ Vi−1,0) ⊆ Vi ∩ (V1 + · · ·+ Vi−1) = 0, 2 ≤ i ≤ m

于是上述和为直和.
注注将上面的条件和结论代数化之后,可知: 对分块对角矩阵 A = diag {A1 , A2, · · · ,Am}的任一特征
值 λ0 ,其代数重数等于每个分块的代数重数之和,其几何重数等于每个分块的几何重数之和.

命题 2.2

♠
设A是 n阶整数矩阵, p, q为互素的整数且 q > 1 . 求证:矩阵方程Ax =

p

q
x必无非零解.

证明 用反证法.设上述矩阵方程有非零解,则
p

q
为 A的特征值,即为特征多项式 f (λ) = λn + a1λ

n−1 +

· · ·+ an−1λ+ an 的根. 由于A是整数矩阵,故 f (λ)为整系数多项式. 由整系数多项式有有理根的必要条
件可知 q | 1 ,从而 q = ±1 ,这与假设矛盾.



2.1 特征值与特征向量

命题 2.3

♠

设 n 阶矩阵 A 的全体特征值为 λ1, λ2, · · · , λn, f (x) 是一个多项式,求证: f (A) 的全体特征值为

f (λ1) , f (λ2) , · · · , f (λn) .

证明 因为任一 n阶矩阵均复相似于上三角矩阵,故可设

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2 · · · ∗
...

...
...

0 0 · · · λn


注意到上三角矩阵的和、数乘及乘方仍是上三角矩阵 ,经计算可得

P−1f (A)P = f
(
P−1AP

)
=


f (λ1) ∗ · · · ∗

0 f (λ2) · · · ∗
...

...
...

0 0 · · · f (λn)


因此 f (A)的全体特征值为 f (λ1) , f (λ2) , · · · , f (λn) .

命题 2.4

♠

求下列循环矩阵的特征值:

A =



a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2

...
...

...
...

a2 a3 a4 · · · a1



解 设 J =

(
O In−1

1 O

)
, f (x) = a1 + a2x + a3x

2 + · · · + anx
n−1 ,可知 A = f (J) . 经简单计算可得

|λIn − J| = λn − 1 ,于是 J的特征值为

ωk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, 0 ≤ k ≤ n− 1

因此A的特征值为 f (1) , f (ω1) , · · · , f (ωn−1) .

命题 2.5

♠求证: n阶矩阵A为幂零矩阵的充要条件是A的特征值全为零.

证明 若 A为幂零矩阵,即存在正整数 k ,使得 Ak = O ,则 A的任一特征值 λ0 也适合 xk ,于是 λ0 = 0 .
反之,若A的特征值全为零,则存在可逆矩阵 P ,使得 P−1AP = B 为上三角矩阵且主对角元素全为零.

可知 Bn = O ,于是 An =
(
PBP−1

)n
= PBnP−1 = O ,即 A 为幂零矩阵. 也可以利用 Cayley-

Hamilton定理来证明,由于A的特征值全为零,故其特征多项式为 λn ,从而An = O .
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2.2 对角化

2.2 对角化
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2.3 极小多项式与 Clay-Hamilton定理

2.3 极小多项式与 Clay-Hamilton定理

5



2.4 特征值的估计

2.4 特征值的估计

6



第 3章 相似标准型

3.1 多项式矩阵

定义 3.1 (多项式矩阵(λ -矩阵))

♣

下列形式的矩阵:

A (λ) =


a11 (λ) a12 (λ) · · · a1n (λ)

a21 (λ) a22 (λ) · · · a2n (λ)
...

...
. . .

...
am1 (λ) am2(λ) · · · amn (λ)


其中 aij (λ)是以 λ为未定元的数域 K上的多项式,称为多多多项项项式式式矩矩矩阵阵阵,或 λ -矩矩矩阵阵阵.
λ -矩阵的加法、数乘及乘法与数域上的矩阵运算一样,只需在运算过程中将数的运算代之以多项
式运算即可.

定义 3.2 (λ -矩阵的初等行变换)

♣

对 λ -矩阵A (λ)施行的下列 3种变换称为 λ -矩阵的初初初等等等行行行变变变换换换:
(1)将A (λ)的两行对换;
(2)将A (λ)的第 i行乘以 K中的非零常数 c ;
(3)将A (λ)的第 i行乘以 K上的多项式 f (λ)后加到第 j 行上去.

注同理可以定义 λ−矩阵的初等列变换.

定义 3.3 (λ -矩阵的相抵)

♣

若 A (λ) ,B (λ) 是同阶 λ -矩阵且 A (λ) 经过 λ -矩阵的初等变换后可变为 B (λ) ,则称 A (λ) 与

B (λ)相抵.

�

笔记 与数字矩阵一样, λ -矩阵的相抵关系也是一种等等等价价价关关关系系系,即
(1) A (λ)与自身相抵;
(2)若A (λ)与 B (λ)相抵,则 B (λ)与A (λ)相抵;
(3)若A (λ)与 B (λ)相抵, B (λ)与 C (λ)相抵,则A (λ)与 C (λ)相抵.

定义 3.4 (初等 λ -矩阵)

♣

下列 3种矩阵称为初初初等等等 λ -矩矩矩阵阵阵:
(1)将 n阶单位阵的第 i行与第 j 行对换,记为 Pij ;
(2)将 n阶单位阵的第 i行乘以非零常数 c ,记为 Pi (c) ;
(3)将 n阶单位阵的第 i行乘以多项式 f (λ)后加到第 j 行上去得到的矩阵，记为 Tij (f (λ)) .

注第一类与第二类初等 λ -矩阵与数域上的第一类与第二类初等矩阵没有什么区别. 第三类初等 λ -矩阵
的形状如下:



3.1 多项式矩阵

Tij (f (λ)) =



1

. . .
1
...

. . .
f (λ) · · · 1

. . .
1


注下列 λ -矩阵的变换不是 λ -矩阵的初等变换:(

1 1

0 1

)
→

(
λ λ

0 1

)
.

这是因为前面一个矩阵的第一行乘以 λ不是 λ -矩阵的初等变换.
同理下面的变换需第一行乘以 λ−1 ,因此也不是 λ -矩阵的初等变换:(

λ 0

0 1

)
→

(
1 0

0 1

)
�

笔记 类似数字矩阵, λ -矩阵的初等变换也对应于初等 λ -矩阵的相乘.

定理 3.1

♡

对 λ -矩阵 A (λ)施行第 k (k = 1, 2, 3)类初等行 (列)变换等于用第 k 类初等 λ -矩阵左 (右)乘以
A (λ) .

证明 与数字矩阵的证明完全一样.

定义 3.5 ( λ -矩阵的逆矩阵)

♣

若A (λ) ,B (λ)都是 n阶 λ -矩阵,且

A (λ)B (λ) = B (λ)A (λ) = In

则称 B (λ)是A (λ)的逆 λ -矩阵.
这时称A (λ)为可逆 λ -矩阵,在不引起混淆的情形下,有时简称为可逆阵.

注注意不要将数字矩阵中的一些结论随意搬到 λ -矩阵上. 比如下面的 λ -矩阵的行列式不为零,但它不是
可逆 λ -矩阵: (

λ 0

0 1

)

这是因为下面的矩阵不是 λ -矩阵. (
λ−1 0

0 1

)

8



3.1 多项式矩阵

命题 3.1

♠

设M (λ)是一个 n阶 λ -矩阵,则M (λ)可以化为如下形状:

M (λ) = Mmλ
m +Mm−1λ

m−1 + · · ·+M0

其中Mi 为数域 K上的 n阶数字矩阵. 因此,一个多项式矩阵可以化为系数为矩阵的多项式,反之
亦然.

引理 3.1

♡

设M (λ)与 N (λ)是两个 n阶 λ -矩阵且都不等于零. 又设 B为 n阶数字矩阵,则必存在 λ -矩阵
Q (λ)及 S (λ)和数字矩阵R及 T ,使下式成立:

M (λ) = (λI−B)Q (λ) +R (3.1)

N (λ) = S (λ) (λI−B) +T (3.2)

证明 将M (λ)写为

M (λ) = Mmλ
m +Mm−1λ

m−1 + · · ·+M0

其中Mm ̸= O . 可对m用归纳法,若m = 0 ,则已适合要求 (取Q (λ) = O ). 现设对小于m次的矩阵

多项式有 (3.1)式成立.令

Q1 (λ) = Mmλ
m−1

则

M (λ)− (λI−B)Q1 (λ) = (BMm +Mm−1)λ
m−1 + · · ·+M0

上式是一个次数小于m的矩阵多项式,由归纳假设得

M (λ)− (λI−B)Q1 (λ) = (λI−B)Q2 (λ) +R

于是

M (λ) = (λI−B) [Q1 (λ) +Q2 (λ)] +R

令Q (λ) = Q1 (λ) +Q2 (λ)即得 (3.1)式. 同理可证 (3.2)式.

定理 3.2

♡设 A,B是数域 K上的矩阵,则 A与 B 相似的充分必要条件是 λ -矩阵 λI−A与 λI−B相抵.

证明 若A与 B相似,则存在 K上的非异阵 P ,使 B = P−1AP ,于是

P−1 (λI −A)P = λI − P−1AP = λI −B (3.3)
9



3.1 多项式矩阵

把 P看成是常数 λ -矩阵,上式表明 λI−A与 λI−B相抵.
反过来,若 λI−A与 λI−B相抵,即存在M (λ)及N (λ) ,使

M (λ) (λI−A)N (λ) = λI−B (3.4)

其中M (λ)与N (λ)都是有限个初等矩阵之积,因而都是可逆阵. 因此可将 (3.4)式写为

M (λ) (λI−A) = (λI−B)N(λ)
−1 (3.5)

由引理 3.2可设

M (λ) = (λI−B)Q (λ) +R (3.6)

代入 (3.5)式经整理得

R (λI−A) = (λI−B)
[
N(λ)

−1 −Q (λ) (λI−A)
]

(3.7)

上式左边是次数小于等于 1 的矩阵多项式, 因此上式右边中括号内的矩阵多项式的次数必须小于等
于零,也即必是一个常数矩阵,设为 P . 于是

R (λI−A) = (λI−B)P (3.8)

(3.8)式又可整理为

(R−P)λ = RA−BP

再次比较次数得R = P,RA = BP . 现只需证明 P是一个非异阵即可. 由假设

P = N(λ)
−1 −Q (λ) (λI−A)

将上式两边右乘 N (λ)并移项得

PN (λ) +Q (λ) (λI−A)N (λ) = I

但

(λI−A)N (λ) = M(λ)
−1

(λI−B)

因此

PN (λ) +Q (λ)M(λ)
−1

(λI−B) = I (3.9)

再由引理 3.2可设

N (λ) = S (λ) (λI−B) +T

10



3.1 多项式矩阵

代入 (3.9)式并整理得

[
PS (λ) +Q (λ)M(λ)

−1
]
(λI−B) = I−PT

上式右边是次数小于等于零的矩阵多项式,因此上式左边中括号内的矩阵多项式必须为零,从而PT =

I ,即 P是非异阵.
例题 3.1证明引理 3.2中的余式 R及 T 是唯一确定的, Q (λ)与 S (λ)也唯一确定.
证明 反证法假设存在 Q(λ), Q#(λ), R,R# 使得：

(λI −B)Q(λ) +R = (λI −B)Q#(λ) +R#

变形得：

(λI −B)(Q(λ)−Q#(λ)) = R# −R

设：

Q(λ)−Q#(λ) =

n∑
k=0

Mkλ
k

则有

(λI −B)(Q(λ)−Q#(λ)) = (λI −B)

n∑
k=0

Mkλ
k =Mnλ

n+1 +

n∑
k=1

(Mk−1 −BMk)λ
k −BM0

由(λI −B)(Q(λ)−Q#(λ)) = R# −R为数字矩阵知道：

M0 = 0

Mn−1 −BMn = 0

Mn−2 −BMn−1 = 0
...
M0 −BM1 = 0

=⇒



Mn = 0

Mn−1 = 0

Mn−2 = 0
...
M0 = 0

所以我们有：

Q(λ)−Q#(λ) = 0 =⇒ Q(λ) = Q#(λ) =⇒ R = R#

11



3.2 矩阵的法式

3.2 矩阵的法式

引理 3.2

♡

设 A (λ) = (aij (λ))m×n 是任一非零 λ -矩阵,则 A (λ) 必相抵于这样的一个 λ -矩阵 B (λ) =

(bij (λ))m×n ,其中 b11 (λ) ̸= 0且 b11 (λ)可整除 B (λ)中的任一元素 bij (λ) .

证明 设 k = min {deg aij (λ) | aij (λ) ̸= 0, 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n} ,我们对 k用数学归纳法.首先,经行对换
及列对换可将A (λ)的第 (1, 1)元素变成次数最低的非零多项式,因此不妨设 a11 (λ) ̸= 0且 deg a11 (λ) =

k . 若 k = 0 ,则 a11 (λ) 是一个非零常数,结论显然成立. 假设对非零元素次数的最小值小于 k 的任一 λ

-矩阵,引理的结论成立,现考虑非零元素次数的最小值等于 k 的 λ -矩阵 A (λ) . 若 a11 (λ) 可整除所有的

aij (λ) ,则结论已成立.若否,设在第一列中有元素 ai1 (λ)不能被 a11 (λ)整除,作带余除法:

ai1 (λ) = a11 (λ) q (λ) + r (λ)

用 −q (λ) 乘以第一行加到第 i 行上,第 (i, 1) 元素就变为 r (λ) . 注意到 r (λ) ̸= 0 且 deg r (λ) <

deg a11 (λ) = k ,由归纳假设即知结论成立.
同样的方法可施于第一行.因此我们不妨设a11 (λ)可整除第一行及第一列. 这时,设a21 (λ) = a11 (λ) g (λ)

. 将第一行乘以 −g (λ) 加到第二行上,则第 (2, 1) 元素变为零. 用同样的方法可消去第一行、第一列除
a11 (λ)以外的所有元素,于是A (λ)经初等变换后变成下列形状:

a11 (λ) 0 · · · 0

0 a′22 (λ) · · · a′2n (λ)
...

...
...

0 a′m2 (λ) · · · a′mn (λ)

 (3.10)

这时,若 a11 (λ) 可整除所有其他元素,则结论已成立. 若否,比如 a11 (λ) 不能整除 a′ij (λ) ,则将第 i 行

加到第一行上去,这时在第一行又出现了一元素 a′ij (λ) ,它不能被 a11 (λ)整除. 重复上面的做法,通过归纳
假设即可得到结论.
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第 4章 二次型

4.1 二次型的化简与矩阵的合同

定义 4.1 (二次型)

♣

设 f 是数域 K上的 n元二次齐次多项式:

f (x1, x2, · · · , xn) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · ·+ 2a1nx1xn

+a22x
2
2 + · · ·+ 2a2nx2xn + · · ·+ annx

2
n,

称 f 为数域 K上的 n元二次型,简称二次型.

定义 4.2 (二次型的矩阵)

♣

用矩阵的乘法我们可以把二次型写成矩阵相乘的形式:

f (x1, x2, · · · , xn) = x′Ax

其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 , x =


x1

x2
...
xn

 .

在矩阵A中, aij = aji对一切 i, j 成立,也就是说矩阵A是一个对称阵.

�

笔记 由此可知,给定数域 K上的一个 n元二次型,我们就得到了 K上的一个 n阶对称阵 A ,称为该二次
型的相伴矩阵或系数矩阵. 反过来,若给定 K上的一个 n阶对称阵 A ,则对称矩阵,我们可以得到 K上的
一个二次型,称为对称阵 A的相伴二次型.现在的问题是: 用这样的方法得到的对称阵是否和二次型一一
对应?

回答这一点并不难. 设 f = x′Ax = x′Bx ,我们要证明A = B. 这等价于证明下面的结论:设A = (aij)

是 n阶对称阵,若 α′Aα = 0对一切 α成立,则A = O .
令 α = ei是 n维标准单位列向量,则 aii = e′iAei = 0 . 再令 α = ei + ej (i ̸= j) ,则

0 = (ei + ej)
′
A (ei + ej) = e′iAei + e′jAej + e′iAej + e′jAei = aij + aji,

因为 aij = aji ,故 aij = 0 (i ̸= j) ,于是A = O . 这表明用对称阵来表示二次型时系数矩阵是唯一的.
事事事实实实上上上, 如如如果果果我我我们们们不不不限限限制制制矩矩矩阵阵阵是是是对对对称称称阵阵阵, 则则则系系系数数数矩矩矩阵阵阵将将将不不不唯唯唯一一一, 这这这样样样会会会给给给用用用矩矩矩阵阵阵方方方法法法研研研究究究二二二次次次型型型带带带

来来来困困困难难难.



4.1 二次型的化简与矩阵的合同

二次型理论的基本问题是要寻找一个线性变换把它变成只含平方项的标准型.由上面我们知道,二次
型与对称阵一一对应,而线性变换可以用矩阵来表示. 自然地,二次型的变换与矩阵有着密切的关系,现在
我们来探讨这个关系.
设 V 是 n维线性空间,二次型 f (x1, x2, · · · , xn)可以看成是 V 上的二次函数. 即若设 V 的一组基为

{e1, e2, · · · , en} ,向量 α 在这组基下的坐标向量为 x = (x1, x2, · · · , xn)′ ,则 f 便是向量 α 的函数. 现假
设 {f1, f2, · · · , fn} 是 V 的另一组基,向量 α 在 {f1, f2, · · · , fn} 下的坐标向量为 y = (y1, y2, · · · , yn)′ . 记
C = (cij)是从基 {e1, e2, · · · , en}到基 {f1, f2, · · · , fn}的过渡矩阵,则

x1

x2
...
xn

 =


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cn1 cn2 · · · cnn




y1

y2
...
yn


或简记为

x = Cy

将上式代入 f (x1, x2, · · · , xn) = x′Ax ,得

f (x1, x2, · · · , xn) = y′C′ACy.

显然, C ′AC仍是一个对称阵,故 y′C ′ACy是以 y1, y2, · · · , yn为变元的二次型,记为 g (y1, y2, · · · , yn)
. 由此我们可看出: 若二次型 f (x1, x2, · · · , xn)所对应的对称阵为 A ,则经过变量代换之后得到的二次型
g (y1, y2, · · · , yn)所对应的对称阵为 C ′AC .

定义 4.3 (合同关系)

♣

设 A,B是数域 K上的 n阶矩阵,若存在 n阶非异阵 C ,使

B = C ′AC

则称 B与A是合同的,或称 B与A具有合同关系.

�

笔记 不难证明,合同关系是一个等价关系,即
(1)任一矩阵A与自己合同,因为 A = I′AI ;
(2)若 B 与 A合同,则 A与 B 合同. 这是因为若 B = C ′AC ,则 A = (C ′)

−1
BC−1 =

(
C−1

)′
BC−1;

(3) 若 B 与 A 合同, D 与 B 合同,则 D 与 A 合同. 事实上,若 B = C ′AC , D = H′BH ,则
D = H′C′ACH = (CH)

′
A (CH) .

引理 4.1

♡

对称阵 A的下列变换都是合同变换：

(1)对换A的第 i行与第 j 行,再对换第 i列与第 j 列;
(2)将非零常数 k乘以A的第 i行,再将 k乘以第 i列;
(3)将 A的第 i行乘以 k加到第 j 行上,再将第 i列乘以 k加到第 j 列上.

14



4.1 二次型的化简与矩阵的合同

证明 上述变换相当于将一个初等矩阵左乘以A后再将这个初等矩阵的转置右乘之,因此是合同变换.

引理 4.2

♡
设 A是数域 K上的非零对称阵,则必存在非异阵 C ,使 C ′AC 的第 (1, 1)元素不等于零.

证明 若 a11 = 0 ,而 aii ̸= 0 ,则将 A 的第一行与第 i 行对换,再将第一列与第 i 列对换,得到的矩阵的第
(1, 1)元素不为零. 根据上述引理,这样得到的矩阵和原矩阵合同.

若所有的 aii = 0 (i = 1, 2, · · · , n) ,设 aij ̸= 0 (i ̸= j) ,将A的第 j 行加到第 i行上,再将第 j 列加到第

i列上. 因为 A是对称阵, aij = aji ̸= 0 ,于是第 (i, i)元素是 2aij ̸= 0 ,再用前面的办法使第 (1, 1)元素不

等于零. 根据上述引理,这样得到的矩阵和原矩阵仍合同,这就证明了结论.

定理 4.1 (合同对角化)

♡设 A是数域 K上的 n阶对称阵,则必存在 K上的 n阶非异阵 C ,使 C ′AC 为对角阵.

证明 由上述引理,不妨设A = (aij)中 a11 ̸= 0 . 若 ai1 ̸= 0 ,则可将第一行乘以 −a−1
11 ai1加到第 i行上,再

将第一列乘以−a−1
11 ai1加到第 i列上. 由于 ai1 = a1i ,故得到的矩阵的第 (1, i)元素及第 (i, 1)元素均等于

零. 由引理 4.1可知,新得到的矩阵与A是合同的.依次这样做下去,可把A的第一行与第一列除 a11 外的

元素都消去,于是A合同于下列矩阵:



a11 0 0 · · · 0

0 b22 b23 · · · b2n

0 b32 b33 · · · b3n
...

...
...

...
0 bn2 bn3 · · · bnn


上式右下角是一个 n− 1阶对称阵,记为 A1 . 因此由归纳假设,存在 n− 1阶非异阵D ,使D′A1D为

对角阵,于是 (
1 O

O D′

)(
a11 O

O A1

)(
1 O

O D

)
=

(
a11 O

O D′A1D

)

是一个对角阵. 显然

(
1 O

O D′

)
=

(
1 O

O D

)′

于是 A合同于对角阵.

命题 4.1

♠设矩阵A和 B合同,求证: A∗ 和 B∗ 也合同.

证明 由于A与B合同,故存在非异阵C ,使得B = C′AC . 等式两边同时取伴随,可得 B∗ = (C ′AC)
∗
=

C∗A∗(C ′)
∗
= C∗A∗(C∗)

′ . 注意到 C∗也是非异阵,故A∗和 B∗ 合同.
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4.2 二次型的化简

4.2 二次型的化简

二次型的化简有两种办法，一种是配方法，一种是初等变换法.
配方法的思想在于若没有平方项，则通过换元构造出平方项，若存在平方项，则以某一个平方项对

应的文字为主元，进行配方，从而归结到 n− 1个文字的情况，如此反复最终配凑成平方数的和.
下面我们介绍初等变换法，初等变换法的依据是引理 4.1.
这种方法可总结如下: 作 n× 2n矩阵 (A!In) ,对这个矩阵实施初等行变换,同时施以同样的初等列变

换, 将它左半边化为对角阵, 则这个对角阵就是已化简的二次型的相伴矩阵,右半边的转置便是变换矩阵
C .

如碰到第 (1, 1)元素是零的矩阵,可先设法将第 (1, 1)元素化成非零,再进行上述过程.
我们用一个例子来展示这种做法：

例题 4.1将二次型 f (x1, x2, x3) = 2x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3化成对角型.
解 写出与 f 相伴的对称阵A ,作 (A I3)并将它的第二行加到第一行上,再将第二列加到第一列上:

(A!I3) =


0 1 2 1 0 0

1 0 −2 0 1 0

2 −2 0 0 0 1

→


2 1 0 1 1 0

1 0 −2 0 1 0

0 −2 0 0 0 1

 .

对上述矩阵进行初等变换得到 
2 0 0 1 1 0

0 −1

2
0 −1

2

1

2
0

0 0 8 2 −2 1


因此 f 化简为

2y21 −
1

2
y22 + 8y23

其中

C =


1 − 1

2 2

1 1
2 −2

0 0 1
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4.3 惯性定理

4.3 惯性定理

我们已经知道,任意一个实对称阵A必合同于一个对角阵:

C′AC = diag {d1, d2, · · · , dr, 0, · · · , 0}

其中 di ̸= 0 (i = 1, · · · , r) . 注意到 C是可逆阵,故 r = r (C′AC) = r (A) ,即秩 r 是矩阵合同关系下

的一个不变量. 如同相似标准型一样, 我们的目的是要找出实对称阵在合同关系下的全系不变量, 即找出
一组足以判断两个实对称阵是否合同的合同不变量.我们不妨设实对称阵已具有下列对角阵的形状:

A = diag {d1, d2, · · · , dr, 0, · · · , 0}

由引理 4.1 不难知道,任意调换 A 的主对角线上的元素得到的矩阵仍与 A 合同. 因此我们可把零放
在一起,把正项与负项放在一起,即可设 d1 > 0, · · · , dp > 0 ; dp+1 < 0, · · · , dr < 0.A所代表的二次型为

f (x1, x2, · · · , xn) = d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ drx

2
r (4.1)

令 
y1 =

√
d1x1, · · · , yp =

√
dpxp;

yp+1 =
√
−dp+1xp+1, · · · , yr =

√
−drxr;

yj = xj (j = r + 1, · · · , n) ,

则 (4.1)式变为

f = y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2r (4.2)

这一事实等价于说A合同于下列对角阵:

diag{1, · · · , 1;−1, · · · ,−1; 0, · · · , 0}

其中有 p个 1, q个 −1, n− r个零.

定理 4.2 (惯性定理)

♡

设 f (x1, x2, · · · , xn)是一个 n元实二次型,且 f 可化为两个标准型:

c1y
2
1 + · · ·+ cpy

2
p − cp+1y

2
p+1 − · · · − cry

2
r

d1z
2
1 + · · ·+ dkz

2
k − dk+1z

2
k+1 − · · · − drz

2
r

其中 ci > 0, di > 0 ,则必有 p = k .

证明 用反证法,设 p > k . 由前面的说明不妨设 ci及 di 均为 1,因此

17



4.3 惯性定理

y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2r = z21 + · · ·+ z2k − z2k+1 − · · · − z2r (4.3)

又设

x = By, x = Cz

其中

x =


x1

x2
...
xn

 , y =


y1

y2
...
yn

 , z =


z1

z2
...
zn


于是 z = C−1By . 令

C−1B =


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cn1 cn2 · · · cnn


则 

z1 = c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1nyn

z2 = c21y1 + c22y2 + · · ·+ c2nyn
...

zn = cn1y1 + cn2y2 + · · ·+ cnnyn

因为 p > k ,故齐次线性方程组

c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1nyn = 0
...

ck1y1 + ck2y2 + · · ·+ cknyn = 0

yp+1 = 0
...
yn = 0

必有非零解 ( n个未知数, n− (p− k)个方程式). 令其中一个非零解为 y1 = a1, · · · , yp = ap, yp+1 =

0, · · · , yn = 0 ,把这组解代入 (4.3)式左边得到

a21 + · · ·+ a2p > 0.

但这时 z1 = · · · = zk = 0 ,故 (4.3)式右边将小于等于零,引出了矛盾. 同理可证 p < k也不可能.
注 (4.2)式中的二次型称为 f 的规范标准型.
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4.3 惯性定理

定义 4.4

♣

设 f (x1, x2, · · · , xn)是一个实二次型,若它能化为形如 (4.2)式的形状,则称 r是该二次型的秩, p是
它的正惯性指数, q = r − p是它的负惯性指数, s = p− q称为 f 的符号差.

�

笔记 显然,若已知秩 r与符号差 s ,则 p =
1

2
(r + s) , q =

1

2
(r − s) . 事实上,在 p, q, r, s中只需知道其中两

个数,其余两个数也就知道了.由于实对称阵与实二次型之间的等价关系,我们将实二次型的秩、惯性指数
及符号差也称为相应的实对称阵的秩、惯性指数及符号差.

定理 4.3

♡秩与符号差 (或正负惯性指数)是实对称阵在合同关系下的全系不变量.

证明 由上面的定理知道,秩 r 与符号差 s是实对称阵合同关系的不变量.反之,若 n阶实对称阵 A,B的

秩都为 r ,符号差都是 s ,则它们都合同于

diag{1, · · · , 1;−1, · · · ,−1; 0, · · · , 0}

其中有 p =
1

2
(r + s)个 1, q =

1

2
(r − s)个 -1及 n− r个零,因此A与 B合同.

对正负惯性指数的结论也同样成立.
复二次型要比实二次型简单得多.

命题 4.2

♠

复二次型

f (x1, x2, · · · , xn) = d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ drx

2
r

必可化为

z21 + z22 + · · ·+ z2r

其中 zi =
√
dixi (i = 1, 2, · · · , r) , zj = xj (j = r + 1, · · · , n) .

所以复对称阵的合同关系只有一个全系不变量,那就是秩 r .

例题 4.2把互相合同的实对称阵作为一个类,问: n阶实对称阵共有多少个类?

解 讨论正负惯性指数即可，共有
(n+ 1)(n+ 2)

2
类.

例题 4.3实对称阵A和它的伴随阵A∗ 一定合同吗？

解 令A = diag{1, 1,−1} ,则A∗ = diag{−1,−1, 1} , A和A∗ 的正惯性指数不相同,因此不合同.
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4.4 正定型与正定矩阵

4.4 正定型与正定矩阵

定义 4.5

♣

设 f (x1, x2, · · · , xn) = x′Ax是 n元实二次型, A是相伴矩阵.
(1)若对任意 n维非零列向量 α均有 α′Aα > 0 ,则称 f 是正定二次型 (简称正正正定定定型型型),矩阵 A称为正

定矩阵 (简称正正正定定定阵阵阵);
(2)若对任意 n维非零列向量 α均有 α′Aα < 0 ,则称 f 是负定二次型 (简称负负负定定定型型型),矩阵 A称为负

定矩阵 (简称负负负定定定阵阵阵);
(3)若对任意 n维非零列向量 α均有 α′Aα ≥ 0 ,则称 f 是半正定二次型 (简称半半半正正正定定定型型型),矩阵A称

为半正定矩阵 (简称半半半正正正定定定阵阵阵);
(4)若对任意 n维非零列向量 α均有 α′Aα ≤ 0 ,则称 f 是半负定二次型 (简称半半半负负负定定定型型型),矩阵A称

为半负定矩阵 (简称半半半负负负定定定阵阵阵);
(5)若存在 α ,使 α′Aα > 0 ;又存在 β ,使 β′Aβ < 0 ,则称 f 是不不不定定定型型型.

定理 4.4

♡

设 f (x1, x2, · · · , xn)是 n元实二次型,则
(1) f 是正定型的充分必要条件是 f 的正惯性指数等于 n;
(2)f 是负定型的充分必要条件是 f 的负惯性指数等于 n;
(3)f 是半正定型的充分必要条件是 f 的正惯性指数等于 f 的秩 r;
(4)f 是半负定型的充分必要条件是 f 的负惯性指数等于 f 的秩 r .

证明 若 f 的正惯性指数等于 n ,则 f 可化为下列标准型:

f = y21 + y22 + · · ·+ y2n

显然 f 是正定型.反之,若 f 是正定型,如果 f 的正惯性指数 p < n ,则 f 可化为如下标准型:

f = y21 + · · ·+ y2p − cp+1y
2
p+1 − · · · − cny

2
n

其中 cj ≥ 0 (j = p+ 1, · · · , n) . 这时令 b1 = · · · = bp = 0, bp+1 = · · · = bn = 1 ,则 b1, b2, · · · , bn 不全
为零. 假设这时 x = Cy ,其中

x =


x1

x2
...
xn

 , y =


y1

y2
...
yn


C 是非异阵,则从 yi = bi (i = 1, · · · , n)可得 xi = ai (i = 1, · · · , n)是一组不全为零的实数. 于是

f (a1, a2, · · · , an) ≤ 0

这与 f 是正定型矛盾. 其余结论的证明类似.
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4.4 正定型与正定矩阵

定理 4.5

♡

n阶实对称阵A是正定阵当且仅当它合同于单位阵 In; A是负定阵当且仅当它合同于 −In;
A是半正定阵当且仅当A合同于下列对角阵:(

Ir O

O O

)

A是半负定阵当且仅当A合同于下列对角阵:(
−Ir O

O O

)

定义 4.6

♣

设 A = (aij)是 n阶矩阵, A的 n个子式:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k
...

...
...

ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(k = 1, 2, · · · , n)

称为 A的顺顺顺序序序主主主子子子式式式.

定理 4.6

♡n阶实对称阵A是正定阵的充分必要条件是它的 n个顺序主子式全大于零.

证明 先证必要性.设 n阶实对称阵A = (aij)为正定阵,则对应的实二次型

f (x1, x2, · · · , xn) =
n∑

j=1

n∑
i=1

aijxixj

为正定型.令

fk (x1, x2, · · · , xk) =
k∑

j=1

k∑
i=1

aijxixj

则对任意一组不全为零的实数 c1, c2, · · · , ck ,有

fk (c1, c2, · · · , ck) = f (c1, c2, · · · , ck, 0, · · · , 0) > 0

因此 fk 是一个正定二次型,从而它的相伴矩阵 Ak (由 A的前 k 行及前 k 列组成)是一个正定阵. 由
于Ak 合同于 Ik ,故存在 k阶非异阵 B ,使

B′AkB = Ik

于是

det (B′AkB) = det (B)
2
det (Ak) = 1

即有 det (Ak) > 0 (k = 1, 2, · · · , n) .
再证充分性. 对 A的阶数进行归纳. 当 n = 1时, A = (a) , a > 0 ,于是 f = ax21 是正定型,从而 A是
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4.4 正定型与正定矩阵

正定阵. 设结论对 n− 1成立,现证明对 n阶实对称阵A ,若它的 n个顺序主子式全大于零,则A必是正定

阵. 记An−1是A的 n− 1阶顺序主子式所在的矩阵,则A可写为(
An−1 α

α′ ann

)

因为 A的顺序主子式全大于零,故 An−1 的顺序主子式也全大于零,由归纳假设, An−1 是正定阵. 于
是An−1合同于 n− 1阶单位阵,即存在 n− 1阶非异阵 B ,使

B′An−1B = In−1

令 C是下列分块矩阵:

C =

(
B O

O 1

)

则

C ′AC =

(
B′ O

O 1

)(
An−1 α

α′ ann

)(
B O

O 1

)
=

(
In−1 B′α

α′B ann

)

这是一个实对称阵,其形式为

C′AC =


1 · · · 0 c1
...

...
...

0 · · · 1 cn−1

c1 · · · cn−1 ann


用第三类初等行及列变换可将上述矩阵化为对角阵. 这相当于对 C′AC 右乘一个非异阵 Q 后,再左

乘 Q′得到一个对角阵,亦即 Q′C ′ACQ等于

diag{1, · · · , 1, c}

由于 |A| > 0 ,故 c > 0 ,这就证明了A是一个正定阵.

命题 4.3

♠

若 A是正定阵,证明:
(1) A的任一 k阶主子阵,即由A的第 i1, i2, · · · , ik 行及A的第 i1, i2, · · · , ik 列交点上元素组成的
矩阵,必是正定阵;
(2) A的所有主子式全大于零,特别, A的主对角元素全大于零;
(3) A中绝对值最大的元素仅在主对角线上.

证明 (1) 设 Ak 是矩阵 A 的第 k 个顺序主子式所在的矩阵,则 Ak 是实对称阵且其顺序主子式都大于

零,因此Ak 是正定阵.
经过若干次行对换以及相同的列对换,我们不难将A的第 i1, i2, · · · , ik 行及 i1, i2, · · · , ik 列分别换成

第 1, 2, · · · , k行和第 1, 2, · · · , k列. 利用上面的结论即知 (1)成立.
(2)是 (1)的推论.
(3)用反证法.假设 aij (i ̸= j)是 A的绝对值最大的元素. 根据 (1),我们只需证明由第 i, j 行与第 i, j

列交点上元素组成的矩阵不是正定阵即可. 考虑矩阵 (由A的对称性不妨设 i < j )
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4.4 正定型与正定矩阵

(
aii aij

aji ajj

)

注意到 aij = aji 且 |aij | ≥ aii, |aij | ≥ ajj ,上述矩阵的行列式值 aiiajj − a2ij ≤ 0 ,所以这个矩阵一定
不是正定阵.
例题 4.4举例说明A的所有顺序主子式都大于等于零并不能保证A是半正定阵.
解 例如, A = diag{1, 0,−1}的顺序主子式都非负,但A不是半正定阵.

定理 4.7

♡设A是 n阶实对称阵,证明: A是半正定阵的充分必要条件是A的所有主子式都大于等于零.

证明 这个证明1是我在第一次学二次型的时候做的，当时由于先学的二次型，还没有接触到特征值的概

念，所以就想尝试单纯利用简单的矩阵知识去证明这一命题，于是就有了下面这个又又又臭臭臭又又又长长长的证明，这

个证明也发在了知乎上面：半正定矩阵的充分必要条件是所有主子式非负的一个证明方法。

引引引理理理1:

若 A =

[
A1 A2

A3 A4

]
,且 rank

[
A1 A2

A3 A4

]
= rank

[
A1 A2

]
= rank

[
A1

A3

]
,

则我们有 rankA = rankA1 .

[证明]: 由 rank

[
A1 A2

A3 A4

]
= rank

[
A1

A3

]
，我们有 ∃X, s.t.

[
A1

A3

]
X =

[
A2

A4

]
进一步有 A1X = A2，故而有 rankA1 = rank

[
A1 A2

]
所以我们有 rankA = rankA1 . 证毕.
引引引理理理2:
设 A是 n阶对称矩阵，则 A的最大的非零主子式的阶数等于 A的秩.
[证明]：设 rankA = r，取出 A的列向量的极大线性无关组，不失一般性，设为

col1, · · · , colr 为 A的前 r 列，由于 A是对称阵，所以 A的前 r 行 row1, · · · , rowr 也是行向量的

极大线性无关组

将矩阵 A分块为 A =

[
A1 A2

A3 A4

]
, A1 ∈ Pr×r

我们有下面的结论： rank

[
A1 A2

A3 A4

]
= rank

[
A1 A2

]
= rank

[
A1

A3

]
= r

从而由[引理1]我们知道 rankA1 = rankA = r，从而 A1满秩，故 det (A1) ̸= 0 . 证毕.
回回回到到到原原原题题题. 有了上面的引理，我们开始着手处理这道题目。使用数学归纳法。当 n = 2时，结论平

凡，容易验证。

假设 k ≤ n− 1时，有‘ k阶半正定矩阵的充分必要条件是所有主子式非负’成立，现在我们考虑

所有主子式非负的 n阶对称矩阵 A的情况。设 rankA = r . ( r = 0情况平凡，下面的 r默认大于 0 )
case 1: r ≤ n − 1 ,不妨设 A的列向量的极大线性无关组为 coli1, · · · , colir ,由于合同变换不改变矩

阵的半正定性，所以我们不妨通过合同变换将这 r列交换到前 r列，所以不妨直接设为前 r列，即

A =

[
A1 A2

AT
2 A4

]
, A1 ∈ Rr×r, rankA1 = rankA = r

1可以不用看这个证明，直接看第二个证明
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4.4 正定型与正定矩阵

由于 A的所有主子式非负，特别地，有 A1 的所有主子式非负，包括 det (A1) ≥ 0，则由 k = r ≤
n − 1 的归纳假设我们知道 A1 是半正定的，又由[引理2]知道 det (A1) ̸= 0 ，所以 det (A1) > 0 ，由于

A1 是半正定的且 A1 可逆，所以我们可以断言 A1 是正定的，从而存在可逆矩阵 C 使得 CTA1C = Er ，

因此我们可以对 A进行合同变换(
CT O

O E

)(
A1 A2

AT
2 A4

)(
C O

O E

)
=

(
CTA1C CTA2

AT
2 C A4

)
=

(
Er CTA2

AT
2 C A4

)

再进行一次合同变换，打洞处理(
Er O

−AT
2 C E

)(
Er CTA2

AT
2 C A4

)(
Er −CTA2

O E

)
=

(
Er O

O A4 −AT
2 CC

TA2

)

设 A0 = A4 −AT
2 CC

TA2，则我们知道 A合同于

(
Er O

O A0

)

故 rankEr + rankA0 = rank

(
Er O

O A0

)
= rankA = r，所以 rankA0 = 0

所以 A0 = 0，故而 A合同于

(
Er O

O O

)
，所以 A的负惯性指数为 0，故 A半正定，结论对 n成

立.
case 2: r = n，即 A是满秩矩阵.
事实上我们在这里遇到了困难，因为当 A 的秩为 n 时，我们无法像上一题一样使用归纳假设，所

以需要换一条路走，而确实有一条充满巧合的小路留给了我们.
反证法:假设此时 A不是半正定矩阵，由于 A满秩，所以我们可以设

A = CT

[
Er O

O −Es

]
C

其中 r, s > 0，由于 det (A) =
2

det (C) (+1)
r
(−1)

s
> 0，所以我们有 s ≥ 2 (因为 s是偶数)

下面考虑 A的前 (n− 1)× (n− 1)项，由于 A的主子式全部非负，

所以由归纳假设可以知道前 (n− 1)× (n− 1)个元素组成的矩阵(后面记为 B )是半正定的（归

纳假设中 k = n− 1的情况），又由于，记 A =

(
B b

bT c

)
.

因为 B 是半正定的，设 rankB = t

case 2.1: t < n− 1

设 DTBD =

(
Et O

O O

)
，从而对 A进行合同变换：

(
DT 0

0 1

)(
B b

bT c

)(
D 0

0 1

)
=

(
DTBD DT b

bTD c

)
=


Et O b1

O O b2

bT1 bT2 c
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4.4 正定型与正定矩阵


Et O O

O En−1−t O

−bT1 O 1



Et O b1

O O b2

bT1 bT2 c



Et O −b1
O En−1−t O

O O 1

 =


Et O O

O O b2

O bT2 c



故 A合同于


Et O O

O O b2

O bT2 c

，有

rankA = rank


Et O O

O O b2

O bT2 c

 = rankEt + rank

(
O b2

bT2 c

)
= n

所以

(
O b2

bT2 c

)
是满秩的，这要求左上角的零矩阵 O只能为 1× 1的，故 b2 ∈ R是一个非零实数

但是又根据 det (A) > 0与合同变换不改变行列式的正负，有

det


Et O O

O O b2

O bT2 c

 = det (Et) det

(
0 b2

b2 c

)
> 0

但是 det (Et) det

(
0 b2

b2 c

)
= 1×

(
0c− b22

)
= −b22 < 0，从而导致矛盾，故 t = n− 1 .

case 2.2: t = n− 1

则知道 B 半正定且可逆，故 B 正定，所以存在可逆矩阵 D 使得 DTBD = En−1 ，所以对 A作合

同变换 (
DT O

O 1

)(
B b

bT c

)(
D O

O 1

)
=

(
DTBD DT b

bTD c

)
=

(
En−1 DT b

bTD c

)
(
En−1 O

−bTD 1

)(
En−1 DT b

bTD c

)(
En−1 −DT b

O 1

)
=

(
En−1 O

O c− bTDDT b

)

故 A合同于

(
En−1 O

O c− bTDDT b

)
，但

(
En−1 O

O c− bTDDT b

)
的负惯性指数≤ 1，这与 A的负

惯性指数 ≥ 2矛盾，从而我们的假设错误，故 A是一个半正定矩阵.
综上，我们证明了命题对 n时也成立，所以由归纳原理，我们有：对任意的 n阶实对称矩阵，它是

半正定矩阵的充分必要条件是所有的主子式非负.
证明 暂时懒得写了.
例题 4.5判断下面命题是否正确： A = (aij)n×n ∈ Rn×n 是正定矩阵，则 B = (|aij |)n×n （即每个元素

取绝对值）也正定.
解 n = 1, 2, 3容易验证正确；
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n = 4时取

A =


10 3 −2 1

3 10 0 9

−2 0 10 4

1 9 4 10


容易验证为反例.

命题 4.4

♠

A ∈ Rn×n 半正定,则
x⊤Ax = 0 ⇔ Ax = 0, ∀x ∈ Rn

证明 设 A = CTC，从而有

AX = 0 ⇒ CTCX = 0 ⇒ XTCTCX = 0 ⇒ (CX)T (CX) = 0 ⇒ CX = 0 ⇒ AX = 0

命题 4.5

♠

A ∈ Rn×n 半正定,则
(1). 对角元 aii ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n ;
(2). 如果对某个 k ∈ {1, 2, . . . , n} ,对角元 akk = 0 ,则 aik = aki = 0, i = 1, 2, . . . , n .

证明 (1) A半正定，则所有主子式非负，特别地有 aii ≥ 0.
(2)反证，假设对 akk = 0，存在 i0使得 ai0k = aki0 ̸= 0，从而考虑

X = xi0ei0 + ekxk

从而有

f = XTAX = ai0i0x
2
i0 + 2ai0kxi0xk

从而知道当固定 i0 时，f 是关于 xk 的线性函数，从而存在 xk 使得 f < 0，从而与半正定矛盾，所

以假设错误，故 ai0k = aki0 = 0.

命题 4.6

♠

如果 A,B都是半正定矩阵,则

rank (A+B) ≥ max{rank (A) , rank (B)}

证明 有 XT (A+B)X = 0 ⇔ (A+B)X = 0，又有 XTAX +XTBX = 0 ⇒ XTAX = 0, XTBX + 0.
所以我们有

Ker(A+B) ⊆ KerA

同理有：

Ker(A+B) ⊆ KerB

故：

rank (A+B) ≥ max{rank (A) , rank (B)}
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命题 4.7

♠

设 A是 n阶实正定方阵, B 是 n阶反对称方阵,则

|A+ λB| > 0, ∀λ ∈ R

证明 若 |A+ λB| = 0，则存在 X ̸= 0使得 (A+ λB)X = 0，所以有：

XT (A+ λB)X = 0

又由于 XTBX = 0，所以有 XTAX = 0，但这与 A的正定性矛盾，所以 |A+ λB| ≠ 0.
而 f(λ) = |A + λB| 为关于 λ 的多项式，f(0) = |A| > 0，从而由介值定理，知道 f(λ) > 0，故

|A+ λB| > 0.

命题 4.8

♠
A是反对称方阵,证明 |A| ≥ 0 .

证明 由上一题，知道零矩阵 O为半正定矩阵，从而

|A| = |O +A| ≥ 0

命题 4.9

♠A,B ∈ Rn×n 对称,并且 A正定。证明: 当 t充分大时, tA+B 正定.

证明

命题 4.10

♠

设 A = (aij) ∈ Rn×n 对称可逆, Aij 是 aij 的代数余子式. 证明: 二次型

f (x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

Aij

|A|
xixj

与 A有相同的正、负惯性指数.

证明

命题 4.11

♠设 S是 n阶实对称方阵. 证明 rankS = n的充要条件是: 存在 n阶实方阵A使得 SA+A⊤S正定.

命题 4.12

♠

设 A = (aij)n×n 是可逆对称方阵,计算二次型∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x1 · · · xn

−x1 a11 · · · a1n
...

...
...

−xn an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的矩阵.
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命题 4.13

♠

设 Ai (1 ≤ i ≤ m)是同阶实对称方阵. 证明

A2
1 + · · ·A2

m = 0 ⇔ A1 = · · · = Am = 0

命题 4.14

♠设 A是实对称方阵, V 是方程 x⊤Ax = 0的解集.证明:V 是线性空间⇔ A半正定或者半负定.

命题 4.15

♠

A是正定矩阵, B 是半正定矩阵,证明
|A+B| ≥ |A|

当且仅当 B = 0时等号成立.

命题 4.16

♠

设 S =

[
A C

C⊤ B

]
正定.证明

|S| ≤ |A| · |B|

当且仅当 C = 0时等号成立.

命题 4.17

♠

设 A,B ∈ Rm×n 满足 rank (A+B) = rank (A) + rank (B) . 证明: 存在可逆矩阵 P,Q ,使得

A = P


Er×r

0s×s

0

Q, B = P


0r×r

Es×s

0

Q
其中, r = rank (A) , s = rank (B) .

命题 4.18

♠

设

fk (x) : [a, b] → R, k = 1, 2, . . . , n

证明: f1 (x) , . . . , fn (x)线性无关的充要条件是,在 [a, b]上存在点 a1, . . . , an ,使得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 (a1) f1 (a2) · · · f1 (an)

f2 (a1) f2 (a2) · · · f2 (an)
...

...
...

fn (a1) fn (a2) · · · fn (an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0
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4.5 Hermite型

Hermite型看成是复数域上的二次齐次函数:

f (x1, x2, · · · , xn) =
n∑

j=1

n∑
i=1

aij x̄ixj (4.4)

其中 āij = aji . Hermite型虽然系数是复数且变元 xi是复数域上的变元,但作为函数它的值却总是实
数,这点从 Hermite型的定义即可看出. 事实上,

f̄ =

n∑
j=1

n∑
i=1

āijxix̄j =

n∑
i=1

n∑
j=1

ajix̄jxi = f

因此 f 的值总是实数. 当 Hermite 型的变元 xi 取实变元且 aij 都是实数时, f 就是实二次型. 因此,
Hermite型也可看成是实二次型的推广. 事实上, Hermite型有许多与实二次型相同的性质.

Hermite型 (4.4)可写成如下的矩阵相乘的形式:

f (x1, x2, · · · , xn) = x′Ax

其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 , x =


x1

x2
...
xn

 ,

且满足 A
′
= A ,这样的矩阵称为 Hermite 矩阵. 与实二次型类似,Hermite 型与 Hermite 矩阵之间

有着一一对应关系,即给定一个 n 变元的 Hermite 型必相伴有一个 n 阶 Hermite 矩阵,反之给定一个 n 阶

Hermite矩阵,必有一个 n元 Hermite型与之对应.
设 x = Cy ,其中 C是一个非异复矩阵, y = (y1, y2, · · · , yn)′ ,则

f =
(
Cy
)′
A (Cy) = ȳ′C̄ ′ACy.

矩阵 C
′
AC仍是一个 Hermite矩阵.

定义 4.7

♣

设 A,B是两个 Hermite矩阵,若存在非异复矩阵 C ,使

B = C̄ ′AC

则称A与 B是复相合的.

容易证明复相合是一个等价关系. 与实二次型类似, Hermite型

a1ȳ1y1 + a2ȳ2y2 + · · ·+ anȳnyn (4.5)
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称为标准型. Hermite型的基本问题是如何把一个 Hermite型化成像 (4.5)式那样的标准型.这个问题
等价于寻找非异阵 C ,使 C̄ ′AC 成为对角阵.

定理 4.8

♡

设 A是一个 Hermite矩阵,则必存在一个非异阵 C ,使 C
′
AC 是一个对角阵且主对角线上的元素都

是实数.

证明 寻找 C 的过程类似于对称阵的情形,通过归纳法就可以做法，故从略.
现只需说明后面的结论. 事实上, C̄ ′AC 仍是 Hermite 矩阵,因此主对角线上的元素 bii = b̄ii ,必是实

数.

定理 4.9 (复二次型的惯性定理)

♡

设 f (x1, x2, · · · , xn)是一个 Hermite型,则它总可以化为如下标准型:

ȳ1y1 + · · ·+ ȳpyp − ȳp+1yp+1 − · · · − ȳryr (4.6)

且若 f 又可化为另一个标准型:

z̄1z1 + · · ·+ z̄kzk − z̄k+1zk+1 − · · · − z̄rzr

则 p = k .

我们称 (4.6)式中的 r为 f 的秩, p为 f 的正惯性指数, q = r − p为 f 的负惯性指数, p− q为 f 的符

号差. 同样地,秩与符号差 (或正负惯性指数) 是 Hermite 矩阵复相合的全系不变量. 上述这些结论的证明
与实二次型是平行的,我们略去其证明.
由于 Hermite型的值总是实数,故可定义正定型、负定型、半正定型、半负定型及不定型的概念. 相

应地,有正定 Hermite矩阵、负定 Hermite矩阵、半正定 Hermite矩阵和半负定 Hermite矩阵的概念.

定义 4.8

♣

设 f (x1, x2, · · · , xn)是 Hermite型,若对任一组不全为零的复数c1, c2, · · · , cn ,均有

f (c1, c2, · · · , cn) > 0

则称 f 是正定 Hermite型,它对应的矩阵称为正定 Hermite矩阵.

定理 4.10

♡n阶 Hermite矩阵A为正定的充分必要条件是它的 n个顺序主子式全大于零.

证明 证明与实正定矩阵类似，故略去.
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第 5章 内积空间

5.1 内积空间的概念

定义 5.1 (实内积空间)

♣

设 V 是实数域上的线性空间,若存在某种规则,使对 V 中任意一组有序向量 {α, β} ,都唯一地对应
一个实数,记为 (α, β) ,且适合如下规则:
(1) (β, α) = (α, β) ;
(2) (α+ β, γ) = (α, γ) + (β, γ) ;
(3) (cα, β) = c (α, β) , c为任一实数;
(4) (α, α) ≥ 0且等号成立当且仅当 α = 0 ,
则称在 V 上定义了一个内积. 实数 (α, β)称为 α与 β 的内积. 线性空间 V 称为实内积空间. 有限
维实内积空间称为 Euclid空间,简称为欧氏空间.

定义 5.2 (复内积空间)

♣

设 V 是复数域上的线性空间,若存在某种规则,使对 V 中任意一组有序向量 {α, β} ,都唯一地对应
一个复数,记为 (α, β) ,且适合如下规则:
(1) (β, α) = (α, β) ;
(2) (α+ β, γ) = (α, γ) + (β, γ) ;
(3) (cα, β) = c (α, β) , c为任一复数;
(4) (α, α) ≥ 0且等号成立当且仅当 α = 0 ,
则称在 V 上定义了一个内积. 复数 (α, β)称为 α与 β 的内积. 线性空间 V 称为复内积空间. 有限
维复内积空间称为酉空间.

注实内积空间的定义与复内积空间的定义是相容的.事实上,对一个实数 a , ā = a . 故定义 5.1中的 (1)与
定义 5.2中的 (1)是一致的.因此,我们经常将这两种空间统称为内积空间, 在某些定理的叙述及证明中也
不区别它们,而统一作为复内积空间来处理. 但是,需要注意的是对复内积空间,定义 5.2中的 (1), (3)意味
着:

(α, cβ) = c̄ (α, β)

命题 5.1 (标准内积)

♠

(1)设 Rn 是 n维实列向量空间, α = (x1, x2, · · · , xn)′, β = (y1, y2 , · · · , yn)′ ,定义

(α, β) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn,

则我们定义了一个内积,这个内积称为 Rn 中的标准内积.
(2)设 Cn 是 n维复列向量空间, α = (x1, x2, · · · , xn)′, β = (y1, y2 , · · · , yn)′ ,定义

(α, β) = x1ȳ1 + x2ȳ2 + · · ·+ xnȳn,

则在此定义下 Cn成为一个酉空间,上述内积称为 Cn 的标准内积.



5.1 内积空间的概念

对实列向量空间,标准内积可用矩阵乘法表示

(α, β) = α′β

对实行向量空间,标准内积也可表示为

(α, β) = αβ′

对 n维复列向量空间 U，标准内积可表示为

(α, β) = α′β

当 U 是复行向量空间时,标准内积可表示为

(α, β) = αβ
′

定义 5.3 (范数)

♣

设 V 是内积空间 (实或复), α是 V 中的向量,定义 α的长度 (或范数)为

∥ α ∥= (α, α)
1
2

即实数 (α, α)的算术根.

注注意,当 V 是复内积空间时,由于规则, (α, α)总是实数. 从长度的定义知, ∥ α ∥= 0当且仅当 α = 0 . 当
V = Rn且内积为标准内积时,若 α = (x1, x2, · · · , xn) ,则

∥ α ∥=
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n.

利用范数可定义内积空间中两个向量的距离. 设 α, β ∈ V ,定义 α与 β 的距离为

d (α, β) =∥ α− β ∥ .

显然 d (α, β) = d (β, α) .

定理 5.1 (范数的性质)

♡

设 V 是实或复的内积空间, α, β ∈ V, c是任一常数 (实数或复数),则
(1) ∥ cα ∥= |c| ∥ α ∥ ;
(2) |(α, β)| ≤∥ α ∥ · ∥ β ∥ ;
(3) ∥ α+ β ∥≤∥ α ∥ + ∥ β ∥ .

证明 (1) ∥ cα∥2 = (cα, cα) = cc̄ ∥ α∥2 = |c|2 ∥ α∥2 ,故 ∥ cα ∥= |c| ∥ α ∥ .
(2)若 α = 0 ,则 (0, β) = (0+ 0, β) = 2 (0, β) ,故 (0, β) = 0 . 因此 (2)成立.若 α ̸= 0 ,令

v = β − (β, α)

∥ α∥2
α

则 (v, α) = 0 ,且

0 ≤∥ v∥2 =

(
β − (β, α)

∥ α∥2
α, β − (β, α)

∥ α∥2
α

)

= (β, β)− (β, α)

∥ α∥2
(α, β)
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5.1 内积空间的概念

=∥ β∥2 − |(α, β)|2

∥ α∥2
.

由此即证.
(3)我们有

∥ α+ β∥2 = (α+ β, α+ β)

=∥ α∥2 + (α, β) + (β, α)+ ∥ β∥2

=∥ α∥2+ ∥ β∥2 + (α, β) + (α, β).

由 (2)得
|(α, β)| ≤∥ α ∥∥ β ∥,

∣∣∣(α, β)∣∣∣ ≤∥ α ∥∥ β ∥ .

故

∥ α+ β∥2 ≤∥ α∥2+ ∥ β∥2 + 2 ∥ α ∥∥ β ∥= (∥ α ∥ + ∥ β ∥)2

�

笔记 定理 5.1中的 (2)通常称为 Cauchy-Schwarz不等式; (3)通常称为三角不等式.
证明的过程中要善于使用 (α, α) ≥ 0这一性质来构造不等关系.

定义 5.4 (向量的夹角)

♣

当 V 是实内积空间时,定义非零向量 α, β 的夹角 θ之余弦为

cos θ =
(α, β)

∥ α ∥∥ β ∥

当 V 是复内积空间时,定义非零向量 α, β 的夹角 θ之余弦为

cos θ =
|(α, β)|

∥ α ∥∥ β ∥

内积空间中两个向量 α, β 若适合 (α, β) = 0 ,则称 α与 β 垂直或正交,我们用记号 α⊥β 来表示. 显
然,零向量和任何向量都正交; 若 α 与 β 正交,则 β 与 α 也正交; 两个非零向量 α, β 正交时夹角为

90◦ .

�

笔记 注意在上式中要使 θ有意义,必须保证 cos θ ≤ 1 . 而这就是定理5.1中的 (2). 在定理5.1 (3)的证明中
我们可看出: 若 α与 β 正交则 (α, β) = (β, α) = 0 ,因此

∥ α+ β∥2 =∥ α∥2+ ∥ β∥2

这是平面几何中勾股定理的推广.

命题 5.2 (Cauchy-Schwarz不等式)

设 V 是实 n维行向量空间,内积取标准内积,从定理 5.1的 (2)立即可得到下列 Cauchy不等式:

(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn)
2 ≤ (x21 + x22 + · · ·+ x2n)(y

2
1 + y22 + · · ·+ y2n)

设 V 是 [a, b]上连续函数全体构成的实线性空间,定义
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5.1 内积空间的概念

♠

(f, g) =

∫ b

a

f (t) g (t) dt

则不难验证这是一个内积,于是 V 成为内积空间，则从定理 5.1的 (2)可得下列 Schwarz不等式:

(∫ b

a

f (t) g (t) dt

)2

≤
∫ b

a

f(t)
2
dt

∫ b

a

g(t)
2
dt

34



5.2 内积的表示与正交基

5.2 内积的表示与正交基

我们需要考虑，对于有限维内积空间，如果给定内积空间的一组基之后，如何用这组基的坐标向量

来表示向量的内积.

定理 5.2 (Gram矩阵)

♡

V 是欧氏空间 (酉空间), {v1,v2, · · · ,vn}是 V 的一组基. 如果 (vi,vj) = gij(i, j = 1, 2, · · · , n), α =

a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn, β = b1v1 + b2v2 + · · ·+ bnvn

当 V 是欧氏空间时,

(α, β) =

 n∑
i=1

aivi,

n∑
j=1

bjvj

 =

n∑
i,j=1

aigijbj .

我们把上述结论写成矩阵形式:

(α, β) = (a1, a2, · · · , an)


g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g2n
...

...
...

gn1 gn2 · · · gnn




b1

b2
...
bn

 ,

其中矩阵

G =


g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g2n
...

...
...

gn1 gn2 · · · gnn

 =


(v1,v1) (v1,v2) · · · (v1,vn)

(v2,v1) (v2,v2) · · · (v2,vn)
...

...
...

(vn,v1) (vn,v2) · · · (vn,vn)


称为基向量 {v1,v2, · · · ,vn}的 Gram (格列姆)矩阵或内积空间 V 在给定基下的度量矩阵.
于是,我们得到了内积在给定基下的表示:

(α, β) = x′Gy

其中 x,y分别是向量 α, β 在给定基下的坐标向量.
再来看矩阵 G . 因为 (vi,vj) = (vj ,vi) ,所以 G 是实对称阵. 又因为对任意的非零向量 α ,总有
(α, α) > 0 ,所以 x′Gx > 0对一切 n维非零实列向量 x成立.这表明 G是一个正定阵. 反之,给定
n阶正定实对称阵，我们也不难定义 V 上的内积. 由此我们可以看出,若给定了 n维欧氏空间的一

组基,则欧氏空间上的内积和 n阶正定实对称阵之间存在着一个一一对应.

命题 5.3

♠在 n维欧氏空间 V 中,两两夹角大于直角的向量个数至多是 n+ 1个.

证明 用反证法证明. 假设存在 n + 2 个两两夹角大于直角的向量 α1, α2, · · · , αn+1, αn+2 ∈ V ,则
由 dimV = n 可知, α1, α2, · · · , αn+1 必线性相关,即存在不全为零的实数 c1, c2, · · · , cn+1 ,使得 c1α1 +
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5.2 内积的表示与正交基

c2α2 + · · ·+ cn+1αn+1 = 0 . 将此式按照系数正负整理为如下形式:∑
ci>0

ciαi =
∑
cj<0

(−cj)αj (5.1)

由 c1, c2, · · · , cn+1不全为零不妨设存在某个 ci > 0 . 若 (5.1)式两边都等于零,则有

0 =

(∑
ci>0

ciαi, αn+2

)
=
∑
ci>0

ci (αi, αn+2) < 0,

矛盾. 因此 (5.1)式两边都非零,从而也存在某个 cj < 0 ,于是

0 <

(∑
ci>0

ciαi,
∑
ci>0

ciαi

)
=

∑
ci>0

ciαi,
∑
cj<0

(−cj)αj

 =
∑
ci>0

∑
cj<0

ci (−cj) (αi, αj) < 0

矛盾. 例如,不妨设 V = Rn (取标准内积),则向量 α1 = (n,−1, · · · ,−1)
′
, α2 = (−1, n, · · · ,−1)

′
, αn =

(−1,−1, · · · , n)′, αn+1 = (−1,−1, · · · ,−1)
′ 就满足两两夹角大于直角.因此, n + 1 就是两两夹角大于直

角的向量个数的最佳上界,结论得证.
�

笔记 对于这类题目要善于利用正负分离的思想.
注进一步，还能证明：

(1) α1, α2, · · · , αn+1中任意 n个向量必线性无关;
(2) α1, α2, · · · , αn+1中任一向量必为其余向量的负系数线性组合.

命题 5.4

♠

设A是 n阶半正定实对称矩阵,求证:对任意的 n维实列向量 x,y ,有

(x′Ay)
2 ≤ (x′Ax) (y′Ay)

证明 对任意正实数 t,A + tIn 都是正定阵,这决定了 n 维列向量空间 Rn 上的一个内积,故由 Cauchy-
Schwarz不等式可得

(x′ (A+ tIn)y)
2 ≤ (x′ (A+ tIn)x) (y

′ (A+ tIn)y)

注意到上式两边都是关于 t的连续函数,同时取极限,令 t→ 0+ ,即得结论.
�

笔记 对于半正定阵的问题，可以考虑利用摄动法变为正定阵再进行处理.

命题 5.5

♠

设 U1, U2, U 是 n维内积空间 V 的子空间,求证:
(1)
(
U⊥)⊥ = U ;

(2) (U1 + U2)
⊥
= U⊥

1 ∩ U⊥
2 ;

(3) (U1 ∩ U2)
⊥
= U⊥

1 + U⊥
2 ;

(4) V ⊥ = 0, 0⊥ = V .

证明 (1)因为 V = U⊥ ⊕
(
U⊥)⊥ ,故 dim

(
U⊥)⊥ = n− dimU⊥ = dimU . 另一方面,显然有 U ⊆

(
U⊥)⊥

,因此
(
U⊥)⊥ = U .

(2) 显然 (U1 + U2)
⊥ ⊆ U⊥

1 , (U1 + U2)
⊥ ⊆ U⊥

2 ,于是 (U1 + U2)
⊥ ⊆ U⊥

1 ∩ U⊥
2 . 反之,对任一 α ∈

U⊥
1 ∩ U⊥

2 , β ∈ U1 + U2 ,记 β = β1 + β2 ,其中 β1 ∈ U1, β2 ∈ U2 ,则

(α, β) = (α, β1 + β2) = (α, β1) + (α, β2) = 0,
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5.2 内积的表示与正交基

故 α ∈ (U1 + U2)
⊥ ,于是 U⊥

1 ∩ U⊥
2 ⊆ (U1 + U2)

⊥ . 因此 (U1 + U2)
⊥
= U⊥

1 ∩ U⊥
2 .

(3)由 (1)及 (2),有
(
U⊥
1 + U⊥

2

)⊥
=
(
U⊥
1

)⊥ ∩
(
U⊥
2

)⊥
= U1 ∩ U2 .

(4)显然成立.

命题 5.6

♠设A为 m× n实矩阵,齐次线性方程组Ax = 0的解空间为 U ,求 U⊥ 适合的线性方程组.

解 设 A的秩为 r ,则解空间 U 是 Rn (取标准内积)的 n − r 维子空间. 取 U 的一组基 η1, · · · , ηn−r ,令
B = (η1, · · · , ηn−r)为 n× (n− r)实矩阵,则可得 U⊥ = {η1, · · · , ηn−r}⊥ ,因此 U⊥ 适合的线性方程组为

B′x = 0 .

命题 5.7

♠

设 A为 m × n实矩阵,求证:非齐次线性方程组 Ax = β 有解的充要条件是向量 β 属于齐次线性

方程组A′y = 0解空间的正交补空间.

证明 设 A = (α1, α2, · · · , αn) 为列分块, U = L (α1, α2, · · · , αn) 为 Rm (取标准内积) 的子空间,则
Ax = β有解当且仅当 β ∈ U . 另一方面, A′y = 0的解空间即为 {y ∈ Rm | (αi,y) = 0, 1 ≤ i ≤ n} = U⊥

,注意到 U =
(
U⊥)⊥ ,故结论得证.
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5.3 伴随

5.3 伴随

定理 5.3 (伴随的矩阵)

♡

设 V 是 n维内积空间, {e1, e2, · · · , en}是 V 的一组标标标准准准正正正交交交基基基. 若 V 上的线性算子 φ在这组基

下的表示矩阵为 A = (aij) ,则如果 V 是酉空间,那么 φ∗ 在同一组基下的表示矩阵为 A
′
= (āij)

′

,即A的共轭转置;如果 V 是欧氏空间,那么 φ∗ 的表示矩阵为 A′ ,即A的转置.

命题 5.8 (伴随的几何性质)

♠

设 V 是 n维内积空间, φ是 V 上的线性算子.
(1)若 U 是 φ的不变子空间,则 U⊥是 φ∗的不变子空间;
(2)若 φ的全体特征值为 λ1, λ2, · · · , λn ,则 φ∗的全体特征值为 λ̄1, λ̄2, · · · , λ̄n.

命题 5.9

♠

设 φ是有限维内积空间 V 上的线性变换, φ的极小多项式为 g (x) ,证明: φ∗ 的极小多项式为 ḡ (x)

,这里 ḡ (x)的系数等于 g (x)系数的共轭.

证明 取 V 的一组标准正交基,设A是 φ的表示矩阵,则无论 V 是酉空间还是欧氏空间, φ∗的表示矩阵总

可写为A
′ . 注意到 g (A) = O当且仅当 ḡ

(
A

′)
= O ,故结论成立.

命题 5.10

♠设 φ是内积空间 V 上的线性变换,若 U 是 φ的不变子空间,求证: U⊥是 φ∗的不变子空间.

证明 任取 α ∈ U, β ∈ U⊥ ,由 (α,φ∗ (β)) = (φ (α) , β) = 0即得结论.
�

笔记 这个命题为内积空间中的相关问题提供了归纳的基础.

命题 5.11

♠
设 V 是 n维内积空间, φ是 V 上的线性变换,求证: Imφ∗ = (Kerφ)

⊥ .

证明 由例 5.5 可知,只要证明 Kerφ = (Imφ∗)
⊥ 即可. 一方面,任取 α ∈ Kerφ ,则对任一 β ∈ V 有

(α,φ∗ (β)) = (φ (α) , β) = (0, β) = 0 ,即 α ∈ (Imφ∗)
⊥ , 于是 Kerφ ⊆ (Imφ∗)

⊥ . 另一方面,任取
α ∈ (Imφ∗)

⊥ ,则对任一 β ∈ V 有 0 = (α,φ∗ (β)) = (φ (α) , β) ,令 β = φ (α)即得 φ (α) = 0 ,即 α ∈ Kerφ

,于是 (Imφ∗)
⊥ ⊆ Kerφ ,因此结论得证.
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5.4 内积空间的同构，正交变换和酉变换

5.4 内积空间的同构，正交变换和酉变换

定理 5.4 (保积同构的性质)

♡

设 V 与 U 都是 n维内积空间 (同为实空间或同为复空间),若 φ是 V → U 的线性映射,则下列命题
等价:
(1) φ保持内积;
(2) φ是保积同构;
(3) φ将 V 的任一组标准正交基变成 U 的一组标准正交基;
(4) φ将 V 的某一组标准正交基变成 U 的一组标准正交基.

定义 5.5 (正交变换与酉变换)

♣

设 V 是欧氏空间,若 φ是 V 上保持内积的线性变换,则称 φ为 V 上的正交变换或正交算子.若 U

是酉空间,则 U 上保持内积的线性变换称为酉变换或酉算子.

�

笔记 显然正交变换及酉变换都是可逆线性变换. 由定理 5.4,正交变换可定义为把欧氏空间中一组标准正
交基变成标准正交基的线性变换. 酉变换也类似.

定理 5.5

♡

设 φ是欧氏空间或酉空间上的线性变换,则 φ是正交变换或酉变换的充分必要条件是 φ非异,且

φ−1 = φ∗

定义 5.6 (正交矩阵与酉矩阵)

♣

设 A是 n阶实方阵,若 A′ = A−1 ,则称 A是正交矩阵. 又若 C是 n阶复方阵且 C
′
= C−1 ,则称

C是酉矩阵.

定理 5.6 (正交变换与酉变换的表示矩阵)

♡

设 φ是欧氏空间 (酉空间) V 上的正交变换 (酉变换),则在 V 的任一组标准正交基下, φ的表示矩阵
是正交矩阵 (酉阵).

定理 5.7 (正交矩阵的充要条件)

♡

A为正交矩阵的充分必要条件是它的 n个行向量是 n维实行向量空间组成的欧氏空间 (取标准内
积) 的标准正交基; 或它的 n 个列向量是 n 维实列向量空间组成的欧氏空间 (取标准内积) 的标准
正交基.

定理 5.8 (正交矩阵的特征值)

♡

若 n阶实矩阵A是正交矩阵,则
(1) A的行列式值等于 1或 -1 ;
(2) A的特征值的绝对值 (模长)等于 1 .
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定理 5.9 (QR分解)

♡

设 A是 n阶实 (复)矩阵,则 A可分解为

A = QR

其中 Q是正交 (酉)矩阵, R是一个上三角阵且主对角线上的元素均大于等于零,并且若A是非异

阵,则这样的分解必唯一.

命题 5.12

♠

设 V 是 n 维欧氏空间, α1, α2, · · · , αn, β1, β2, · · · , βn ∈ V . 证明: 若存在非零向量 α ∈ V ,使得
n∑

i=1

(α, αi)βi = 0 ,则必存在非零向量 β ∈ V ,使得
n∑

i=1

(β, βi)αi = 0.

证明 取V 的一组标准正交基e1, e2, · · · , en ,设α, β的坐标向量分别为 x,y ;αi的坐标向量为xi (1 ≤ i ≤ n) ;βi

的坐标向量为 yi (1 ≤ i ≤ n) ;n阶实矩阵A = (x1,x2, · · · ,xn) ,B = (y1,y2, · · · ,yn) ,则由抽象向量映射
到坐标向量的保积同构 φ : V → Rn ,可把本题化为如下矩阵问题:若存在非零列向量 x ,使得

n∑
i=1

(x′xi)yi = BA′x = 0 (5.2)

则必存在非零列向量 y ,使得

n∑
i=1

(y′yi)xi = AB′y = 0 (5.3)

事实上,由齐次线性方程组 (5.2)有非零解可得 r (BA′) < n ,注意到 AB′ = (BA′)
′ . 故 r (AB′) < n

,于是齐次线性方程组 (5.3)也有非零解,结论得证.

命题 5.13

♠

设 V 是 n维欧氏空间, {α1, α2, · · · , αm}是一组向量, G = G (α1, α2 , · · · , αm)是其 Gram矩阵,求
证: r (α1, α2, · · · , αm) = r (G) .

证明 取 V 的一组标准正交基 e1, e2, · · · , en ,设 αi 的坐标向量为 xi(1 ≤ i ≤ m),A = (x1,x2, · · · ,xm)

为 n ×m实矩阵,则由抽象向量映射到坐标向量的保积同构 φ : V → Rn 可知 G = A′A ,于是只要证明
r (A) = r (A′A)成立即可.

命题 5.14

♠

设 V,U 都是 n维欧氏空间, {e1, e2, · · · , en}和 {f1, f2, · · · , fn}分别是 V 和 U 的一组基 (不一定是
标准正交基),线性映射 φ : V → U 满足 φ (ei) = fi (1 ≤ i ≤ n) . 求证: φ是保积同构的充要条件是
这两组基的 Gram矩阵相等,即

G (e1, e2, · · · , en) = G (f1, f2, · · · , fn)

证明 φ把V 的一组基映为 U的一组基保证了φ是线性同构.若φ保持内积,则 (ei, ej) = (φ (ei) , φ (ej)) =

(fi, fj) ,从而它们的Gram矩阵相同. 反之,若它们的Gram矩阵相同,任取α, β ∈ V ,设它们在基 {e1, e2, · · · , en}
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下的坐标向量分别为 x,y ,则 φ (α) , φ (β)在基 {f1, f2, · · · , fn}下的坐标向量也分别为 x,y ,于是

(φ(α), φ(β)) = x′G(f1, f2, · · · , fn)y = x′G(e1, e2, · · · , en)y = (α, β)

故 φ : V → U 是保积同构.

命题 5.15

♠

设 V,U 都是 n 维欧氏空间, {α1, α2, · · · , αm} 和 {β1, β2, · · · , βm} 分别是 V 和 U 中的向量组. 证
明: 存在保积同构 φ : V → U ,使得

φ (αi) = βi (1 ≤ i ≤ m)

成立的充要条件是这两组向量的 Gram矩阵相等.

证明 必要性类似于命题5.14的必要性的证明,下证充分性. 设向量组{α1, α2 , · · · , αm}和{β1, β2, · · · , βm}
有相同的 Gram矩阵, V1 = L (α1, α2, · · · , αm) , U1 = L (β1, β2, · · · , βm) .

设 {αi1 , αi2 , · · · , αir}是向量组 {α1, α2, · · · , αm}的极大无关组,若设 c1βi1 + c2βi2 + · · ·+ crβir = 0

,则可得 c1αi1 + c2αi2 + · · ·+ crαir = 0 ,从而 c1 = c2 = · · · = cr = 0 ,即 βi1 , βi2 , · · · , βir 线性无关.
又对任意的 i ̸= i1, i2, · · · , ir ,若设 αi = a1αi1 + a2αi2 + · · · + arαir ,则可得 βi = a1βi1 + a2βi2 +

· · · + arβir ,于是 {βi1 , βi2 , · · · , βir} 也是向量组 {β1, β2, · · · , βm} 的极大无关组,从而 {αi1 , αi2 , · · · , αir}
和 {βi1 , βi2 , · · · , βir}分别是 V1, U1的一组基.

定义线性映射φ1 : V1 → U1为 φ1 (αik) = βik (1 ≤ k ≤ r) ,则由命题 5.14的充分性可知,φ1 : V1 → U1

是保积同构.对任意的 i ̸= i1, i2, · · · , ir ,

φ1 (αi) = φ1

(
r∑

k=1

akαik

)
=

r∑
k=1

akφ1 (αik) =

r∑
k=1

akβik = βi

从而 φ1 (αi) = βi (1 ≤ i ≤ m) . 注意到 V = V1⊥V ⊥
1 , U = U1⊥U⊥

1 ,故可取 V ⊥
1 的一组标准正

交基 γr+1, · · · , γn, U⊥
1 的一组标准正交基 δr+1, · · · , δn ,定义线性映射 φ2 : V ⊥

1 → U⊥
1 为 φ2 (γj) =

δj (r + 1 ≤ j ≤ n) ,则 φ2 : V ⊥
1 → U⊥

1 也是保积同构.
下面定义线性映射 φ : V → U ,对任一 v = α + γ ∈ V ,其中 α ∈ V1, γ ∈ V ⊥

1 ,定义 φ (v) =

φ1 (α) + φ2 (γ) ,容易验证 φ : V → U 是线性同构.我们还有

(φ (v) , φ (v)) = (φ1 (α) + φ2 (γ) , φ1 (α) + φ2 (γ)) = (φ1 (α) , φ1 (α)) + (φ2 (γ) , φ2 (γ))

= (α, α) + (γ, γ) = (α+ γ, α+ γ) = (v,v)

故 φ : V → U 保持范数,从而是满足题目条件的保积同构.

命题 5.16

♠设 A,B是m× n实矩阵,求证: A′A = B′B 的充要条件是存在m阶正交矩阵Q ,使得A = QB .

证明 充分性显然成立,下证必要性.取V = Rm上的标准内积,设A =(α1, α2, · · · , αn) ,B = (β1, β2, · · · , βn)
为列分块,则由A′A = B′B可得G (α1, α2 , · · · , αn) = G (β1, β2, · · · , βn) ,再由命题 5.15可知,存在 V 上

的正交变换 φ ,使得 φ (βi) = αi (1 ≤ i ≤ n) . 设 φ在 V 的标准单位列向量构成的标准正交基下的表示矩

阵为 Q ,则Q为正交矩阵且Qβi = αi (1 ≤ i ≤ n) ,因此

QB = (Qβ1,Qβ2, · · · ,Qβn) = (α1, α2, · · · , αn) = A
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命题 5.17

♠
设 α ∈ Rn，|α| = 1，证明：存在一个对称的正交矩阵 A，使得 A的第一列为 α.

证明 令 ei = coliIn，Rn 的镜面反射 Rα−e1 满足：

Rα−e1 ∈ O(Rn), R2
α−e1 = id,Rα−e1(e1) = α

设 Rα−e1 在 e1, e2, · · · , en下的矩阵为 A，则有 A′A = In, A
2 = In, col1A = α，从而知道结论得证.

42



5.5 自伴随算子

5.5 自伴随算子

引理 5.1

♡

欧氏空间中两组标准正交基之间的过渡矩阵是正交矩阵, 酉空间中两组标准正交基之间的过渡矩
阵是酉矩阵.

定义 5.7 (正交相似与酉相似)

♣

设A,B是 n阶实矩阵,若存在正交矩阵 P ,使 B = P′AP成立,则称 B和A正交相似.
设A,B是 n阶复矩阵,若存在酉矩阵 P ,使 B = P

′
AP ,则称 B和A酉相似.

定义 5.8 (自伴随算子)

♣

设 φ是内积空间 V 上的线性变换, φ∗ 是 φ的伴随,若 φ∗ = φ ,则称 φ是自伴随算子.在 V 是欧氏

空间的情形, φ称为对称算子或对称变换,在 V 是酉空间的情形, φ称为 Hermite算子或 Hermite变
换.

定理 5.10

♡

设 V 是 n维酉空间, φ是 V 上的自伴随算子,则 φ的特征值全是实数且属于不同特征值的特征向

量互相正交.

推论 5.1

♡

Hermite 矩阵的特征值全是实数, 实对称阵的特征值也全是实数. 这两种矩阵属于不同特征值的特
征向量互相正交.

定理 5.11

♡

设 V 是 n维内积空间, φ是 V 上的自伴随算子,则存在 V 的一组标准正交基,使得 φ在这组基下的

表示矩阵为实对角阵,且这组基恰为 φ的 n个线性无关的特征向量.

推论 5.2

♡

设A是 n阶 Hermite矩阵,则存在酉矩阵 P ,使得P
′
AP为实对角阵,即 Hermite矩阵酉相似于实对

角阵. 又若A是 n阶实对称阵,则存在正交矩阵P ,使得P′AP为对角阵,即实对称阵正交相似于对
角阵. 上述正交矩阵或酉矩阵 P的 n个列向量恰为矩阵 A的 n个两两正交且长度等于 1的特征
向量.

定理 5.12

♡实对称 (Hermite)矩阵的特征值是实对称 (Hermite)矩阵正交 (酉)相似的全系不变量.

定理 5.13
设 f (x) = x′Ax是 n变元实二次型, λ1, λ2, · · · , λn 是矩阵 A的特征值,则 f 经正交变换可以化为

下列标准型:
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♡

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

因此, f 的正惯性指数等于 A的正特征值的个数,负惯性指数等于 A的负特征值的个数. f 的秩等
于A的非零特征值的个数.

定理 5.14

♡

设 f (x) = x′Ax是 n变元实二次型,则 f 是正定型当且仅当矩阵 A的特征值全是正数, f 是负定
型当且仅当矩阵 A 的特征值全是负数, f 是半正定型当且仅当 A 的特征值全非负, f 是半负定型
当且仅当A的特征值全非正.
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5.6 复正规算子

定义 5.9

♣

设 φ是内积空间 V 上的线性变换, φ∗是其伴随,若 φφ∗ = φ∗φ ,则称 φ是 V 上的正规算子.为了不
引起混淆,我们也称酉空间 (欧氏空间) V 上的正规算子 φ为复正规算子 (实正规算子).一个复矩阵
A若适合 A

′
A = AA

′ ,则称其为复正规矩阵. 若A是实矩阵且A′A = AA′ ,则称其为实正规矩阵.

注 (1)容易验证酉算子 (酉矩阵)、Hermite算子 (Hermite矩阵)都是复正规算子 (矩阵). 正交变换 (矩阵)、
对称变换 (矩阵)都是实正规算子 (矩阵). 我们将在下一节中详细讨论实正规算子和实正规矩阵.

(2)容易证明复 (实)正规算子在任一组标准正交基下的表示矩阵都是复 (实)正规矩阵. 反之,选定一
组标准正交基,一个复 (实)正规矩阵就代表了一个复 (实)正规算子.因此复 (实)矩阵的正规性在酉 (正交)
相似下是不变的.

引理 5.2 (正规算子的性质)

♡

设 φ是内积空间 V 上的正规算子,则对任意的 α ∈ V ,成立

∥ φ (α) ∥=∥ φ∗ (α) ∥

命题 5.18

♠

设 V 是 n维酉空间, φ是 V 上的正规算子.
(1)向量 u是 φ属于特征值 λ的特征向量的充分必要条件为 u是 φ∗ 属于特征值 λ̄的特征向量;
(2)属于 φ不同特征值的特征向量必正交.

�

笔记 需要注意到如果 φ是正规算子，那么 λI − φ也是正规算子.

引理 5.3

♡

设 V 是 n维酉空间, φ是 V 上的线性变换,又 {e1, e2, · · · , en}是 V 的一组标准正交基. 设 φ在这

组基下的表示矩阵A是一个上三角阵,则 φ是正规算子的充分必要条件是 A为对角阵.

定理 5.15 ( Schur (舒尔)定理)

♡

设 V 是 n维酉空间, φ是 V 上的线性算子,则存在 V 的一组标准正交基,使 φ在这组基下的表示矩

阵为上三角阵.

推论 5.3 (Schur定理)

♡任一 n阶复矩阵均酉相似于一个上三角阵.

定理 5.16

♡

设 V 是 n维酉空间, φ是 V 上的正规算子,则 V 有一组标准正交基,在这组标准正交基下, φ的表示
矩阵是对角阵,且这组基向量恰为 φ的 n个线性无关的特征向量.
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定理 5.17

♡复矩阵A酉相似于对角阵的充分必要条件是A为复正规矩阵.

命题 5.19

♠

设 φ是 n维酉空间 V 上的线性算子,其所有不同的特征值为 λ1, λ2, · · · , λk ,则 φ是正规算子的充

分必要条件是

V = V1⊥V2⊥ · · ·⊥Vk

其中 Vi (i = 1, 2, · · · , k)是属于特征值 λi 的特征子空间.

定理 5.18

♡

任一 n阶酉矩阵必酉相似于下列对角阵:

diag {c1, c2, · · · , cn}

其中 ci 为模长等于 1的复数.
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5.7 实正规算子

由上一节我们知道,实矩阵A称为正规矩阵若AA′ = A′A . 实正规矩阵的正交相似标准型比复正规
矩阵的酉相似标准型要复杂一些,这是因为任一复矩阵总有特征值与非零特征向量,而实正规矩阵可能没
有实特征值及实特征向量.为了求得实正规矩阵的正交相似标准型,我们采用“几何”方法.

首先利用欧氏空间 V 上的正规算子 φ的极小多项式的不可约分解将 V 分解成为若干个不变子空间

的正交直和,这时要求 φ 限制在每个不变子空间上的极小多项式不超过二次. 这样, 就把问题的研究归结
为极小多项式次数不超过二次的正规算子.因为极小多项式为一次的线性变换就是数量变换,因此接下去
就对极小多项式为二次不可约多项式的正规算子进行讨论. 这样就可以得到实正规矩阵的正交相似标准
型.

引理 5.4

♡

设 V 是 n维欧氏空间, f (x)是一个实多项式,若 φ是 V 上的正规算子,则 f (φ)也是 V 上的正规算

子.

证明 设

f (x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m

则

f (φ) = a0I+ a1φ+ · · ·+ amφ
m,

f(φ)
∗
= a0I + a1φ

∗ + · · ·+ am(φ∗)
m

= f (φ∗)

由 φφ∗ = φ∗φ ,不难验证

f (φ) f(φ)
∗
= f(φ)

∗
f (φ)

引理 5.5

♡

设 φ 是欧氏空间 V 上的正规算子, f (x) , g (x) 是互素的实多项式. 假定 u ∈ Ker f (φ) ,v ∈
Ker g (φ) ,则

(u,v) = 0

证明 因为 f (x) , g (x)互素,故存在实多项式 s (x) , t (x) ,使

f (x) s (x) + g (x) t (x) = 1.

于是

f (φ) s (φ) + g (φ) t (φ) = I.
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因此 u = g (φ) t (φ) (u) ,

(u,v) = (g (φ) t (φ) (u) ,v) =
(
t (φ) (u) , g(φ)

∗
(v)
)
.

由上面的引理 g (φ)是正规算子且 g (φ) (v) = 0 ,由引理 5.2可得 g(φ)
∗
(v) = 0 ,因此 (u,v) = 0 .

定理 5.19

♡

设 V 是 n维欧氏空间, φ是 V 上的正规算子.令 g (x)是 φ的极小多项式,且 g1 (x) , · · · , gk (x)为
g (x)的所有互不相同的首一不可约因子,则 deg gi (x) ≤ 2且

g (x) = g1 (x) · · · gk (x) .

又若Wi = Ker gi (φ) ,则
(1) Wi⊥Wj (i ̸= j) ;
(2) V =W1⊥ · · ·⊥Wk ;
(3) Wi (i = 1, · · · , k)是 φ的不变子空间,且若 φi表示 φ在Wi上的限制则 gi (x)是 φi的极小多项

式且 φi 是Wi 上的正规算子.

证明 设 φ在 V 的一组标准正交基下的表示矩阵为正规矩阵 A . 将 A看成复矩阵,则 A酉相似于对角

阵. 因此 A的极小多项式 g (x)无重根. g (x)是实系数多项式,其不可约因子或为一次式,或为二次式,故
上式成立.

令fi (x) = g (x) /gi (x) ,则 f1 (x) , · · · , fk (x)互素，知

f1 (x)h1 (x) + · · ·+ fk (x)hk (x) = 1.

对任意的 v ∈ V ,

v = [f1 (φ)h1 (φ) + · · ·+ fk (φ)hk (φ)] (v)

注意到 gi (φ) fi (φ) = g (φ) = 0 ,故对任一 i, fi (φ)hi (φ) (v) ∈ Ker gi (φ) =Wi . 当 i ̸= j时, gi (x)与
gj (x)互素,由引理 5.5得到Wi⊥Wj . 由上式可知

V =W1 + · · ·+Wk

但Wi 两两正交,故

V =W1⊥ · · ·⊥Wk

若 u ∈Wi ,则

gi (φ)φ (u) = φgi (φ) (u) = 0

因此 φ (u) ∈ Wi ,即Wi 是 φ的不变子空间. 又从 gi (φ) (u) = 0对一切 u ∈ Wi 成立且 gi (x)不可约

知道, φi 的极小多项式为 gi (x) .
最后因为 φφ∗ = φ∗φ ,所以对任意的 α ∈Wi ,

48



5.7 实正规算子

gi (φ)φ
∗ (α) = φ∗gi (φ) (α) = 0

这说明Wi 也是 φ∗ 的不变子空间. 容易验证 φ∗
i 等于 φ∗ 在Wi 上的限制,于是 φi 是Wi 上的正规算

子.

引理 5.6

♡

设 V 是 n维欧氏空间, φ是 V 上的正规算子且 φ适合多项式 g (x) = x2 + 1 . 设 v ∈ V,u = φ (v)

,则

φ∗ (v) = −u, φ∗ (u) = v,

且 ∥ u ∥=∥ v ∥,u⊥v .

证明 由 φ (u) = φ2 (v) = −v ,得

0 =∥ φ (v)− u∥2+ ∥ φ (u) + v∥2

=∥ φ (v) ∥2 − 2 (φ (v) ,u)+ ∥ u∥2+ ∥ φ (u) ∥2 + 2 (φ (u) ,v)+ ∥ v∥2.

因为 φ是正规算子,由引理 9.6.1知 ∥ φ (v) ∥2 =
∥∥∥φ∗ (v)

∥∥∥2, ∥ φ (u) ∥2 =
∥∥∥φ∗ (u)

∥∥∥2 . 故

0 =
∥∥∥φ∗ (v)

∥∥∥2 + 2 (φ∗ (v) ,u)+ ∥ u∥2 +
∥∥∥φ∗ (u)

∥∥∥2 − 2 (φ∗ (u) ,v)+ ∥ v∥2

=
∥∥∥φ∗ (v) + u

∥∥∥2 + ∥∥∥φ∗ (u)− v
∥∥∥2.

于是 φ∗ (v) = −u, φ∗ (u) = v . 又

(v,u) = (φ∗ (u) ,u) = (u, φ (u)) = (u,−v) = − (v,u) ,

因此 (v,u) = 0,v⊥u . 最后

∥ v∥2 = (φ∗ (u) ,v) = (u, φ (v)) = (u,u) =∥ u∥2.

引理 5.7

♡

设 V 是 n维欧氏空间, φ是 V 上的正规算子且 φ适合多项式 g (x) = (x− a)
2
+ b2 ,其中 a, b都是

实数且 b ̸= 0 . 设 v ∈ V,u = b−1 (φ− aI) (v)则 ∥ u ∥=∥ v ∥,u⊥v ,且

φ (v) = av + bu, φ (u) = −bv + au

φ∗ (v) = av − bu, φ∗ (u) = bv + au.

证明 令 ψ = b−1 (φ− aI) ,则 ψ适合多项式 x2 + 1 ,且 u = ψ (v) . 又 ψ∗ = b−1 (φ∗ − aI) , ψ是 V 上的正

规算子.由引理 5.7即可得到所需结论.
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�

笔记 注意到此时 φ实际上是在 L(u,v)上的一个仿射变换.

定理 5.20

♡

设 φ是 n维欧氏空间 V 上的正规算子, φ的极小多项式为 g (x) = (x− a)
2
+ b2 ,其中 a, b是实数

且 b ̸= 0 ,则存在 s ,使 g(x)
s是 φ的特征多项式且存在 V 的 s个二维子空间 V1, · · · , Vs ,使

V = V1⊥ · · ·⊥Vs

每个 Vi 有标准正交基 {ui,vi} ,且

φ (ui) = aui − bvi, φ (vi) = bui + avi.

证明 对 V 的维数 n进行归纳.
当 n = 0时,结论是平凡的.
当 n = 1时,任取 V 中的非零向量 v ,设 φ (v) = cv ,其中 c是实数,则 c是 φ的特征值. 因此 c必须适

合 φ的极小多项式 g (x) ,但 g (c) = (c− a)
2
+ b2 > 0 ,这个矛盾说明 n = 1的情形不可能发生. 设维数小

于 n时结论已成立,现证明 n维欧氏空间的情形.
任取 V 中长度等于 1的向量 v1 ,令 u1 = b−1 (φ− aI) (v1) ,则 v1,u1 是两个长度等于 1的正交向量.

令 V1是由 v1,u1张成的子空间,则

φ (u1) = au1 − bv1, φ (v1) = bu1 + av1

φ∗ (u1) = au1 + bv1, φ
∗ (v1) = −bu1 + av1.

因此 V1 是 φ和 φ∗ 的不变子空间. 令W = V ⊥
1 ,则由命题 5.8知W 是 φ和 φ∗ 的不变子空间. 因为

dimW = n− 2 ,由归纳假设存在 s− 1个二维子空间 V2, · · · , Vs ,使

W = V2⊥ · · ·⊥Vs

且每个 Vi (i = 2, · · · , s)有标准正交基 {ui,vi}满足条件. 因此

V = V1⊥V2⊥ · · ·⊥Vs

且 φ在标准正交基 {u1,v1,u2,v2, · · · ,us,vs}下的表示矩阵为分块对角阵:

A = diag {A1,A2, · · · ,As}

其中

Ai =

(
a b

−b a

)

显然A的特征多项式为 g(x)
s .

�

笔记 利用本定理的结论可以将复杂的实正规算子进行分拆，变成简单的情况.
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定理 5.21

♡

设 V 是 n维欧氏空间, φ是 V 上的正规算子,则存在一组标准正交基,使 φ在这组基下的表示矩阵

为下列分块对角阵:

diag {A1, · · · ,Ar, c2r+1, · · · , cn}

其中 cj (j = 2r + 1, · · · , n)是实数, Ai 为形如(
ai bi

−bi ai

)

的二阶实矩阵.

证明 由定理 5.19可知

V =W1⊥W2⊥ · · ·⊥Wk

其中Wi = Ker gi (φ) , gi (x)是次数不超过 2的多项式,并且 φ在Wi 上的限制 φ ,是Wi 上的正规算

子,其极小多项式是 gi (x) . 对每个Wi ,若 gi (x)是二次多项式则由定理 5.20知Wi 可分解为若干个二维

子空间的正交直和.若 gi (x) = x− ci ,则 φi − ciI = 0 ,即 φi = ciI . 由此即可得到所需结论.
�

笔记 定理5.21 中的分块对角阵就是实正规矩阵的正交相似标准型. 在不计对角线上块的次序的意义下,
实正规矩阵的正交相似标准型是唯一确定的.因此,实正规矩阵的特征值是正交相似关系的全系不变量.

定理 5.22 (正交矩阵的正交相似标准型)

♡

设A是 n阶正交矩阵,则A正交相似于下列分块对角阵:

diag {A1, · · · ,Ar; 1, · · · , 1;−1, · · · ,−1}

其中

Ai =

(
cos θi sin θi

− sin θi cos θi

)
, i = 1, · · · , r

证明 由于正交矩阵是正规矩阵,由定理知道A必正交相似于

diag {A1, · · · ,Ar; c2r+1, · · · , cn} .

又由正交矩阵的性质知 |ci| = 1 (i = 2r + 1, · · · , n) . 另一方面,设

Ai =

(
ai bi

−bi ai

)

则对应的极小多项式为 g(x) = (x− ai)
2 + b2i = x2 − 2aix+ a2i + b2i，由正交矩阵的特征值模长为 1，

应用韦达定理得a2i + b2i = λλ̄ = 1 ,故可设 ai = cos θi, bi = sin θi .
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定义 5.10 (反对称阵)

♣

设A是 n阶实方阵,若A适合下列条件:

A′ = −A

则称A是实反对称阵或实斜对称阵.

由于AA′ = −A2 = A′A ,故实反对称阵是正规矩阵. 若 P是正交矩阵,则

(P′AP)
′
= P′A′P = −P′AP.

因此,反对称性在正交相似下保持不变.下面是实反对称阵的正交相似标准型定理.

定理 5.23 (反对称矩阵的正交相似标准型)

♡

设A是实反对称阵,则A正交相似于下列分块对角阵:

diag {B1, · · · ,Br; 0, · · · , 0}

其中

Bi =

(
0 bi

−bi 0

)
, i = 1, · · · , r

证明 设A正交相似于

diag {B1, · · · ,Br; c2r+1, · · · , cn} .

由 B′ = −B即得 ci = 0 (i = 2r + 1, · · · , n) . 再由 B′
i = −Bi 知道, Bi 必具有定理所需之形状.

推论 5.4

♡实反对称阵的秩必是偶数,且其实特征值必为 0 ,虚特征值为纯虚数.
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5.8 谱

设 V 是 n维酉空间, φ是 V 上的正规算子, φ全体不同的特征值设为 λ1, λ2, · · · , λk . 由命题 5.19我
们知道,存在 V 的一组标准正交基,使得 φ在这组基下的表示矩阵为对角阵

A = diag {λ1, · · · , λ1;λ2, · · · , λ2; · · · ;λk, · · · , λk} .

假定特征值 λi 的重数等于 ri ,则在分解式

V =W1⊥W2⊥ · · ·⊥Wk

中, Wi 是 φ的特征子空间且维数等于 ri . 若记Di 为如下对角阵

Di = diag{0, · · · , 0; · · · ; 1, · · · , 1; · · · ; 0, · · · , 0},

即主对角元有 ri 个 1,其余都是 0的对角阵,则

A = λ1D1 + λ2D2 + · · ·+ λkDk

诸Di适合条件D2
i = Di,DiDj = O (i ̸= j) ,D1 +D2 + · · ·+Dk = In .

对实对称阵也有类似的结论. 如果把上面的结论“翻译” 成几何语言就是下面的谱分解定理. 我们
将给出一个用“几何”方法的证明.

定理 5.24 (谱分解定理)

♡

设 V 是有限维内积空间, φ是 V 上的线性算子,当 V 是酉空间时 φ为正规算子;当 V 是欧氏空间

时 φ为自伴随算子. λ1, λ2, · · · , λk 是 φ全体不同的特征值, Wi为 φ属于 λi的特征子空间,则 V 是

Wi (i = 1, 2, · · · , k)的正交直和.这时若设 Ei是 V 到Wi上的正交投影,则 φ有下列分解式:

φ = λ1E1 + λ2E2 + · · ·+ λkEk

证明 由命题 5.19知道

V =W1⊥W2⊥ · · ·⊥Wk

又因为 Ei 是 V →Wi 的正交投影,故

I = E1 +E2 + · · ·+Ek

注意 φEi = λiEi ,于是

φ = φE1 + φE2 + · · ·+ φEk

= λ1E1 + λ2E2 + · · ·+ λkEk
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引理 5.8

♡
令 fj (x) =

∏
i ̸=j

x− λi
λj − λi

,则 Ej = fj (φ) .

证明 当 i ̸= j 时 EiEj = 0 ,故

φ2 = λ21E1 + λ22E2 + · · ·+ λ2kEk

同理不难证明

φn = λn1E1 + λn2E2 + · · ·+ λnkEk

对一切正整数 n成立.若设

f (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

则

f (φ) = a0I+ a1φ+ · · ·+ anφ
n

= a0

(
k∑

i=1

Ei

)
+ a1

(
k∑

i=1

λiEi

)
+ · · ·+ an

(
k∑

i=1

λni Ei

)

=

k∑
i=1

f (λi)Ei

由 fj (λj) = 1, fj (λi) = 0 (j ̸= i)即得 fj (φ) = Ej .

推论 5.5

♡

设 φ 是酉空间 V 上的线性算子,则 φ 是正规算子的充分必要条件是存在复系数多项式 f (x) ,使
φ∗ = f (φ) .

证明 若存在复系数多项式 f (x) ,使 φ∗ = f (φ) ,则 φφ∗ = φ∗φ ,即 φ是正规算子.
若 φ是正规算子,由定理 5.24知 φ存在谱分解:

φ = λ1E1 + λ2E2 + · · ·+ λkEk

注意到 Ei是自伴随算子,故

φ∗ = λ̄1E1 + λ̄2E2 + · · ·+ λ̄kEk

采用与引理 5.8相同的记号,令 f (x) =
k∑

j=1

λ̄jfj (x) ,则

f (φ) =

k∑
j=1

λ̄jfj (φ) =

k∑
j=1

λ̄jEj = φ∗
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定义 5.11

♣

设 φ 是内积空间 V 上的自伴随算子,若对任意的非零向量 α ∈ V ,总有 (φ (α) , α) >

0 ((φ (α) , α) ≥ 0) ,则称 φ为正定 (半正定)自伴随算子.

�

笔记 容易证明 φ是正定自伴随算子当且仅当 φ在 V 的一组标准正交基下的表示矩阵是正定 Hermite矩
阵 (酉空间时)或正定实对称阵 (欧氏空间时); φ是半正定自伴随算子当且仅当 φ在 V 的一组标准正交基

下的表示矩阵是半正定 Hermite矩阵 (酉空间时)或半正定实对称阵 (欧氏空间时).

定理 5.25

♡

设 φ是酉空间 V 上的正规算子.若 φ的特征值全是实数,则 φ是自伴随算子;若 φ的特征值全是非

负实数,则 φ是半正定自伴随算子;若 φ的特征值全是正实数,则 φ是正定自伴随算子;若 φ的特征

值的模长等于 1,则 φ是酉算子.

证明 设 φ的谱分解为

φ = λ1E1 + λ2E2 + · · ·+ λkEk

则

φ∗ = λ̄1E1 + λ̄2E2 + · · ·+ λ̄kEk.

若 φ的特征值全是实数,则 φ∗ = φ ,即 φ是自伴随算子.
若 λi全是非负实数,任取非零向量 α ∈ V ,有

α = E1 (α) +E2 (α) + · · ·+Ek (α) ,

φ (α) = λ1E1 (α) + λ2E2 (α) + · · ·+ λkEk (α) ,

从而

(φ (α) , α) = λ1

∥∥∥E1 (α)
∥∥∥2 + λ2

∥∥∥E2 (α)
∥∥∥2 + · · ·+ λk

∥∥∥Ek (α)
∥∥∥2 ≥ 0.

同理,若特征值全是正实数,则 φ是正定自伴随算子.最后若 |λi| = 1 ,则

φφ∗ = λ1λ̄1E1 + λ2λ̄2E2 + · · ·+ λkλ̄kEk

= |λ1|2E1 + |λ2|2E2 + · · ·+ |λk|2Ek

= E1 +E2 + · · ·+Ek

= I

也即 φ是酉算子.

定理 5.26

♡

设 V 是有限维内积空间, φ是 V 上的半正定自伴随算子,则存在 V 上唯一的半正定自伴随算子 ψ

,使 ψ2 = φ .
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证明 设 φ的谱分解式为

φ = λ1E1 + λ2E2 + · · ·+ λkEk

令 di =
√
λi (i = 1, 2, · · · , k) ,则

ψ = d1E1 + d2E2 + · · ·+ dkEk

适合 ψ2 = φ且 ψ也是半正定自伴随算子.
现设 θ是 V 上的半正定自伴随算子且 θ2 = φ ,我们要证明 θ = ψ ,令

θ = b1F1 + b2F2 + · · ·+ brFr

是 θ的谱分解,其中 Fi是正交投影算子且 bi为非负实数. 由 θ2 = φ得

φ = b21F1 + b22F2 + · · ·+ b2rFr

故 b2i 是 φ 的特征值而 bi 互不相同,因此 r = k, bi = di (这里允许差一个次序). 注意到 Ei (V ) 及

Fi (V )都是 φ的关于特征值 λi的特征子空间,因此 Fi = Ei ,这就证明了 θ = ψ .

推论 5.6

♡设A是半正定实对称 (Hermite)矩阵,则必存在唯一的半正定实对称 (Hermite)矩阵B ,使A = B2 .

定理 5.27

♡

设 V 是 n维酉空间 (欧氏空间), φ是 V 上的任一线性算子,则存在 V 上的酉算子 (正交算子) ω 以
及 V 上的半正定自伴随算子 ψ ,使 φ = ωψ ,其中 ψ是唯一的,并且若 φ是非异线性算子,则 ω也唯

一.

证明 若已有 φ = ωψ ,其中 ω为酉算子, ψ为半正定自伴随算子,则

φ∗ = ψ∗ω∗ = ψω∗

φ∗φ = ψω∗ωψ = ψ2

由定义容易验证 φ∗φ是半正定自伴随算子,故由定理 5.26知, ψ被 φ唯一确定.
现来证明存在性. 令 ψ 是上面定理中的 ψ 且使 ψ2 = φ∗φ . 若 φ是非异线性变换,则 ψ 也是非异的.

事实上,这时

(ψ (v) , ψ (v)) =
(
ψ2 (v) ,v

)
= (φ∗φ (v) ,v) = (φ (v) , φ (v))

对一切 v ∈ V 成立. 显然从 φ 非异即可推出 ψ 也非异. 这时可令 ω = φψ−1 ,只需证明 ω 是酉算子

(正交算子)即可. 注意到

ω∗ =
(
φψ−1

)∗
=
(
ψ−1

)∗
φ∗ = (ψ∗)

−1
φ∗ = ψ−1φ∗

56



5.8 谱

ω∗ω = ψ−1φ∗φψ−1 = ψ−1ψ2ψ−1 = I

因此 ω是酉算子 (正交算子).
若 φ不是非异线性变换,现来定义 ω . 设 W = Imψ,W⊥ 是其正交补空间. 定义 W = Imψ → Imφ

的映射 η如下: 若 ψ (u) ∈W ,则

η (ψ (u)) = φ (u)

这时我们必须验证 η 定义的合理性. 即若 ψ (u) = ψ (v) ,必须 φ (u) = φ (v) . 由上式可知对任意的
α ∈ V, ∥ ψ (α) ∥2 =∥ φ (α) ∥2 ,因此 ψ (u− v) = 0当且仅当 φ (u− v) = 0 . 这表明 η 是一个合理定义的

映射. 又 η显然是线性的.
再定义W⊥ → (Imφ)

⊥的映射 ξ : 由 (ψ (v) , ψ (v)) = (φ (v) , φ (v))式可知 φ与 ψ的核空间相同,故
像空间的维数相等.于是W⊥ 与 (Imφ)

⊥ 的维数相同,故必存在一个保持内积的同构,这个同构记为 ξ . 由
于 V =W ⊕W⊥ ,因此 V 中任一向量 v均可唯一地表示为

v = w +w′

其中 w ∈W,w′ ∈W⊥ . 令

ω (v) = η (w) + ξ (w′)

不难看出 ω是 V 上的线性变换且若设 w = ψ (u) ,则

(ω (v) , ω (v)) = (η (w) + ξ (w′) , η (w) + ξ (w′))

= (φ (u) + ξ (w′) , φ (u) + ξ (w′))

= (φ (u) , φ (u)) + (ξ (w′) , ξ (w′))

= (ψ (u) , ψ (u)) + (w′,w′)

= (w,w) + (w′,w′)

= (v,v)

因此 ω是酉算子 (正交算子).显然这时 φ = ωψ .

定义 5.12 (极分解)

♣

我们称 φ = ωψ是一个极分解.
φ也可作这样的分解: φ = ψ1ω1 ,这里 ω1 为酉算子 (正交算子), ψ1 为半正定自伴随算子.这个式子
也称为极分解.
证明只需先对 φ∗作如上述定理之极分解,再求 φ∗的伴随即 φ就可以了.

推论 5.7

♡

设 A是 n阶实矩阵,则存在 n阶正交矩阵 Q以及 n阶半正定实对称阵 S ,使 A = QS . 又设 B是

n阶复矩阵,则存在 n阶酉矩阵 U以及 n阶半正定 Hermite矩阵 H ,使 B = UH . 上述分解式当
A,B为非异阵时被唯一确定.
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5.9 奇异值分解

定义 5.13 (奇异值及奇异向量)

♣

设A是m× n实矩阵,如果存在非负实数 σ以及 n维非零实列向量 α,m维非零实列向量 β ,使

Aα = σβ, A′β = σα,

则称 σ是A的奇异值, α, β 分别称为 A关于 σ的右奇异向量与左奇异向量.

为了从几何上描述奇异值问题,我们引入线性映射的伴随概念,它可以看成是内积空间上线性变换的
伴随概念的推广.

定义 5.14 (线性映射的伴随)

♣

设 V,U 分别是 n维, m维欧氏空间, φ是 V → U 的线性映射. 若存在 U → V 的线性映射 φ∗ ,使对
任意的 v ∈ V,u ∈ U ,都有

(φ (v) ,u) = (v, φ∗ (u))

成立,则称 φ∗ 是 φ的伴随.

定理 5.28 (线性映射伴随的存在性与唯一性)

♡设 V,U 分别是 n维, m维欧氏空间, φ是 V → U 的线性映射,则 φ的伴随 φ∗ 存在且唯一.

证明

不妨设：

φ : V → U

v 7→ Av

我们设:
ψ : U → V

u 7→ A′u

从而对任意的 v ∈ V,u ∈ U，我们有：

(φ(v),u) = (Av)′u = v′(A′u) = (v, ψ(u))

故 ψ为 φ的伴随，从而存在性得证，下面证明唯一性：

假设存在 φ∗ 与 φ# 均为 φ的伴随，从而我们知道：

(α,φ∗(β)) = (α,φ#(β))

也即对任意的 α ∈ V, β ∈ U：

(α, (φ∗ − φ#)(β)) = 0

从而可以知道 φ∗ − φ# = 0，故 φ∗ = φ#，唯一性得证.

从伴随的定义我们不难发现,若取定 V 的一组标准正交基 {e1, e2, · · · , en} , U 的一组标准正交基
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{f1, f2, · · · , fm} ,设 φ在这两组基下的表示矩阵为 A ,则 φ∗ 在这两组基下的表示矩阵为 A′ ,证明也和线
性变换的情形相同. 因此,奇异值与奇异向量的几何定义即为下列等式成立:

φ (v) = σu, φ∗ (u) = σv,

其中 σ ≥ 0, v ∈ V, u ∈ U 都是非零向量.不难验证 φ∗φ是 V 上的半正定自伴随算子, φφ∗ 是 U 上的

半正定自伴随算子.又

φ∗φ (v) = φ∗ (σu) = σφ∗ (u) = σ2v,

因此, σ2是 φ∗φ的特征值, v是 φ∗φ的属于 σ2的特征向量.同理, σ2也是 φφ∗的特征值, u是 φφ∗的

属于 σ2的特征向量.

定理 5.29

♡

设 V,U 分别是 n维, m维欧氏空间, φ是 V → U 的线性映射,则存在 V 和 U 的标准正交基,使 φ

在这两组基下的表示矩阵为 (
S O

O O

)

其中

S =


σ1

σ2
. . .

σr


是一个 r阶对角阵, σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0是 φ的非零奇异值.

证明 因为 φ∗φ是 V 上的半正定自伴随算子,故存在 V 的一组标准正交基 {e1, e2, · · · , en} ,使φ∗φ在这组

基下的表示矩阵为 n阶对角阵 diag{λ1, · · · , λr, 0, · · · , 0} ,其中 r = r (φ∗φ) = r (φ)且 λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0

为 φ∗φ的正特征值,从而有

φ∗φ (ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ r; φ∗φ (ej) = 0, r + 1 ≤ j ≤ n.

令 σi =
√
λi (i = 1, 2, · · · , r)为算术平方根. 注意到对任意的 1 ≤ i ≤ r ,

∥ φ (ei) ∥2 = (φ (ei) , φ (ei)) = (φ∗φ (ei) , ei) = λi (ei, ei) = σ2
i ∥ ei∥2 = σ2

i ,

即
∥∥∥φ (ei)

∥∥∥ = σi ;对任意的 1 ≤ i ̸= j ≤ r ,

(φ (ei) , φ (ej)) = (φ∗φ (ei) , ej) = λi (ei, ej) = 0

又对任意的 r + 1 ≤ j ≤ n ,
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∥∥∥φ (ej)
∥∥∥2 = (φ (ej) , φ (ej)) = (φ∗φ (ej) , ej) = 0,

即 φ (ej) = 0 . 令

fi =
1

σi
φ (ei) , i = 1, 2, · · · , r

则 f1, f2, · · · , fr是U中一组两两正交的单位向量,可将它们扩张为 U的一组标准正交基 {f1, · · · , fr, fr+1, · · · , fm}
. 于是在 V 的标准正交基 {e1, e2, · · · , en}和 U 的标准正交基 {f1, f2, · · · , fm}下, φ满足:

φ (ei) = σifi, 1 ≤ i ≤ r; φ (ej) = 0, r + 1 ≤ j ≤ n.

由 φ∗在上述两组标准正交基下的表示矩阵是 φ的表示矩阵的转置可得

φ∗ (fi) = σiei, 1 ≤ i ≤ r; φ∗ (fj) = 0, r + 1 ≤ j ≤ m,

这就得到了要证的结论.

推论 5.8

♡

设A是m× n实矩阵,则存在m阶正交矩阵 P以及 n阶正交矩阵Q ,使

P ′AQ =

(
S O

O O

)

其中

S =


σ1

σ2
. . .

σr


是一个 r阶对角阵, σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0是A的非零奇异值.

�

笔记 P ′AQ =

(
S O

O O

)
称为矩阵 A的正交相抵标准型,而 A = P

(
S O

O O

)
Q′ 则称为矩阵 A的奇

异值分解. 矩阵的奇异值分解在信息理论、控制理论和大数据科学等领域有着重要的应用.
�

笔记 从 n阶矩阵A的奇异值分解很容易得到A的极分解. 事实上,由奇异值分解的式子可得

A = (PQ′)Q

(
S O

O O

)
Q′

其中 R = PQ′ 是 n阶正交矩阵, B = Qdiag{S,O}Q′ 是 n阶半正定实对称阵,从而 A = RB 即为

A的极分解. 通过奇异值分解来求极分解,在处理奇异阵时很有用.
例题 5.1设 V,U 分别是 n维, m维欧氏空间, φ,ψ是 V → U 的线性映射, φ∗和 ψ∗分别是 φ和 ψ的伴随.
若 φ∗φ = ψ∗ψ ,证明: 存在 U 上的正交变换 ω ,使 φ = ωψ .
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5.9 奇异值分解

证明 我们将沿用定理 5.29证明中的记号.
设在V 的标准正交基 {e1, e2 , · · · , en}下,φ∗φ = ψ∗ψ的表示矩阵为 n阶对角阵diag {λ1, · · · , λr, 0, · · · , 0}

, 则由定理 5.29的证明知存在 U 的标准正交基 {f1, f2, · · · , fm} ,使 φ在这两组基下的表示矩阵为分块对

角阵 diag{S,O} .
同理,存在 U 的另一组标准正交基 {g1, g2, · · · , gm} ,使 ψ在 {e1, e2, · · · , en}和 {g1, g2, · · · , gm}下的

表示矩阵也是 diag{S,O} . 现定义 U 上的线性变换 ω 为 ω (gi) = fi (i = 1, 2, · · · ,m) ,则 ω 是 U 上的正

交变换且

ωψ (ei) = ω (σigi) = σiω (gi) = σifi = φ (ei) , i = 1, · · · , r

ωψ (ej) = ω (0) = 0 = φ (ej) , j = r + 1, · · · , n,

故 φ = ωψ .
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5.10 最小二乘解

设 V 是一个内积空间, W 是 V 的子空间 (W ̸= V ) ,v是 V 中的一个向量,现要在W 中找一个向量 u

,使 ∥ v − u ∥最小. 如果这样的 u存在,则称 u是 v在W 中的正交投影向量,长度 ∥ v − u ∥被称为 v到

W 的距离.

定理 5.30

♡

设W 是有限维内积空间 V 的子空间, v ∈ V ,则
(1)在W 中存在唯一的向量 u ,使 ∥ v − u ∥最小且这时 (v − u)⊥W ;
(2) 若 {e1, · · · , em} 是 W 的标准正交基,又 {em+1, · · · , en} 是 W⊥ 的标准正交基,这样
{e1, e2, · · · , en}就成为 V 的一组标准正交基,则

u = (v, e1) e1 + (v, e2) e2 + · · ·+ (v, em) em

v − u = (v, em+1) em+1 + · · ·+ (v, en) en,

∥ v − u ∥=
(
|(v, em+1)|2 + · · ·+ |(v, en)|2

) 1
2

.

证明 设 w是W 中任一向量,要证明 ∥ v − u ∥≤∥ v −w ∥ . 注意到这时 v −w = (v − u) + (u−w) ,其
中 (v − u)⊥W,u−w ∈W . 因此,由勾股定理有

∥ v −w∥2 =∥ v − u∥2+ ∥ u−w∥2.

若 w ̸= u ,则

∥ v −w∥2 >∥ v − u∥2.

这样我们不仅证明了 ∥ v − u ∥的最小性,也证明了 u的唯一性.
现在我们举例来说明定理 5.30在求最小二乘解方面的应用. 在许多实际问题中我们经常会碰到所谓

的“矛盾线性方程组”的求解问题.为说得更清楚一些,举一个简单的例子.

年 1 2 3
u 1.6 1.7 2.0
v 1.2 1.4 1.8

表 5.1: u, v关系

在经济学中, 个人的收入与消费之间存在着密切的关系. 收入越多, 消费水平也越高.收入较少, 消费
水平也较低.从一个社会整体来看,个人的平均收入与平均消费之间大致呈线性关系. 若 u表示收入, v表
示支出,则 u, v适合

u = a+ bv

其中 a, b是两个常数,需要根据具体的统计数据来确定.假设现在有一组统计数据表示 3年中每年的
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5.10 最小二乘解

收入与消费情况 (表 5.1),现要根据这一组统计数据求出 a, b .
将 u, v的值代入得到一个两个未知数 3个方程式的线性方程组:

a+ 1.2b = 1.6

a+ 1.4b = 1.7

a+ 1.8b = 2.0

从第一、第二个方程式可求出 a = 1, b = 0.5 ,代入第三个方程式:

1 + 1.8× 0.5 = 1.9 ̸= 2.0,

这说明上面的线性方程组无解. 那么这样一来是不是说我们的问题就没有意义了呢? 当然不是! 事实
上,收入与消费的关系通常极为复杂,我们把它当成线性关系只是一种近似的假设. 另外,统计数据本身不
可避免地会产生误差,也就是说统计表只是实际情况的近似反映. 我们的目的是求出 a, b的值以供理论分

析之用. 既然统计数据有误差,就不可能也没有必要求出 a, b 的精确解. 此矛盾的出现并不意味着我们因
此而束手无策了.我们可以对 a, b提出这样的要求:求出 a与 b ,使得到的关系式 u = a+ bv能尽可能好地

符合实际情形. 用数学语言来说就是求 a, b ,使平方偏差

((a+ 1.2b)− 1.6)
2
+ ((a+ 1.4b)− 1.7)

2
+ ((a+ 1.8b)− 2.0)

2

取最小值. 这就是所谓的最小二乘问题.一般来说,为了使理论关系式更符合实际,通常要求统计数据
多一点,即方程式的个数多一点.

如何求“最小二乘解”? 让我们来作一些理论上的分析.假设有下列矛盾线性方程组:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

其中m > n ,它的系数矩阵记为 A . 为方便,将上述线性方程组写为矩阵形式:

Ax = β

其中

x =


x1

x2
...
xn

 , β =


b1

b2
...
bm


现要求出 x ,使

m∑
i=1

 n∑
j=1

aijxj − bi

2

63



5.10 最小二乘解

取最小值. 记

α1 =


a11

a21
...

am1

 , α2 =


a12

a22
...

am2

 , · · · , αn =


a1n

a2n
...

amn

 ,

考虑向量

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn − β

这是一个m维列向量,第 i个坐标为
n∑

j=1

aijxj − bi . 因此,若记 V = Rm ,内积取标准内积,则

∥∥∥(x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn)− β
∥∥∥2 =

m∑
i=1

 n∑
j=1

aijxj − bi

2

.

而

∥∥∥(x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn)− β
∥∥∥ =∥ Ax− β ∥=∥ β −Ax ∥ .

当 x1, x2, · · · , xn 变动时, x1α1 + x2α2 + · · · + xnαn 就是由 α1, α2, · · · , αn 张成的 V 的子空间,记为
W . 要使 ∥ β −Ax ∥取最小值,实际上就是要求 β 到W 的距离. 由定理知道,只需取 β 在W 上的正交投

影向量 γ 就可以了.于是求方程组的最小二乘解又归结为求下列线性方程组的解:

Ax = γ

由定理 5.30知道这样的解总是存在的.我们可以按照定理 5.30中的办法先求W 的标准正交基,再扩
展为 V 的标准正交基,从而求出 γ ,最后解线性方程组便可求出 x . 但是这样做比较麻烦,我们希望能有一
个比较简便的方法求出 x来.
首先我们注意到在实际问题中,矩阵 A 的秩通常都等于 n . 因此,可设 A 是列满秩阵,即 r (A) = n .

这也就是说,向量 α1, α2, · · · , αn线性无关, W 是由 α1, α2, · · · , αn 张成的 n维子空间. 设

γ = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn

由定理 5.30知道 (β − γ)⊥W ,因此 (β − γ)⊥αi (i = 1, 2, · · · , n) ,即 ((β− γ), αi) = 0 ,或者 (γ, αi) =

(β, αi) . 这样便有下列线性方程组:
(α1, α1)x1 + (α2, α1)x2 + · · ·+ (αn, α1)xn = (β, α1) ,

(α1, α2)x1 + (α2, α2)x2 + · · ·+ (αn, α2)xn = (β, α2) ,

· · · · · · · · · · · ·
(α1, αn)x1 + (α2, αn)x2 + · · ·+ (αn, αn)xn = (β, αn) .

若记A′ 为 A的转置,则上面的方程组可写为矩阵形式:
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A′Ax = A′β.

由于A的秩为 n ,故A′A的秩也是 n ,即A′A为 n阶非异阵,于是

x = (A′A)
−1

A′β

这就是线性方程组的最小二乘解.
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