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摘要

仅为南开大学(描述集合论)点集拓扑课程期末冲刺复习使用.

主要内容大概可以一图以蔽之：
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1 度量空间

命题 1.1. TFAE:

• d1, d2度量等价.

• 确定相同的收敛，即 lim d1(xn, x) = 0 ⇐⇒ lim d2(xn, x) = 0.

• 对任意的 x ∈ X, ε > 0，∃r1, r2 > 0使得

d1(x, y) < r1 ⇒ d2(x, y) < ε, d2(x, y) < r2 ⇒ d1(x, y) < ε

命题 1.2. TFAE:

• 度量空间完备.

• 每一个 Cauchy列都收敛.

• 任意满足 lim diamFn = 0的单调减闭集套 {Fn}，都满足
⋂

Fn ̸= ∅.

命题 1.3. TFAE:

• D在 X 中稠.

• D与 X 的所有非空开集都相交.

• ∀x ∈ X，存在 D中序列收敛于 X .

定义 1.4. X 为度量空间，A ⊂ X .

• A
◦
= ∅，称 A为无处稠子集.

• A为可数个无处稠子集的并，则称 A为稀疏(meager)集.

命题 1.5. 稀疏集有以下性质：

• 开集 U 稠密⇐⇒ U c无处稠.

• A无处稠子集的闭包无处稠.

• 无处稠集稀疏.

• 可数个稀疏集的并稀疏.

• 稀疏集的子集稀疏.

定理 1.6 (Baire纲). (X, d)为非空完备度量空间.

• X 的可数个开稠集的交为稠子集.
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• X 的每个稀疏集的内部都是空集.

定理 1.7 (Baire纲弱形式). (X, d)为非空完备度量空间.

• X 的可数个开稠集的交非空.

• 若 X 为可数个闭集的并，则其中至少有一个闭集内部非空.

• X 不稀疏.

评注 1.8. 称稀疏集为第一纲集，其余为第二纲集.

评注 1.9. 完备度量空间中第一纲集的补集为第二纲集1.

e.g. Q是第一纲集，从而 R−Q是第二纲集.

评注 1.10. 经经经典典典技技技术术术：不存在 f : R → R在有理点连续2，在无理点不连续.

Proof：对任意的 x ∈ R，令

ω(f, x) := inf
δ>0

sup{|f(y)− f(z)| : y, z ∈ (x− δ, x+ δ)}

我们知道 f 在 x处连续当且仅当 ω(f, x) = 0.

令 Un = {x ∈ R : ω(f, x) <
1

n
}，我们知道 Un是开集

3，并且

∞⋂
n=1

Un = Q

从而我们知道 Un为 R的开稠集，又因为 R\{q}为开稠集，从而(⋂
q∈Q

R\{q}

)⋂(
∞⋂
n=1

Un

)
= ∅

与Baire纲矛盾.

评注 1.11. 类似地，可以证明若 {fn}连续，则 fn
p.w.−→ f，则 f 的不连续点为第一纲集.

命题 1.12. 每个非空的度量空间都有完备化4且完备化在等距同构下唯一.

命题 1.13. 列紧度量空间⇒闭子集是列紧的. 度量空间的列紧子集是闭的.

命题 1.14. (X, d)是度量空间，TFAE:

• 全有界.

1反之有 X 为稀疏集的并，从而稀疏，与 Baire纲矛盾.
2连续点是 Gδ 集
3并非显然，利用 inf

δ
sup = lim

δ→0
sup可以说明

4等距嵌入到一个完备度量空间.
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• ∀ε > 0，{B(x, ε) : x ∈ X}存在有限子覆盖.

• ∀ε > 0，X 存在一个由直径 ≤ ε的子集构成的有限覆盖.

命题 1.15. (X, d)度量空间，TFAE:

• 序列紧.

• 紧.

• 全有界的完备度量空间.

评注 1.16. 紧度量空间是完备的.

命题 1.17. 列紧度量空间存在 Lebesgue数.

命题 1.18. 紧度量空间可分，且有可数基.

证明:考虑 r =
1

n
的开球覆盖存在有限覆盖，然后全部并起来就得到. □

命题 1.19. Lindelof的度量空间有可数基.

命题 1.20. 度量空间中
紧 ⇐⇒ 列紧 ⇐⇒ 全有界 +完备

命题 1.21. 在度量空间中
Lindelof ⇐⇒ 可数基 ⇐⇒ 可分
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2 基础拓扑内容

命题 2.1. 闭包算子5与内部算子都可以刻画拓扑.

命题 2.2. A ⊂ Y ⊂ X，则

• clYA = Y ∩ clXA.

• intYA ⊃ intXA.

命题 2.3. TFAE:

• f 连续.

• f(A) ⊂ f(A).

• f−1(B◦) ⊂ f−1(B)◦.

引理 2.4 (拼接引理). f : X → Y .

• 若存在 X 的开覆盖 {Ui}使得 f |Ui
连续，则 f 连续.

• 若 A1, · · · , An闭，X =
n⋃

i=1

Ai，f |Ai
连续，则 f 连续.

命题 2.5. 可分空间的连续像可分.

证明: D = X，则我们知道 f(D) = f(X) ⊂ f(D). □

例 2.6. Sorgenfrey直线(R1
ℓ )：R上以 B = {[a, b) : a, b ∈ R, a < b}为基的拓扑.

• [a,+∞)为开集.

• Sorgenfrey拓扑比欧式拓扑细.

• [a, b)既开又闭.

• 第一可数，可分，但不是第二可数(考虑 x ∈ Bx ⊂ [x, x+ 1)，显然有 Bx ̸= By，于是不

是第二可数).

Sorgenfrey平面(R2
ℓ )： B = {[a, b)× [c, d) : a < b, c < d}.

命题 2.7. C2 ⇒ C1(Nx = {U ∈ B : x ∈ U})+可分({xn : xn ∈ Un})

命题 2.8. 可分的度量空间有可数基.

命题 2.9.
5Kuratowski.
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• A有序列收敛与 x，则 x ∈ A.

• 若 X 第一可数6，则 x ∈ A ⇒存在 A中序列收敛于 x.

从而第一可数空间可以用序列刻画拓扑.

命题 2.10. 对于第二可数空间 X 中任意一个拓扑基 S，存在 S 的一个可数子集 S ′ 构成 X 的

可数基.

证明:设 {Bn}为 X 的一个可数基，由于 S 是拓扑基，所以存在 S 中的一族开集的并为 Bn，

由于 Bn 继承了 X 的第二可数，所以 Lindelof，所以开覆盖存在可数子覆盖，也就是说存在

S 中的可数个开集的并是 B1，记这可数个开集为 Sn，我们取

S ′ =
⋃
n

Sn

即我们所求的可数基. □

实数系八大拓扑

• 标准拓扑.即作为欧式空间的拓扑.

• 平庸拓扑. τ = {∅,R}.

• 离散拓扑.每个单点集都是开集.

• 左拓扑. τ = {∅,R} ∪ {(−∞, a) : a ∈ R}.

• 右拓扑. τ = {∅,R} ∪ {(a,+∞) : a ∈ R}.

• 余有限拓扑.所有补集为有限集合的集合构成的拓扑.

• 余可数拓扑.所有补集为可数集合的集合构成的拓扑.

• Sorgenfrey拓扑.以 B = {[a, b) : a, b ∈ R, a < b}为基的拓扑.

6即可以找到一列递减邻域
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3 网

定义 3.1. 从定向集 (D,⊑)到 X 的映射称为 X 的网.

• 若 ∃d ∈ D，∀e ⊒ d，有 ξ(e) ∈ A，则称 ξ终在 A.

• 若 ∀d ∈ D，∃e ⊒ d，有 ξ(e) ∈ A，则称 ξ常在 A.

若 ξ 终在 x的每个邻域，称 ξ 收敛于 x，记为 ξ → x. 用 lim ξ 表示所有极限点之集，若

lim ξ ̸= ∅，称 ξ收敛.

若 ξ 常在 x 的每个邻域，称 x 为 ξ 的聚点，用 clust ξ 表示 ξ 的所有聚点之集，显然有

lim ξ ⊂ clust ξ.

命题 3.2. X 是拓扑空间，A ⊂ X，x ∈ X，TFAE:

• x ∈ A.

• A有网收敛于 x.

证明: (1)推 (2)：考虑定向集 (N (x),⊃)构造网即可. □

命题 3.3. X 是拓扑空间，U ⊂ X，TFAE:

• U 是开集.

• 任给 X 的网 ξ，若 ξ收敛于 U 中某点，则 ξ终在 U .

命题 3.4. X, Y 是拓扑空间，f : X → Y，TFAE:

• f 连续.

• f 保持网的极限.

证明: (2)推 (1): 利用连续的等价条件，对于任意的 x ∈ A，ξ → x，有 f ◦ ξ → f(x)，也就是

说 f(x) ∈ f(A)，从而 f(A) ⊂ f(A). □

定义 3.5. (D,⊑)与 (E,⊑)为定向集，h : E → D 是映射，若 ∀d ∈ D，∃e ∈ E，使得 e ⊑ e′

⇒ d ⊑ h(e′)，则称 h为共尾映射.

评注 3.6. 通俗化理解：只要 e足够靠后，则 h(e)就足够靠后.

评注 3.7. 尾段的理解：令 ↑ d := {e ∈ D : d ⊑ e}为 d的一个尾段. ↑ d1与 ↑ d2 之间无法直接

比较，但是由于存在 d3 ⊐ d1, d3 ⊒ d2，从而我们有

↑ d3 ⊂↑ d1, ↑ d3 ⊂↑ d2

在这个意义下，h : E → D共尾当且仅当 (D,⊑)的某个尾段都包含 (E,⊑)的某个尾段在

h下的像.即

∀d ∈ D, ∃e ∈ E, s.t. h(↑ e) ⊂↑ d
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定义 3.8. 设 η : (E,⊑) → X 与 ξ : (D,⊑) → X 均为X 的网，且存在共尾映射 h : E → D使得

η = ξ ◦ h，称 η为 ξ的子网.
E X

D

η

h
ξ

命题 3.9. X 是拓扑空间，x ∈ X，ξ为 X 的网，则 x ∈ clust ξ当且仅当 ξ有子网收敛与 x.

证明: (1)推 (2)：E = {(U, d) ∈ N (x)×D : ξ(d) ∈ U}，(U, d) ⊑ (V, e)当且仅当 U ⊇ V, d ⊑ e，

令 h : E → D，(U, d) 7→ d即可. □

引理 3.10. X 是拓扑空间，ξ : (D,⊑) → X 为 X 的网，则

clust ξ =
⋂
d∈D

Ad

其中 Ad = {ξ(e) : d ⊑ e}.

证明:
x ∈ clust ξ ⇔ ξ常在 x的每个邻域

⇔ ∀d ∈ D,Ad与 x的每个邻域都相交

⇔ ∀d ∈ D, x ∈ Ad

□
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4 紧 Hausdorff空间

命题 4.1. TFAE:

• 紧.

• 任意开覆盖都有有限子覆盖.

• 满足有限交条件7.

• 任意网都有聚点.

• 每个网都有收敛子网.

评注 4.2. 一个空间是否是紧空间是空间自身的性质，无关乎这个空间被嵌入在哪个空间中.

推论 4.3. X 是拓扑空间，U 是X 中的开集，F 为 X 的一族闭的紧子集，若
⋂
F∈F

F ⊂ U，则

存在 F1, · · · , Fn ∈ F，使得
n⋂

i=1

Fi ⊂ U .

证明:任取 F0 ∈ F，由于

{F0\U}
⋃

{F0 ∩ F : F ∈ F}

是紧空间 F0的一族闭子集且交为空，有限交告诉我们存在有限个元素 F1, · · · , Fn使得

(F0\U)
⋂(

n⋂
i=1

F0 ∩ Fi

)
= ∅

也即

n⋂
i=0

Fi ⊂ U . □

命题 4.4. X 是拓扑空间，(C2)，TFAE:

• 紧.

• 序列紧.

• 可数紧.

评注 4.5. (C2)空间的任意开覆盖都有可数子覆盖.

命题 4.6.

• 紧空间的连续像是紧空间.

• 可数紧空间的连续像是可数紧空间.

7一族闭集族，若任意有限交非空，则全部交非空.
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• 紧是闭遗传性质.

命题 4.7.

• 可数紧空间的无穷子集必有聚点.

• 序列紧⇒可数紧.

• 可数紧 + (C1) ⇒序列紧.

证明: (1)只需要说明可数无穷子集都有聚点就可以. 设 S 是一个可数无穷子集，假设没有聚

点，则任意的 x ∈ S，都存在开邻域 Ux使得 x ∈ Ux且 Ux ∩ S\{x} = ∅.

所以我们有可数开覆盖

S ⊂
⋃
x∈S

Ux

从而有有限子覆盖

S ⊂
n⋃

i=1

Uxi

也就是说 S 是有限集合，矛盾.

(3)若 {xn}只有有限个不同点，显然成立.

若 {xn}有无穷多个不同点，从而我们知道有聚点，再由 (C1)知道可以构造出收敛子列.

□

命题 4.8. Hausdorff等价于每个网至多有一个极限.

命题 4.9. Hausdorff的紧子集是闭子集.

命题 4.10. 紧空间到 Hausdorff空间的连续映射是闭映射，连续双射是同胚.

评注 4.11. 看这张图：

紧 列紧

可数紧

无限子集都有聚点

Lindelof C1

T1

定义 4.12.

• T0：开集能区分点.

• T1：单点集是闭集.

• T2：Hausdorff.
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• T3：T0 +正则(分离闭集与点).

• T4：T1 +正规(分离不交闭集).

命题 4.13. TFAE:

• X 正则.

• 任给 x ∈ X 以及 x的邻域 U，存在闭集 F 满足 x ∈ F ◦ ⊂ F ⊂ U .

• 任给开集 U 以及 x ∈ U，存在开集 V 使得 x ∈ V ⊂ V ⊂ U .

命题 4.14. TFAE:

• X 正规.

• 任给 X 的闭集 F 以及包含 F 的开集 U，存在开集 V 使得 F ⊂ V ⊂ V ⊂ U .

命题 4.15. • T3 ⇐⇒ T1 +正则.

• T4 ⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0.

证明: T3推 Hausdorff是容易的，从而可以推 T1，反之显然. □

命题 4.16. X Hausdorff，K 为紧子集，x /∈ K，则存在 X 的不交开集分离 x与 K.

证明:利用紧得到有限覆盖，再利用开集的有限交还是开集得证. □

命题 4.17.

• 紧 + Hausdorff ⇒ T4.

• 紧 +正则⇒正规.

证明: (1)利用上面的定理可以推正规，Hausdorff可以推 T2，从而 T4.

(2)紧空间的闭子集是紧子集，得证. □

评注 4.18. 请看图：
T0 T3

T1 T4 T1 + regular

T2

regular

normal

compact

compact

定理 4.19. 度量空间正规.
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证明:利用连续函数分离即可.

f(x) =
d(x, F )

d(x, F ) + d(x,G)

□

例 4.20. 正则空间不必是正规的，如 R2
ℓ 是 T3但不是 T4.

所所所有有有南南南开开开选选选点点点集集集拓拓拓扑扑扑的的的同同同学学学一一一定定定要要要会会会这这这个个个证证证明明明！！！！！！！！！！！！！！！！！！！！！！！！

首先说明 R2
ℓ 是正则空间，给定一个闭集 F，与一个 (a, b) /∈ F，我们知道存在 ε > 0使

得 [a, a+ ε)× [b, b+ ε) ⊂ R2
ℓ − F，由于 [a, a+ ε)× [b, b+ ε)既开又闭，所以我们知道它和它

的补集自然分离 F 和 (a, b).

我们知道 L := {(x,−x) : x ∈ R}是 R2
ℓ 的离散闭子空间，因此其每个子集都是 R2

ℓ 的闭子

集.假设 R2
ℓ 正规，任给 L的子集 A，由于 A与 L − A都是 R2

ℓ 的不交闭子集，所以存在 R2
ℓ

的不交开集 UA, VA满足 A ⊂ UA，L− A ⊂ VA. 我们构造映射

k : P (A) → P (Q×Q), A 7→ UA ∩Q×Q

对于 A ̸= B，不妨设 A ⊊ B，我们知道

∅ ≠ A−B ⊂ UA ∩ VB

由于 UB ∩ VB = ∅，所以 UA ̸= UB，再因为 Q×Q是 R2
ℓ 的稠子集，所以

UA = UA ∩Q×Q, UB = UB ∩Q×Q

所以有

k(A) ̸= k(B)

于是 P (L) → P (Q×Q)是单射，这显然矛盾.

定义 4.21. X 拓扑空间，若 X 的可数个开稠集的交还是稠子集，则称 X 为 Baire空间.

命题 4.22. X 为拓扑空间，TFAE:

• X 是 Baire空间.

• X 的稀疏集的内部为空.

• X 的每个非空开集都是第二纲集.

命题 4.23. 紧 Hausdorff空间是 Baire空间.

证明: p112. □

命题 4.24. Barie是开遗传性质.
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证明: p112. □

定理 4.25. X 是 Baire空间，{fn : X → R}是一列连续函数并且逐点收敛于 f : X → R，则 f

在一个稠子集上连续.

证明: p113. □

命题 4.26. Y 是 Hausdorff空间，f, g : X → Y 是连续映射，则

E := {x ∈ X : f(x) = g(x)}

是 X 的闭子集.

证明:设 ξ 是 E 中的一个网，有极限 x，则由于 f, g 连续，保网的极限，并且 Y Hausdorff，

从而极限唯一，于是我们知道

f(x) = lim f ◦ ξ = lim g ◦ ξ = g(x)

从而极限还在 E 中，于是 E 是闭集. □
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5 乘积空间

定义 5.1. 考虑一族映射 {fi : X → Yi}i∈I 是一族映射，其中 (Yi, τi)是拓扑空间，则 X 上的初

始拓扑由

{f−1
i (Vi) : i ∈ I, Vi ∈ τi}

作为子基生成的拓扑.

评注 5.2. 换言之，始拓扑就是使得所有 fi连续的最粗的拓扑.有时也称为弱拓扑.

例 5.3. 子空间拓扑就是初始拓扑.

命题 5.4. f : X → Y 是同胚嵌入当且仅当 f 是单射并且 X 的拓扑恰好是 f 生成的初始拓扑.

证明: ⇒是显然的.

⇐：由于是单射，我们知道存在

g : f(X) → X

其中 g = f−1，由于配备了初始拓扑，所以我们只需要验证 g 是连续的，对于 X 的拓扑

基 V，其中

V =
n⋂

i=1

Vi

其中 Vi = f−1(Ui)，Ui为 Y 的开集.于是我们知道

g−1(V ) = g1

(
n⋂

i=1

Vi

)
=

n⋂
i=1

g−1(Vi) =
n⋂

i=1

f(f−1(Ui)) =
n⋂

i=1

Ui

于是 g是连续的，所以是同胚嵌入. □

命题 5.5 (初始拓扑的泛性质). 设 O是 X 上由 {fi : X → Yi}i∈I 生成的初始拓扑，Z 为拓扑空

间，h : Z → X，则 h : Z → (X,O)连续当且仅当每一个 fi ◦ h : Z → Yi连续.

Z X

Yi

h

fi◦h
fi

命题 5.6. 设 O为 X 由 {fi : X → Yi}i∈I 生成的初始拓扑，ξ : (D,⊑) → X 是一个网，x ∈ X，

则 ξ关于 O收敛于 x当且仅当对每个 i ∈ I，fi ◦ ξ收敛于 fi(x).

定义 5.7 (乘积空间). 设 {Xi}i∈I 是一族拓扑空间，则其乘积空间的拓扑定义为所有的投射
{pj :

∏
i∈I

Xi → Xj}j∈I 生成的初始拓扑.
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命题 5.8. 下面是一些关于乘积空间的事实：

• 乘积空间的基本开集具有以下形状：
∏
i∈J

Ui ×
∏
i/∈J

Xi，其中 J 是 I 的一个有限子集.

• 每个投射 pj 都是连续开映射.

• 映射 h : Z →
∏

Xi 当且仅当每个复合映射 pj ◦ h是连续的，特别地，任给一族连续映
射 {fi : Z → Xi}i∈I，对角映射连续:

∆i∈Ifi : Z →
∏
i∈I

Xi, z 7→ (fi(z))i∈I

• 若每个 fi : Xi → Yi都连续，则乘积映射连续：∏
i∈I

fi :
∏
i∈I

Xi →
∏
i∈I

Yi, (xi) 7→ (fi(xi))

• 乘积空间中的网的收敛就是按坐标收敛，也就是说乘积空间
∏
i∈I

Xi的网

ξ : (D,⊑) :
∏
i∈I

Xi

收敛于 x，当且仅当对于每一个 j，网 pj ◦ ξ : (D,⊑) → Xj 收敛于 xj . 从而可以知道一

族闭集的乘积是闭集，特别地有 ∏
i∈I

Ai ⊂
∏
i∈I

Ai

命题 5.9. X 是 Hausdorff空间当且仅当 X ×X 的对角线 {(x, x) : x ∈ X}是闭子集.

引理 5.10 (管形邻域引理). X, Y 为拓扑空间，K ⊂ X 为紧子集，W 为乘积空间 X × Y 的开

集，b ∈ Y，如果 K × {b} ⊂ W，则存在 X 的开集 U 与 Y 的开集 V 满足

K ⊂ U, b ∈ V, U × V ⊂ W

定理 5.11 (Kuratowski). X 紧当且仅当对任意拓扑空间 Y，pY : X × Y → Y 都是闭映射.

证明: p119. □

定义 5.12. f : X → Y 是连续的闭映射，若 Y 的每个点 y的原像 f−1(y)都是X 的紧子集，则

称 f 为紧映射.

引理 5.13. f : X → Y 是拓扑空间的映射，B ⊂ Y，若 f是连续(闭，紧)映射，则 fB : f−1(B) →
B 是连续(闭，紧)映射.

命题 5.14. 若 f : X → Y 是紧映射，则任给 Y 的紧子集 K，f−1(K)是 X 的紧子集.

16



推论 5.15. 紧映射的复合是紧映射.

推论 5.16. f : X → Y 是满的紧映射，则 X 紧当且仅当 Y 紧.

定理 5.17. f : Y → Z 是连续映射，TFAE：

• f 紧.

• 对任意拓扑空间 X，f × 1X : Y ×X → Z ×X 是紧映射.

• 对任意拓扑空间 X，f × 1X : Y ×X → Z ×X 是闭映射.

命题 5.18. 正则，T0, T1, T2, T3都是任意可乘的.

命题 5.19. C2，C1，可分与可度量化都是可数可乘的.

引理 5.20 (Alexander子基引理). 设 (X,O)是拓扑空间，B 是 O 的一个子基，若 X 的每个由

B的元素构成的覆盖都有有限子覆盖，则 (X,O)是紧空间.

定理 5.21 (Tychonoff乘积定理). 紧性任意可乘.

命题 5.22. Cantor集 C 同胚与离散空间 {0, 1}的可数次幂.即 C ∼= {0, 1}N.
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6 商空间

给定集合 X 上的等价关系 E，则由等价类构成的元素的集合

X/E := {[x] : x ∈ X}

称为 X 关于 E 的商，直观上做商就是把一些点黏在一起，我们把映射

q : X → X/E, x 7→ [x]

称为粘合映射，粘合映射显然是满射，并且

E = {(x, y) ∈ X ×X : q(x) = q(y)}

反过来，任给映射 f : X → Y，容易验证

E(f) := {(x1, x2) ∈ X ×X : f(x1) = f(x2)}

是 X 上的等价关系，称为由 f 诱导的等价关系，我们考虑映射

f : X/E → Y, [x] 7→ f(x)

容易知道 f 是单射，并且 f ◦ q = f，其中 q : X → X/E(f)是粘合映射.

X X/E(f)

Y

q

f
f

这表明如果 f : X → Y 是满射，可以把 Y 等同于 X 关于等价关系 E(f)的商 X/E(f).

定义 6.1. 设 X 是一个集合，{fi : Yi → X}是一族映射，Yi是一族拓扑空间，容易验证

O := {U ⊂ X : ∀i ∈ I, f−1
i (U)是 Yi的开集}

是 X 的一个拓扑，称之为 {fi}生成的终拓扑.

评注 6.2. 终拓扑是使得所有 fi连续的最细的拓扑.

命题 6.3 (终拓扑的泛性质). 设 O是 X 上由 {fi : Yi → X}生成的终拓扑，则任给拓扑空间 Z

和映射 g : X → Z，则 g关于 O连续当且仅当每个 g ◦ fi : Yi → Z 连续.

Yi X

Z

fi

g◦fi
g

18



评注 6.4. 终拓扑是始拓扑的对偶，这一点把所有箭头反向就可以看出来.

定义 6.5. 设 X, Y 是拓扑空间，f : X → Y 是映射，若 f 是满射，并且 Y 的拓扑是 f 生成的

终拓扑，则称 f 为商映射，Y 为 X 关于 E(f)的商空间.

命题 6.6. 关于商映射，有下面的事实

• 满映射 f : X → Y 是商映射当且仅当任给 Y 的子集 V，恒有

V 是 Y 的开集 ⇐⇒ f−1(V )是 X 的开集

• 满映射 f : X → Y 是商映射当且仅当任给 Y 的子集 F，恒有

F 是 Y 的闭集 ⇐⇒ f−1(F )是 X 的闭集

• 商映射是连续映射.

• 商映射的复合是商映射.

命题 6.7. 连续开满射和连续闭满射都是商映射，特别地，同胚是商映射.

定理 6.8. f : X → Y 是连续映射，E(f)是 f 诱导的等价关系，考虑映射

f : X/E(f) → Y, f([x]) = f(x)

则我们知道 f 连续，并且 f 是同胚当且仅当 f 是商映射.

证明:连续由商映射泛性质立刻得到，下面我们考虑

f 是商映射 ⇐⇒ f 满射，且 V 开当且仅当 f−1(V )开

⇐⇒ f 满，并且 V 开当且仅当 f−1(V ) = q−1(f
−1
(V ))开

⇐⇒ f 满，且 V 开当且仅当 f
−1
(V )开(q是商映射)

⇐⇒ f 是连续双射，并且是开映射

□

评注 6.9. 注意到如果 f : X → Y 是商映射，则X/E(f)是同胚于 Y 的，这一事实可以帮助我

们得到一些商空间的构造方法，比如证明 [0, 1]/{(0, 1)} ∼= S1 或者 R/ ∼∼= S1，其中 x ∼ y 为

x− y ∈ Z.

这两个同胚分别是利用连续闭满射和连续开满射得到商映射.

命题 6.10. 正规空间的闭连续像是正规空间，T4空间的闭连续像是 T4空间.

定理 6.11 (Alexandroff定理). 设 X 为紧 Hausdorff空间，E 为 X 上的等价关系，TFAE：

• X/E 是紧 Hausdorff空间.
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• E 是乘积空间 X ×X 闭子集.

• 粘合映射 q : X → X/E 是闭映射.

证明: P 146. □

定义 6.12. ∼称为 X 上的闭等价关系，如果等价关系 E 是 X ×X 上的闭子集.

评注 6.13. 上面的定理告诉我们紧 Hausdorff 空间关于闭等价关系的商空间还是紧 Hausdorff

空间.

定义 6.14. 设 ∼X 与 ∼Y 分别是 X, Y 上的等价关系，定义 X × Y 上的等价关系为

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ x ∼X x′, y ∼Y y′

则 ∼是 X × Y 上的等价关系，称为 ∼X 与 ∼Y 的乘积.

推论 6.15. X, Y 是紧 Hausdorff空间，∼X 与 ∼Y 为闭等价关系，∼是其乘积，则

(X × Y )/ ∼∼= (X/ ∼X)× (Y/ ∼Y )
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7 连通与道路连通

定义 7.1. X 为拓扑空间，若 X 非空且不能表示非两个非空的不交闭集的并，则称 X 连通.

若 X 的子集 A在赋予子空间拓扑的意义下是连通空间，则称 A是 X 的连通子集.

命题 7.2. X 是拓扑空间，则 TFAE：

• X 连通.

• X 不能写成两个非空不交开集的并.

• X 的既开又闭的集合只有 ∅和 X .

• X 到离散空间的连续映射都是常值映射.

• X 到离散空间 {0, 1}的连续映射都是常值映射.

命题 7.3. 连通空间的连续像是连通的，特别地，连通是拓扑性质.

命题 7.4. A是 X 的连通子集并且 A ⊂ B ⊂ A，则 B 连通. 特别地，连通子集的闭包连通.

证明:利用常值映射条件来推，注意到

f(clB(A)) ⊂ clY (f(A))

□

推论 7.5. 若 {Ai}i∈I 是 X 的一族连通子集并且
⋂
i∈I

Ai ̸= ∅，则
⋃
i∈I

Ai连通.

定理 7.6. 连通是乘积性质.

定义 7.7. 任给 X 的一个点 x，令 C(x)表示 X 中全体含 x的连通子集的并，我们知道 C(x)

是连通子集，并且是极大的连通子集.我们称 X 的极大连通子集为连通分支.

命题 7.8. 拓扑空间的连通分支都是闭集.

定义 7.9. 设X为拓扑空间，若任给 x以及 x的邻域 U，存在X的连通子集K使得 x ∈ K◦ ⊂
K ⊂ U，则称 X 局部连通. 换言之，局部连通空间的每个点的每个邻域都包含该点的一个连

通邻域.

命题 7.10. X 为拓扑空间，TFAE:

• X 局部连通.

• X 的每个开子空间的连通分支都是 X 的开子集.

• X 有一个由连通开集构成的基.

评注 7.11. 从而我们知道局部连通空间的连通分支既开又闭.

命题 7.12. 局部连通空间的商空间局部连通.
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Cantor集的拓扑刻画

定义 7.13. 若 X 有一个 clopen基，则称 X 为零维空间.

评注 7.14. 显然，零维空间是正则空间：考虑 x和一个开邻域 U，则由于存在 clopen基，存

在 clopen集 V 使得

x ∈ V = V ⊂ U

从而我们知道是正则的.于是还能知道零维的 T0空间是 Hausdorff空间.

定理 7.15. 每个非空的，没有孤立点的零维紧度量空间都与 Cantor集同胚.

证明: P 157. □

定义 7.16. X 为拓扑空间，A ⊂ X，若存在连续映射 r : X → A，满足 r ◦ i = 1A，其中

i : A → X 是含入映射，则称 A为 X 的一个收缩核.

推论 7.17. 每个零维的紧度量空间都是 Cantor集的收缩核. 特别地，Cantor集的每个非空闭

子集都是它的收缩核.

全不连通空间

定义 7.18. 设 X 是非空的拓扑空间，若 X 的连通子集都是单点集，则称 X 为全不连通空间.

评注 7.19. 显然，全不连通空间是 T1空间，零维的 T0空间全不连通.

定理 7.20. 设 X 为非空的紧拓扑空间，TFAE:

• X 是全不连通的 Hausdorff空间.

• 任给 X 的两个不同的点 x, y，存在 clopen集 G使得 x ∈ G, y /∈ G.

• X 是零维的 T0空间.

定义 7.21. X 为拓扑空间，x, y ∈ X，若 α : [0, 1] → X 连续且 α(0) = x，α(1) = y，则称 α为

从 x到 y的一条道路. 若对拓扑空间 X 中的任意两点 x, y都存在从 x到 y的道路，则称 x道

路连通.

命题 7.22. 道路连通空间是连通的.道路连通空间的连续像道路连通，一族道路连通空间的乘

积道路连通.

命题 7.23. 若 {Ai}i∈I 是 X 的一族道路连通子集，并且
⋂

Ai ̸= ∅，则
⋃

Ai道路连通.

定义 7.24. 极大的道路连通子集称为 X 的道路连通分支.

评注 7.25. 与连通分支不同，道路连通分支的闭包不必道路连通，道路连通分支不必是闭集.
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定义 7.26. X 为拓扑空间，若对于任意 x ∈ X，以及任意一个邻域 U，存在道路连通子集 K

满足

x ∈ K◦ ⊂ K ⊂ U

则称 X 是局部道路连通的.

命题 7.27. X 是拓扑空间，TFAE:

• X 局部道路连通.

• X 的每个开子空间的道路连通分支都是 X 的开子集.

• X 有一个由道路连通的开集构成的基.

虽然连通不能得到道路连通，但是我们可以知道局部道路连通的连通空间是道路连通的.

命题 7.28. 局部道路连通的连通空间是道路连通的.

证明:容易看出来局部道路连通空间的道路连通分支是开集，所以设 X =
⋃

Ci 为道路连通

分支的不交并，于是我们注意到任取一个 Ci，他本身是开集，同时又是
⋃
j ̸=i

Ci 的补集，所以

是闭集，所以既开又闭，又因为 X 是连通的，所以 Ci = X，所以只能有一个道路连通分支，

所以 X 是道路连通的. □

定理 7.29 (Brouwer不动点定理). 每个连续映射 f : D → D都有不动点，其中 D是 R2 上的单

位闭圆盘.

证明: P 167. □

定理 7.30 (Borsuk-Ulam定理). 设 S2 = {p ∈ R3 : ∥p∥ = 1}，若 f : S2 → S2连续，则存在 p ∈ S2

使得 f(p) = f(−p).
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8 Urysohn引理与 Urysohn度量化定理

定理 8.1 (Urysohn引理). X 为正规空间，若 F,G是X 中不交闭集，则存在连续函数 f : X →
[0, 1]，使得 f(F ) ⊂ {0}, f(G) ⊂ {1}.

定义 8.2. X 为拓扑空间，f : X → R是映射，若

• ∀t ∈ R，f−1((−∞, t])闭，称 f 下半连续.

• ∀t ∈ R，f−1([t,+∞))闭，称 f 上半连续.

命题 8.3. 一些关于半连续函数的事实：

• f 连续当且仅当上半连续且下半连续.

• A ⊂ X，χA 是下半连续函数当且仅当 A是开集，χA 是上半连续函数当且仅当 A是闭

集.

• f, g都是某半连续函数，则 min{f, g}和 max{f, g}都是某半连续函数.

定理 8.4 (Hahn-Tong插入定理). X 正规，h : X → R下半连续，g : X → R上半连续，若对任
意的 x ∈ X，有 g(x) ≤ h(x)，则存在连续函数 f : X → R使得 g ≤ f ≤ h.

评注 8.5. Urysohn引理是 Hahn-Tong插入定理的特例.

定理 8.6 (Tietze扩张定理). X 是正规空间，M 是 X 的闭子集，f : M → R连续，则存在连续
函数 f ∗ : X → R使得 f ∗|M = f .

评注 8.7. Urysohn引理是 Tietze扩张定理的特例.

引理 8.8. X 是拓扑空间，TFAE：

• X 正规.

• 任给X 的开集 U 和闭集 F，若 F ⊂ U，则存在可数个开集 {Vn}n∈N满足 F ⊂
⋃
n∈N

Vn并

且对每个 n都有 Vn ⊂ U .

命题 8.9. 有可数基的正则空间是正规空间.

定理 8.10 (Urysohn度量化定理). 有可数基的 T3 空间可度量化. 特别地，有可数基的紧 Haus-

dorff空间可度量化.

定理 8.11 (Urysohn度量化定理). 第二可数空间可度量化当且仅当 T4.(T3 +可数基可推 T4)

推论 8.12. 有可数基的 T3空间同胚于 [0, 1]N的一个子空间.

引理 8.13. 紧度量空间的 Hausdorff连续像是紧度量空间.

定理 8.14 (Hausdorff-Alexandroff定理). Hausdorff空间 X 是 Cantor集的连续像当且仅当 X 是

非空的紧度量空间.
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9 滤子与超滤

定义 9.1. 设 X 为非空集，F 为 X 的一个子集族，若 F 满足以下条件：

(F1) ∅ /∈ F，X ∈ F .

(F2) 若 A ∈ F，A ⊂ B，则 B ∈ F .

(F3) 若 A,B ∈ F，则存在 C ∈ F，使得 C ⊂ A ∩B.

则称 F 为 X 上的一个滤子.

评注 9.2. 由于对任意的 A,B ∈ F，都有 C ⊂ A ∩ B，但是由于 (F2)，我们知道 A ∩ B ∈ F，

所以滤子中集合的有限交在 F 中. 所以有等价定义：

设 X 为任意非空集合，F ⊆ P(X)（P(X) 为幂集）是 X 上的一个滤滤滤子子子，当且仅当满

足：

1. 非非非空空空性性性： F ̸= ∅且 X ∈ F

2. 向向向上上上封封封闭闭闭：

∀A ∈ F , ∀B ⊆ X : (A ⊆ B =⇒ B ∈ F)

3. 有有有限限限交交交封封封闭闭闭：

∀A,B ∈ F : A ∩B ∈ F

（特别地，A ∩B ̸= ∅）

评注 9.3. 显然一个滤子中任意有限个成员的交集非空，反过来，对于任意一个满足有限交性
质的子集族 A，有

{B ⊂ X : ∃A1, · · · , An ∈ A,
n⋂

i=1

Ai ⊂ B}

是 X 上的滤子，称为由 A生成的滤子.

命题 9.4. X 上的所有滤子之集F (X)在包含关系下成为一个偏序集，且

• F (X)的每个非空子族的交是 X 上的滤子.

• 偏序集 (F (X),⊆)的每个定向子集8的并是 X 上的滤子.

评注 9.5. 从而我们由 Zorn引理知道 (F (X),⊆)存在极大元.我们将其中的极大元称为 X 的

超超超滤滤滤(ultrafilter)或者极大滤子.

例 9.6.
8即网中的定向集.
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• 若 A是 X 的非空子集，则 ↑ A := {B ⊂ X : A ⊂ B}是 X 的滤子，特别地

↑ x := {A ⊂ X : x ∈ A}

是 X 上的滤子，称为 x生成的主主主滤滤滤(principal filter). 每个主滤都是超滤.

• 若 X 是无限集，则

F := {A ⊂ X : |X\A| < +∞}

是 X 上的滤子，称为 X 的 Frechet滤子.包含 F 的超滤都不是主滤.

定理 9.7. 设 F 是 X 上的滤子，TFAE：

• F 是超滤.

• 若 X 的子集 A和 F 的每个元素都相交，则 A ∈ F .

• 若 A ∪B ∈ F，则 A ∈ F 或者 B ∈ F .

• 任给 A ⊂ X，A ∈ F 或者 Ac ∈ F .

评注 9.8. 我们用 U (X)表示 X 上所有超滤的集合.

命题 9.9. 每个滤子都可以写成一族超滤的交.

定义 9.10. 设 F ,G 是 X 上的两个滤子，若 F 的每个元素和 G 的每个元素都相交，则称 F 与
G 相容. 换言之，F 与 G 相容当且仅当 F ∪ G 满足有限交性质.

评注 9.11. 由于 F ∪ G 满足有限交性质，从而可以生成滤子，也即两个相容的滤子可以生成
一个更大的包含它们的滤子.

评注 9.12. 拓扑空间 X 是 Hausdorff空间当且仅当 X 的不同点的邻域系作为滤子不相容.

定义 9.13. 设 X 是拓扑空间，F 是 X 上的滤子，x ∈ X .

• 若 F 包含 x的邻域系 N (X)，则称 x为 F 的一个极限或者 F 收敛于 x.

• 若 F 与 x的邻域系 N (x)相容，则称 x为 F 的一个聚点.

极限之集记为 limF，聚点之集记为 clustF .

命题 9.14. X 是拓扑空间，F 与 G 是滤子.

• clustF =
⋂
A∈F

A.

• 若 F ⊂ G，则 limF ⊂ limG，clustG ⊂ clustF .
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• 若 F 是 X 上的超滤，则 limF = clustF .

定理 9.15. X 拓扑空间，A ⊂ X，x ∈ X，TFAE:

• x ∈ A.

• 存在 X 上的超滤 G 使得 A ∈ G 且 G 收敛于 x.

• 存在 X 上的滤子 F 使得 A ∈ F 且 F 收敛于 x.

评注 9.16. 设 f : X → Y 是映射，F ∈ F (X)，令

f(F) = {B ⊂ Y : f−1(B) ∈ F}

则 f(F)是 Y 上的滤子.进一步， f 还把超滤送到超滤.

命题 9.17. X, Y 拓扑空间，f : X → Y，TFAE:

• f : X → Y 连续.

• 任给 X 上的滤子 F，有 f(limF) ⊂ lim f(F).

• 任给 X 上的超滤 G，有 f(limG) ⊂ lim f(G).

例 9.18. 设 ξ : (D,⊑) → X 为 X 的网，令

Fξ := {A ⊂ X : ξ终在 A}

则 Fξ 为 X 上的滤子，称由 ξ生成的滤子.

设 F 为 X 上的滤子，令

DF := {(x,A) : x ∈ A ∈ F}

规定

(x,A) ⊑ (y,B) ⇐⇒ A ⊇ B

不难验证 (DF ,⊑)是定向集，从而

ξF : (DF ,⊑) → X, (x,A) 7→ x

是网，称为由 F 生成的网.

命题 9.19. X 为拓扑空间，ξ为其上的网，F 为其上的滤子，则

• lim ξ = limFξ，clust ξ = clustFξ.

• limF = lim ξF，clustF = clust ξF .
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10 滤子与网的发展历史

一、诞生背景：为何需要超越序列？

1. 序列极限的局限性
在度量空间中，序列收敛足以刻画拓扑性质（如闭集、连续性等）. 但在一般拓扑空间中，序

列收敛可能失效：

• 闭集非序列闭：例如 [0, ω1]在序拓扑中

• 非序列收敛点：平凡拓扑中任意序列不收敛但拓扑收敛

• 连续函数异常：连续函数未必保序列极限

2. 分析学发展的需求
20世纪初泛函分析（弱收敛）和代数拓扑（紧化）的发展，要求处理不可数结构：

• 不可数覆盖

• 非可数邻域基

• 高维空间紧性判别

二、网的诞生（Moore-Smith Convergence）

定义核心：

• 网：从有向集 (D,≤)到拓扑空间 X 的函数

• 收敛：xα → x ⇐⇒ ∀U ∈ Nx, ∃α0 ∈ D, ∀α ≥ α0, xα ∈ U

关键创新：

• 以有向集替代自然数下标 N

• 邻域最终被“捕获”

历史背景：1922 年由 E. H. Moore 和 H. L. Smith 提出，源自统一分析极限（级数、积分等）

的需求.

三、滤子的诞生（Cartan-Bourbaki Theory）

定义核心：

• 滤子 F：X 的非空子集族满足：
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1. /∈ F

2. A ∈ F ∧ A ⊆ B =⇒ B ∈ F

3. A,B ∈ F =⇒ A ∩B ∈ F

• 收敛：F → x ⇐⇒ Nx ⊆ F

关键创新：

• 用集合族包含关系直接描述“逼近”

• 消除序结构冗余

历史背景：1937年 H. Cartan提出，Bourbaki学派系统化发展.

四、网与滤子的本质联系

4.1结构互译：收敛等价性

网→滤子 滤子→网

尾段滤子构造：F(xα) = {A ⊆
X | ∃α0, ∀α ≥ α0, xα ∈ A}

有向集构造：D = {(A, x) | A ∈
F , x ∈ A}, (A, x) ≤ (B, y) ⇐⇒
A ⊆ B

收敛等价： xα → x ⇐⇒
F(xα) → x

映射定义：φ((A, x)) = x 满足

φ → x ⇐⇒ F → x

4.2核心概念对比

概念 网 (Nets) 滤子 (Filters)

收敛对象 函数 xα : D → X 集族 F

序列推广 有向集下标（N的推广） 集合包含关系

收敛本质 xα最终进入每个邻域 F 包含每个邻域

子结构 子网（需保序性+余终性） 滤子加细（F ′ ⊇ F）

紧性刻画 网有收敛子网 ⇐⇒ 紧 滤子有收敛加细 ⇐⇒ 紧

五、历史意义的统一性

1. 修复序列缺陷

• 闭集刻画：A闭 ⇐⇒ A中的网/滤子极限 ∈ A

• 连续性：f 连续 ⇐⇒ f 保网/滤子收敛
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2. 紧性的革命性刻画
∀网存在收敛子网 ⇐⇒ X 紧

∀滤子存在收敛加细 ⇐⇒ X 紧

3. 语言选择偏好

• 网：分析学偏好（贴近 ε-δ语言）

• 滤子：范畴论适用（Bourbaki学派基础工具）

六、哲学内涵：如何理解本质？

统一视角

两者通过抽象方式替代序列：

• 下标集推广：有向集（网）

• 尾段推广：滤子基（滤子）

• 最终统一：格论（lattice theory）的共终性（cofinality）

核心价值

• 建立不依赖可数性的极限理论

• 支撑现代拓扑结构：

– 拓扑向量空间

– 纤维丛理论

– 紧生成空间

总结:网与滤子是描述拓扑收敛的孪生工具，二者本质等价. 网通过”广义序列”模拟

逼近，滤子通过集合包含直接过滤信息. 它们的诞生标志着拓扑从度量空间到抽象

空间的历史性突破.
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11 紧Hausdorff空间的超滤刻画

命题 11.1. TFAE:

• X 是 Hausdorff空间.

• X 上的每个滤子至多有一个极限.

• X 上的每个超滤至多有一个极限.

命题 11.2. TFAE:

• X 紧.

• X 的每个滤子都有聚点.

• X 的每个超滤都收敛.

推论 11.3. X 是紧 Hausdorff空间当且仅当每一个超滤都有且仅有一个极限.

从而每一个紧 Hausdorff空间都确定了一个映射

c : U (X) → X, G 7→ limG

设 f : X → Y 是一个映射，由于超滤的像还是超滤，从而我们得到一个映射

U (f) : U (X) → U (Y ), G 7→ f(G)

设 X 是非空集，U (X) 是 X 上的超滤集，U (U (X)) 是 U (X) 上的超滤集，令 U ∈
U (U (X))，令

σ(U) =
⋃
A∈U

⋂
G∈A

G

我们知道
⋂
G∈A

G 是一族滤子的交，从而还是滤子，并且容易知道

{⋂
G∈A

G

}
成为一个定向

集，从而并还是滤子.

于是我们知道 σ(U)是 X 的滤子，称为滤子 U的对角滤子.事实上，σ(U)还是 X 上的超

滤.

从而得到映射

σ : U (U (X)) → U (X)

定理 11.4 (Manes). X 是紧 Hausdorff 空间，映射 c : U (X) → X 把每个超滤映为它的极限，

则 c满足：

• 任给 x ∈ X，c(↑ x) = x.
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• 任给 U ∈ U (U (X))，c ◦ σ(U) = c ◦ U (c)((U)).

U (U (X)) U (X)

U (X) X

U (c)

σ c

c

反过来，任给非空集合 X 与映射 c : U (X) → X，若 c满足上面两个条件，则存在唯一

的拓扑 O使得对 X 上的每一个超滤 G，恒有

c(G) = x ⇐⇒ G 关于 O收敛于 x

特别地，(X,O)是紧 Hausdorff空间.
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12 Tychonoff空间

定义 12.1. X 为拓扑空间.

• X 的一个紧化指一个序对 (Y, c)，其中 Y 是紧空间，c : X → Y 是同胚嵌入，并且 c(X)

是 Y 的稠子集.

• X 的紧化 (Y, c)称为 Hausdorff紧化，若 Y 是紧 Hausdorff空间.

• 若 (Y, c)是 X 的一个紧化，称 Y \c(X)为紧化 (Y, c)的剩余.

定义 12.2. X 为拓扑空间，若任意给定 X 的开集 U 以及 x ∈ U，总是存在连续函数 f : X →
[0, 1]满足

f(x) = 0, f(X\U) ⊂ {1}

则称 X 完全正则. 完全正则的 T0空间称为 Tychonoff空间(T3.5).

命题 12.3. T4 ⇒ T3.5 ⇒ T3.

定义 12.4. {fi : X → Yi}i∈I 是一族映射，始拓扑就是使得每一个 fi 连续的最粗的拓扑，如果

X 配备了始拓扑，则称 {fi : X → Yi}i∈I 为一个初始源.

评注 12.5. 连续当且仅当开集的原像是开集，从而开集越多越容易连续，开集越少越不容易
连续.

引理 12.6. {fi : X → Yi}i∈I 是一个初始源，当且仅当{
∆i∈Ifi : X →

∏
i∈I

Yi

}

是初始源，其中 ∆i∈Ifi是对角映射.

证明:由乘积空间的泛性质显然. □

命题 12.7. X 完全正则当且仅当

{f : X → [0, 1]}f∈ΛX

是初始源，其中 ΛX 是 X → [0, 1]的全体连续映射.

证明: ⇒: 设 O为 X 自身的拓扑，Ω为始拓扑，显然我们有 Ω ⊂ O.

另一方面，设 U ∈ O，对于 x ∈ U，由于 (X,O)完全正则，我们知道存在 fx ∈ ΛX 使得

fx(x) = 0, fx(X\U) ⊂ {1}

我们知道 f−1
x ([0, 1)) ∈ Ω. 因此我们知道

U =
⋃
x∈U

f−1
x ([0, 1))
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从而我们知道 O ⊂ Ω.

⇐: 由于是 X 的拓扑是始拓扑，我们知道

{[0, a), (a, 1] : a ∈ (0, 1)}

是 [0, 1]的一个子基，而 ΛX 是 X 到 [0, 1]的全体连续函数. 不难验证

{f−1([0, 1)) : f ∈ λX}

是X的一个子基9.设U 是X的开集，x0 ∈ U，由于子基，我们知道存在 g1, · · · , gn ∈ ΛX

使得

x0 ∈
n⋂

i=1

g−1
i ([0, 1)) ⊂ U

令

g(z) = max{gi(z) : i ≤ n},∀z ∈ X

我们知道 g连续，并且 g(x0) < 1，定义 h : [0, 1] → [0, 1]如下：

h(t) =


0, t ≤ g(x0)

t− g(x0)

1− g(x0)
, t > g(x0)

令 f = h ◦ g : X → [0, 1]，我们知道 f 连续并且 f(x0) = 0，f(X\U) ⊂ {1}. 从而 X 完全

正则. □

推论 12.8. 完全正则是遗传性质和乘积性质.

证明:
遗传性质： 我们只需要考虑 U ⊂ X 为一个子空间，则对于 U 中的闭集 K 与 x，我们知道

存在 X 中的闭集 T 使得 K = T ∩ U，并且 x /∈ T，从而存在连续函数 f 使得 f(x) = 0，

f(T ) ⊂ {1}.

从而我们知道 f |U 满足条件，从而子空间是遗传性质.

乘积性质：若 {Xi}i∈I 是一列完全正则空间，我们取

x⃗ = (xi)i∈I , open set U ⊂
∏
i∈I

Xi, s.t. x⃗ ∈ U

不妨设

U = Ui1 × · · · × Uin ×
∏

j ̸=i1,··· ,in

Xj

这说明

xik ∈ Uik

9需要注意到 f 是连续函数，则 1− f 与 af 都是连续函数，从而会导致存在 f [0,a) 与 f−1((a, 1]).
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这说明存在连续函数

fik : Xik → [0, 1], s.t. fik(xik) = 0, fik(Xik\Uik) ⊂ {1}

从而我们只需定义

f :
∏
i∈I

Xi → [0, 1], z⃗ 7→ max
1≤k≤n

{fik(zik)}

容易验证满足条件，从而是完全正则的. □

定理 12.9. X 拓扑空间，TFAE:

• X 是 Tychonoff空间.

• X 同胚于闭区间 [0, 1]某次幂的一个子空间.

• X 同胚于某紧 Hausdorff空间的子空间.

• X 有 Hausdorff紧化.

证明: (1)推 (2): 若 X 是 Tychonoff空间，我们知道

{f : X → [0, 1]}f∈ΛX

是初始源.从而我们考虑对角映射：

k := ∆f∈ΛX
f : X → [0, 1]ΛX

由于 X 是 Tychonoff空间，且 k是单射，我们知道 k是始拓扑，从而 k是同胚嵌入.

(2)推 (3): 显然.

(3) 推 (4): Z 是紧 Hausdorff 空间，k : X → Z 是同胚嵌入，令 Y = k(X)，则 Y 是紧

Hausdorff空间，我们知道 (Y, c)为 X 的 Hausdorff紧化，其中 c与 k 完全一样，不过把值域

限制到 Y 上.

(4)推 (1):紧 Hausdorff空间是 Tychonoff空间，而 Tychonoff空间的子空间也是 Tychonoff

空间. □
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13 Stone-Čech紧化

设 X 为拓扑空间，令 ΛX 表示 X → [0, 1]空间的全体连续映射，令 kX 表示对应的对角

映射

kX : X → [0, 1]ΛX , x 7→ (h(x))h∈ΛX

记 kX(X)在乘积空间 [0, 1]ΛX 中的闭包为 βX，即

βX = kX(X)

则 βX 是紧 Hausdorff空间，令

ηX : X → βX

为 kX 把值域限制到 βX 得到的映射，则我们知道 ηX(X)是 βX 的稠子集.

定理 13.1. X 是拓扑空间，Y 是紧 Hausdorff空间，则任给连续映射 f : X → Y，都存在唯一

的连续映射 f ∗ : βX → Y，使得 f = f ∗ ◦ ηX .

X βX

Y

ηX

f
∃!f∗

为了证明这个定理，我们给出几个引理：

引理 13.2. 若 X 是 Tychonoff 空间，则 ηX : X → βX 是同胚嵌入，(βX, ηX) 是 X 的一个

Hausdorff紧化.

证明:注意到完全正则当且仅当 ηX 诱导初始拓扑即证明. □

引理 13.3. X 紧 Hausdorff，则 ηX : X → βX 是同胚.

证明:由于紧 Hausdorff可以推 Tychonoff，而 ηX 是连续单射，由于 X 紧，βX Hausdorff，所

以 ηX 闭映射，从而同胚. □

引理 13.4. 任给连续映射 h : X → [0, 1]，存在唯一的连续映射 h∗ : βX → [0, 1] 使得 h =

h∗ ◦ ηX .

证明:由于 h ∈ ΛX，从而我们考虑

ph : [0, 1]
ΛX → [0, 1]
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为 h-方向的投影映射，h∗表示 ph在 βX 上的限制，从而我们知道 h∗满足要求.

X [0, 1]ΛX

βX [0, 1]h

kX

ηX
h

ph

h∗=ph|βX

唯一性由 [0, 1]是 Hausdorff空间并且 ηX(X)是 βX 的稠子集得到. □

定理 13.1的证明：由于 Y 是 Hausdorff空间，ηX(X)在 βX 中稠，若 f ∗ 存在，则必然唯一.

下面说明存在性.

对于任意的 h ∈ ΛY，令

fh = ph ◦ kY ◦ f : X → Y → [0, 1]ΛY → [0, 1]

我们知道存在唯一的连续映射 f ∗
h : βX → [0, 1]使得 fh = f ∗

h ◦ ηX .

X βX [0, 1]

Y [0, 1]ΛY

ηX

f

f∗
h

f∗ g

kY

ph

其中 g : βX → [0, 1]ΛY 是 {f ∗
h}h∈ΛY

的对角映射，即 g是满足 f ∗
h = ph ◦ g的唯一映射.

由于

g(βX) = g(ηX(X)) ⊂ (g ◦ ηX)(X)

= (kY ◦ f)(X) = kY (f(X))

= kY
Ä
f(X)

ä
(kY 是闭映射)

⊂ kY (Y )

所以 g 的像含于 βY，令 g̃ : βX → βY 表示把 g 的值域限制为 βY 得到的映射，由于 Y

是紧 Hausdorff空间，ηY : Y → βY 是同胚，令

f ∗ = η−1
Y ◦ g̃ : βX → βY → Y

则 f ∗满足要求. □.

定义 13.5. 若X 是 Tychonoff空间，则 (βX, ηX)是X 的一个 Hausdorff紧化，称为它的 Stone-

Čech紧化.

定义 13.6. 设 X 是 Tychonoff空间，(Y1, c1)与 (Y2, c2)是 X 的 Hausdorff紧化，若存在连续映

射 f : Y1 → Y2，使得 c2 = f ◦ c1，则称 (Y1, c1) 比 (Y2, c2) 大，记为 (Y2, c2) ⊑ (Y1, c1). 由于
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Y1, Y2都是紧 Hausdorff空间，f 一定是满射，于是 Y2是 Y1的连续像.

Y1

X

Y2

f

c1

c2

评注 13.7. 显然 ⊑具有传递性.
Y1

X Y2

Y3

f

g

推论 13.8. Tychonoff空间的 Stone-Čech紧化是它的最大的 Hausdorff紧化，也就是说任何 X

的 Hausdorff紧化 (Y, c)都有 (Y, c) ⊑ (βX, ηX).

定义 13.9. 设 X 是 Tychonoff空间，(Y1, c1)与 (Y2, c2)是 X 的 Hausdorff紧化，若存在同胚映

射

f : Y1 → Y2

使得 c2 = f ◦ c1，则称 (Y1, c1)与 (Y2, c2)等价.

Y1

X

Y2

f

c1

c2

命题 13.10. X 为 Tychonoff空间，(Y1, c1)与 (Y2, c2)为 Hausdorff紧化，则 (Y1, c1)与 (Y2, c2)

等价当且仅当 (Y1, c1) ⊑ (Y2, c2)且 (Y2, c2) ⊑ (Y1, c1).

证明:必要性是显然的，下面说明充分性，若存在连续映射 f，g使得下图交换:

X

Y1 Y2 Y1

c1 c2
c1

f g

我们有

g ◦ f ◦ c1 = c1

结合 Y1是 Hausdorff空间，并且 c1(X)是 Y1的稠子集，我们知道 g ◦ f = 1Y1，同理知道

f ◦ g = 1Y2，从而 f 是同胚，于是等价. □

38



定理 13.11. (Y, c)是 Tychonoff空间 X 的 Hausdorff紧化，TFAE:

• (Y, c)和 X 的 Stone-Čech紧化等价.

• 任给紧 Hausdorff空间 Z 和连续映射 f : X → Z，存在 f ∗ : Y → Z 使得 f = f ∗ ◦ c.

• 任给连续映射 f : X → [0, 1]，存在连续映射 f ∗ : Y → [0, 1]，使得 f = f ∗ ◦ c.
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14 局部紧空间与最小 Hausdorff紧化

定义 14.1. X 为拓扑空间，若任给 x ∈ X 以及 x 的邻域 U，存在 X 的紧子集 K 使得 x ∈
K◦ ⊂ K ⊂ U，则称 X 局部紧.

命题 14.2. Hausdorff空间 X 局部紧当且仅当 X 的每一点都有一个紧邻域 K.

命题 14.3. 正则的紧空间是局部紧的.

定义 14.4. 正则空间的每个点的每个邻域都包含该点的一个闭邻域，从而有时也罢正则空间
称为局部闭空间.

命题 14.5. 局部紧空间的开子空间与闭子空间局部紧.

引理 14.6. Hausdorff空间的局部紧稠子集是开集.

引理 14.7. D是 Hausdorff空间 X 的稠子集，f : X → Y 是连续映射，若 f |D : D → Y 是同胚

嵌入，则 f(X\D) ⊂ Y \f(D).

定义 14.8. 设 X 是非紧的局部紧 Hausdorff空间，令 αX = X ∪ {∞}，其中∞ /∈ X，令

O = {X 的全体开集} ∪ {U ⊂ αX : ∞ ∈ U,X\U 是 X 的紧子集}

则 (αX,O)是紧 Hausdorff空间，并且含入映射 φX : X → (αX,O)是同胚嵌入并且X 是

(αX,O)的稠子集. αX 称为 X 的单点紧化.

命题 14.9. X 是非紧的 LCH空间，则 αX 是 X 的最小 Hausdorff紧化.

引理 14.10. X 是非紧的拓扑空间，(Y, c)是 X 的最小 Hausdorff紧化，则 Y \c(X)是单点集.

定理 14.11. X 为非紧的 Hausdorff空间，TFAE:

• X 局部紧.

• X 有一个最小的 Hausdorff紧化.

• X 是 Tychonoff空间并且是它的每个 Hausdorff紧化的开子空间.

• X 是 Tychonoff空间并且是它的 Stone-Čech紧化的开子空间.

• X 同胚于某 Hausdorff空间的一个开子空间.

定理 14.12 (Whitehead定理). 若 X 是局部紧空间，f : Y → Z 是商映射，则乘积映射

f × 1X : Y ×X → Z ×X

是商映射.
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定义 14.13. 若拓扑空间 X 的子集 S 满足以下任何一个等价定义，则称 S 为 X 的一个局部闭

子集.

• S 是某个开集和某个闭集的交，即存在开集 U ⊂ X 和闭集 F ⊂ X 使得 S = U ∩ F .

• S 在其闭包中是开集，即存在开集 U ⊂ X 使得 S = U ∩ S.

• 对于每个点 x ∈ S，存在一个开邻域 Vx，使得 S ∩ Vx在 Vx的子空间拓扑是闭集.

证明:下面我们说明这三个定义是等价的:

(1) =⇒ (3)：取 Vx = U 即可.

(3) =⇒ (2)：我们令 U =
⋃
x∈S

Vx，F = S，下面说明 S = U ∩ F . 显然有 S ⊂ U ∩ F，只

需要说明反方向.

对任意的 y ∈ U ∩F = U ∩S，由于 y ∈ U，从而存在 x ∈ S使得 y ∈ Vx，由于 y ∈ S，我

们知道包含 y 的任意开集与 S ∩ Vx 相交，于是 y ∈ S ∩ Vx，由于 S ∩ Vx 在 Vx 中是闭集，于

是我们知道

S ∩ Vx ∩ Vx = S ∩ Vx

于是有

y ∈ S ∩ Vx ∩ Vx = S ∩ Vx ⊂ S

所以 U ∩ F ⊂ S.

(2) =⇒ (1)：显然. □
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15 拓扑完备空间

定义 15.1. 若拓扑空间 X 可完备度量化，则称 X 拓扑完备.

命题 15.2. 关于拓扑完备.

• 拓扑完备是闭遗传性质.

• 拓扑完备是开遗传性质.

• 拓扑完备是可数可乘性质.

定理 15.3. X 是拓扑空间，A ⊂ X .

• 若 X 拓扑完备，A是 X 的 Gδ 集，则 A拓扑完备.

• 若 A拓扑完备，X 可度量化，则 A是 X 的 Gδ 集.

定义 15.4. X 为拓扑空间，若 X 同胚与某 Hausdorff空间的一个 Gδ 集，则称 X Čech完备.

定理 15.5. 设 X 为 Tychonoff空间，TFAE:

• X 是 Čech完备空间.

• X 是它的 Stone-Čech紧化的 Gδ 集.

• X 是它的每个 Hausdorff紧化的 Gδ 集.

• 若 X 是 Tychonoff空间 Y 的稠子集，则 X 是 Y 的 Gδ 集.

命题 15.6. 完备度量空间是 Čech完备空间.

定理 15.7. 拓扑空间 X 拓扑完备当且仅当 X 是可度量化的 Čech完备空间.

命题 15.8. Čech完备空间是 Baire空间.
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