
数理方程笔记 Chapter 4

Chaper 4 波动方程

4.1 波动算子的基本解

所谓波动方程即

∂ 2u

∂t2
− a2Δu = f(x, t)

其中 f(x, t) 为外力，当 n = 3 时，设下面基本解为 E(x, t)：

∂ 2

∂t2
− Δ

即

∂ 2E(x, t)

∂t2
− a2ΔE(x, t) = δ(x, t)

还是一样，对 x 进行 Fourier 变换，得到

∂ 2Ê(ξ, t)

∂t2
+ a2|ξ|2Ê(ξ, t) = δ(t)

这是一个非齐次的二阶线性 ODE，ODE知识告诉我们

Ê(ξ, t) = k1(ξ, t) sin(a|ξ|t) + k2(ξ, t) cos(a|ξ|t)

对 t 求导有

∂Ê

∂t
= k

′
1 sin(a|ξ|t) + k2 cos(a|ξ|t)a|ξ| + k

′
2 cos(a|ξ|t) − k2 sin(a|ξ|t)a|ξ|

我们人为令

k
′
1 sin(a|ξ|t) + k

′
2 cos(a|ξ|t) = 0

于是我们有

∂ 2Ê

∂t2
= k′

1 cos(a|ξ|t)a|ξ| − k1 sin(a|ξ|t)a2|ξ|2 − k′
2 sin(a|ξ|t)a|ξ| − k2 cos(a|ξ|t)a2|ξ|2

于是得到

∂ 2Ê

∂t2
+ a2|ξ|2Ê = k

′
1 cos(a|ξ|t)a|ξ| − k

′
2 sin(a|ξ|t)a|ξ|

于是希望
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k′
1 cos(a|ξ|t)a|ξ| − k′

2 sin(a|ξ|t)a|ξ| = δ(t)

所以希望解的方程为：

{

第一个式子 × cos(a|ξ|t)a|ξ| 再减去第二个式子 × sin(a|ξ|t) 得到

k′
2(cos2(a|ξ|t) + sin2(a|ξ|t))a|ξ| = −δ(t) sin(a|ξ|t)

于是得到

k′
2a|ξ| = 0 ⟹ k′

2 = 0

于是对于变量 t 而言，k2 是一个常数. 我们取 k2 = 0，得到

{

同理可得到

k
′
1a|ξ| = δ(t) cos(a|ξ|t) = δ(t)

即

k′
1 =

δ(t)

a|ξ|

于是

k1(ξ, t) =

于是我们得到

Ê(ξ, t) =

为了求出 E(x, t)，我们有两种方法.

法1： 设曲面

S = {x ∣ p(x) = 0, dp(x) ≠ 0, p ∈ C∞}

我们定义广义函数

δ(p(x)) ∈ D
′(R)

为

k′
1 sin(a|ξ|t) + k′

2 cos(a|ξ|t) = 0
k′

1 cos(a|ξ|t)a|ξ| − k′
2 sin(a|ξ|t)a|ξ| = δ(t)

k′
1 sin(a|ξ|t) = 0

k′
1 cos(a|ξ|t)a|ξ| = δ(t)

⎧⎪⎨⎪⎩H(t)

a|ξ|
, t > 0

0, t = 0
−H(−t)

a|ξ|
, t < 0

⎧⎪⎨⎪⎩Ê+ :=
1

a|ξ|
H(t) sin(a|ξ|t), t > 0

Ê− :=
(−1)

a|ξ|
H(−t) sin(a|ξ|t), t < 0



⟨δ(p(x)),φ⟩ := ∫
p(x)=0

φ(x)ds, ∀φ ∈ C∞
0 (Rn)

我们注意到

sing supp δ(p(x)) = supp δ(p(x)) = {x ∣ p(x) = 0}

额外的，如果是紧集，则 δ(p(x)) ∈ E
′ ⊆ S

′. 于是有

ˆδ(p(x)) = ⟨δ(p(x)), e−ixξ⟩ = ∫
p(x)=0

e−ixξdsx

当 n = 3 的时候，设

p(x) = r − |x|

则有

S = {x: |x| = r}

有

x ⋅ ξ = |x||ξ| cos θ

令 x≥0 轴经过 ξ 点，有

当 t > 0 时，令 r = at(a > 0)，我们有

于是

E+(x, t) =
1

4πa2t
H(t)δ(at − x)

当 t < 0 时，令 r = −at > 0(a > 0)，同理有

Ê−(ξ, t) =
−1

4πa2t
H(−t)δ̂(at + |x|)(ξ)

δ̂(r − |x|)(ξ) = ∫
|x|=r

e−i|x||ξ| cos θdsx

= ∫
2π

0
∫

π

0
e−i|x||ξ| cos θr2 sin θdθdφ

= −2πr2 ∫
1

−1
e−r|ξ|ydy

=
4πr

|ξ|
sin(r|ξ|)

Ê+(ξ, t) =
1

a|ξ|
H(t) sin(a|ξ|t)

=
4πat

|ξ|
( 1

a
H(t)) sin(a|ξ|t)

1

4πat

=
1

4πa2t
H(t)(

4πat

|ξ|
sin(a|ξ|t))

=
1

4πa2t
H(t)δ̂(r − |x|)(ξ)



于是

E−(x, t) =
1

4πa2t
(−H(−t))δ(at + |x|)

法2： 利用 Fourier 逆变换直接计算，以 n = 3 为例：

4.2 一维波动方程

4.2.1 初值问题

我们考虑方程

(P) :

利用叠加原理，我们只需要分别考虑两个方程：

⎧⎪⎨⎪⎩ ∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
= f(x, t), t > 0,x ∈ R

u|t=0 = φ(x)
∂u

∂t t=0
= ψ(x)∣
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(P1) : , (P2) :

现在我们来求解 (P1)：我们作换元

ξ = x − at, η = x + at

于是我们有

∂u

∂x
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂u

∂η

∂η

∂x
=

∂u

∂ξ
+

∂u

∂η

于是

∂ 2u

∂x2
=

∂ 2u

∂ξ2
+ 2

∂ 2u

∂ξ∂η
+

∂ 2u

∂η2

而

∂u

∂t
= a( ∂u

∂η
−

∂u

∂ξ
)

从而

∂ 2u

∂t2
= a2 ( ∂ 2u

∂ξ2
− 2

∂ 2u

∂ξ∂η
+

∂ 2u

∂η2
)

所以我们得到

0 =
∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
= −4a2 ∂ 2u

∂ξ∂η

所以

∂ 2u

∂ξ∂η
= 0

于是

∂u

∂ξ
= F̃(ξ)

于是

u(ξ, η) = F(ξ) + G(η)

从而

u(x, t) = F(x − at) + G(x + at)

结合我们的初值条件：

⎧⎪⎨⎪⎩ ∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
= 0, t > 0,x ∈ R

u|t=0 = φ(x)
∂u

∂t t=0
= ψ(x)∣ ⎧⎪⎨⎪⎩ ∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
= f(x, t), t > 0,x ∈ R

u|t=0 = 0
∂u

∂t t=0
= 0∣



于是我们有

{

于是有

解方程得到

于是

u(x, t) =
1

2
(φ(x − at) + φ(x + at)) +

1

2a
∫

x+at

x−at

ψ(y)dy

现在来求解 (P2)，即

我们使用 Duhamel 原理将其变成一个齐次化的问题

⎧⎪⎨⎪⎩u|t=0 = φ(x)
∂u

∂t t=0

= ψ(x)∣F(x) + G(x) = φ(x)
a (−F ′(x) + G′(x)) = ψ(x)

⎧⎪⎨⎪⎩F(x) + G(x) = φ(x)

a (−F(x) + G(x)) + C = ∫
x

x0

ψ(y)dy

⎧⎪⎨⎪⎩F(x) =
1

2
φ(x) −

1

2a
∫

x

x0

ψ(y)dy +
c

2a

G(x) =
1

2
φ(x) +

1

2a
∫

x

x0

ψ(y)dy −
c

2a

⎧⎪⎨⎪⎩ ∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
= f(x, t), t > 0

u|t=0 = 0
∂u

∂t t=0

= 0∣⚠️注意：



4.2.2 弦振动方程的初边值问题

考虑方程

(Pd):

⎧⎪⎨⎪⎩ ∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
= f(x, t), t > 0

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t t=0

= ψ(x)

u(0, t) = u(l, t) = 0∣
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还是使用叠加原理：

(Pd1
):

与

(Pd2):

使用分离变量法求解 (Pd1)，假设

u(x, t) = X(x)T (t)

带入方程就会得到

X ′′(x)

X(x)
=

T ′′(t)

a2T (t)
= −μ

变成 S-L 问题：

{

对 μ 分情况讨论：当 μ < 0 时，有

X(x) = C1e
√−μx + C2e

−√−μx

代入初值得到

C1 = C2 = 0

平凡解，舍去. 当 μ = 0 时，有

X(x) = C1 + C2x

代入得到

C1 = C2 = 0

平凡解，舍去. 当 μ > 0 时，有

X(x) = C1 cos(√μx) + C2 sin(√μx)

代入 X(0) = 0 得到

C1 = 0

⎧⎪⎨⎪⎩ ∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
= 0, t > 0

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t t=0

= ψ(x)

u(0, t) = u(l, t) = 0∣⎧⎪⎨⎪⎩ ∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
= f(x, t), t > 0

u|t=0 = 0,
∂u

∂t t=0
= 0

u(0, t) = u(l, t) = 0∣X ′′(x) + μX(x) = 0
X(0) = X(l) = 0



代入 X(l) = 0 得到

C2 sin(√μl) = 0

故所有非平凡解为

Xk(x) = Ck sin
kπ

l
x, μk = ( kπ

l
)

2

将 μk 代入得到

T ′′
k (t) + a2μkTk(t) = 0

即

Tk(t) = Ak cos( kπa

l
t) + Bk sin( kπa

l
t)

于是

uk(x, t) = Xk(x) + Tk(t)

从而

u(x, t) =
∞

∑
k=1

uk(x, t) =
∞

∑
k=1

(Ak cos( kπa

l
t) + Bk sin( kπa

l
t)) sin( kπ

l
x)

利用初值 u|t=0 = φ(x) 与 
∂u

∂t t=0

= ψ(x) 来确定 Ak,Bk，有

所以最后我们得到：

Ak =
2

l
∫

l

0
φ(x) sin(

kπx

l
)dx, Bk =

2

kπa
∫

l

0
ψ(x) sin(

kπx

l
)dx

4.3 n = 2, 3 Cauchy 问题

––∣ ⎧⎪⎨⎪⎩φ(x) =
∞

∑
k=1

Ak sin(
kπ

l
x)

ψ(x) =
∞

∑
k=1

Bk
kπa

l
sin(

kπ

l
x)
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