
数理方程笔记 Chapter 2

Chapter 2 二阶线性椭圆方程

2.1 Laplace 方程

2.1.1 基本解

我们可利用基本解研究线性偏微分算子的局部可解性. 考虑方程

P (D)u = f,

其中 f ∈ D
′ (Ω), Ω ⊂ R

n 为开区域. 应用单位分解后,我们可设 f ∈ E
′ (Ω) . 因此, E ∗ f 是可定义

的广义函数.

于是,我们有

证明：

由于

P (D)u = P (D) (E ∗ f) = (P (D)E) ∗ f = δ ∗ f = f

有时写作为

设 P (D) = ∑
|a|≤m

aa∂ a 是一常系数 m 阶线性偏微分算子. 若 E ∈ D
′ (R

n) 满足方程

P (D)E = δ,

则称 E 为算子 P (D) 的基本解.

u = E ∗ f 是方程 P (D)u = f 之广义函数解.

(定义)  基本解

(定理)  Thm
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Example

这里最后一句话的意思是我们想对其使用傅里叶变换，也就是说需要落在 Schwartz 函数

P (Dx)E (x, y) = δ (x − y),

相应的解可写为 u = ∫ E (x, y)f (y)dy .



空间内，所以需要是缓增的广义函数，所以需要杀死 e−ax 的增速爆炸的一段，也就是：

2.1.2 Δ 算子的基本解

考虑

Δ =
n

∑
j=1

∂ 2
xj

设 E(x) 为 Δ 的基本解，即

ΔE(x) = δ(x)

物理背景看成单位正电荷产生的电厂，告诉我们 E(x) 仅与 |x| =
n

∑
i=1

x2
i  有关，我们把 |x|

记为 r，令

ΔE(r) = δ(r)

由于

∂E(r)

∂xj

=
dE(r)

dr
⋅

∂r

∂xj

=
dE(r)

dr

xj

r

于是

∂ 2E(r)

∂x2
j

=
∂

∂xj

(
dE(r)

dr

xj

r
) =

r2 − x2
j

r3

dE(r)

dr
+ (

xj

r
)

2 d2E(r)

dr2

所以：

⎷
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ΔE(r) =
n

∑
j=1

(
r2 − x2

j

r3

dE(r)

dr
+ (

xj

r
)

2 d2E(r)

dr2
) =

n − 1

r

dE(r)

dr
+

d2E(r)

dr2

所以我们需要解的方程变成：

n − 1

r

dE(r)

dr
+

d2E(r)

dr2
= δ(r)

我们令

w(r) =
dE(r)

dr

有

dw(r)

dr
+

n − 1

r
w(r) = δ(r)

两边同时乘 rn−1(n ≥ 2)，有

rn−1 dw(r)

dr
+ rn−2(n − 1)w(r) = rn−1δ(r) = 0

也就是

d

dr
(rn−1w(r)) = rn−1 dw(r)

dr
+ rn−2(n − 1)w(r) = 0

所以

rn−1w(r) = c ⟹ w(r) =
c

rn−1

所以我们得到

dE(r)

dr
=

c

rn−1

当 n = 2 的时候，我们有

E(r) = c ln r + c′ = c2 ln r + c′

当 n > 2 的时候，我们有

E(r) =
c

2 − n
r2−n + c′ = cnr

2−n + c′

问题在于怎么确定常数.

对于比较好的函数，有

(引理)  Green 第二恒等式



我们对 v = r2−n 使用 Green 恒等式，设 B(Q) 是 Q 的一个半径为 ε 的球邻域，P  是动点，令
|PQ| = r，我们有

∫
Ω−B(Q)

[uΔ( 1

rn−2
) −

1

rn−2
Δu]dV = ∫

∂(Ω−B(Q))
[u ∂

∂→n
( 1

rn−2
) −

1

rn−2

∂u

∂→n
]dS

把第二个式子的边界拆开，有

∫
∂(Ω−B(Q))

[u ∂

∂→n
( 1

rn−2
) −

1

rn−2

∂u

∂→n
]dS = (∫

∂Ω
−∫

∂B(Q)
)[u ∂

∂→n
( 1

rn−2
) −

1

rn−2

∂u

∂→n
]

由于我们有

Δcnr
2−n = δ

于是有在 Ω − B(Q) 中有

Δ
1

rn−2
= 0

所以有

∫
Ω−B(Q)

uΔ( 1

rn−2
)dV = 0

另外，我们有

由积分中值定理我们得到

∫
∂B(Q)

udS = u(Q∗)εn−1(n − 2)|Sn−1|, ∫
∂B(Q)

∂u

∂r
dS =

∂u

∂r
(Q′)εn−1(n − 2)|Sn−1|

于是我们知道

lim
ε→0
∫

∂B(Q)
[u ∂

∂→n
( 1

r
) −

1

r

∂u

∂→n
] = −(n − 2)|Sn−1|u(Q)

带回原方程，我们有

−∫
Ω

1

rn−2
ΔudV = ∫

∂Ω

[u ∂

∂→n
( 1

rn−2
) −

1

rn−2

∂u

∂→n
]dS + (n − 2)|Sn−1|u(Q)

∫
∂B(Q)

[u ∂

∂→n
( 1

rn−2
) −

1

rn−2

∂u

∂→n
] = ∫

∂B(Q)
[u ∂

∂→r
( 1

rn−2
) −

1

rn−2

∂u

∂→r
]

= −
n − 2

εn−1
∫

∂B(Q)
udS −

n − 2

εn−2
∫

∂B(Q)

∂u

∂r
dS

∫
Ω

(uΔv − vΔu)dV = ∫
∂Ω
(u ∂v

∂→n
− v

∂u

∂→n
)dS



整理就得到

u(Q) =
1

(n − 2)|Sn−1|
[∫

∂Ω
r2−n ∂u

∂→n
dSP − ∫

∂Ω
u

∂

∂→n
r2−ndSp − ∫

Ω
r2−nΔudVp]

这个公式也被称为位势积分.

现在对于任意的 φ ∈ C∞
0 (Ω)，r = |PQ|，我们都有

由于 φ|∂Ω ≡ 0，所以我们把上面位势积分中的 u 变成 φ，知道式子前两项都是 0，于是有

cn ∫
Ω
r2−nΔφdVP = φ(Q) = −

1

(n − 2)|Sn−1|
∫

Ω
r2−nΔφdVp

所以我们得到了

cn = −
1

(n − 2)|Sn−1|

记录一下三维情况的位势积分：

u (Q) =
1

4π
[∬

∂Ω

1

r

∂u

∂n
dS −∬

∂Ω
u

∂

∂n
( 1

r
)dS −∭

Ω

1

r
Δu dx]

2.1.3 调和函数的平均值公式与最大模原理

φ(Q) = ⟨δ(Q − P),φ(P)⟩P

= ⟨Δ (cnr2−n),φ(P)⟩P

= cn⟨r
2−n, Δφ(P)⟩P

= cn ∫
Ω
r2−nΔφ(P)dVP

⚠️注意：

我们常用 Γ(P ,Q) 来表示 Laplace 方程的基本解，其中 P  是动点而 Q 是定点. 此时位势
积分也记为

u(Q) = ∫
∂Ω

−Γ(P ,Q)
∂u

∂→n
dSP + ∫

∂Ω
u

∂

∂→n
Γ(P ,Q)dSP + ∫

Ω
Γ(P ,Q)ΔudVp

设 u 是调和函数，令 Ω = B(R,Q)，我们有球面平均值：

u(Q) =
1

4πR2
∫

∂Ω
u(P)dSP

(定理)  平均值公式
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利用极值原理我们可以证明 Laplace 方程的唯一性和稳定性：

证明：

由位势积分，我们有

u(Q) =
1

4π
∫
S(R,Q)

[ 1

r

∂u

∂→n
+ u

1

r2
]dSP

我们给出一个 Claim，即如果 Δu = 0 在 Ω 上恒成立，而 ∂Ω 光滑，则有 ∫
∂Ω

∂u

∂→n
dS = 0.

证明只需要对 v = 1 使用 Green 第二恒等式. 所以我们立刻得到

u(Q) =
1

4π
∫
S(R,Q)

[
1

r

∂u

∂→n
+ u

1

r2
]dSP =

1

4πR2
∫
S(R,Q)

u(P)dSP

于是证明了球面平均值公式，我们此时对 R 积分就得到球体平均值公式，即

|B(R,Q)|u(Q) = ∫
R

0
|S(r,Q)|u(Q)dr = ∫

R

0
∫
S(r,Q)

u(P)dSPdr = ∫
B(R,Q)

u(P)dVP

证明：

和最大模原理的证明几乎一模一样，若内部可以取到最大值，则我们利用平均值公
式知道周围都是最大值，则我们对于任意一条路径都可以找到一个有限覆盖从而证明路
径的首尾两端都是相等的. 然后利用欧式空间是局部道路连通空间，Ω 是连通开集知道 Ω
是道路连通集合，从而我们知道 Ω 中任意两点处的值一样，从而是常数.

和球体平均值

u(Q) =
1

|B(R,Q)|
∫

Ω
u(P)dVP

设 Ω ⊂ R
3 是一个连通开集，若 u 在 Ω 中调和并且不为常数，则 u 不能在 Ω 内达到上

下确界. 立刻可以得到若调和，则最大模和最小模一定在边界上取到.

(定理)  最大模原理



2.1.4 简单区域中的 Dirichlet 边值问题

我们考虑三种边值问题：
第一种就是Dirichlet边值：

证明：

设 u1,u2 都是解，令 u = u1 − u2，我们知道 u 是方程

的解，并且 u 是调和函数，所以最大值在边界取到，所以 u = 0，所以解是唯一的.
对于稳定性， 设 g 是一个函数，满足

|h| = |f − g| < ε

则方程

的解记为 ug，之前的解记为 uf，我们有 uf − ug 是方程

的解，由最大值原理知道

|uf − ug| ≤ max |h| ≤ ε

此即解的稳定性.

⎧⎪⎨⎪⎩Δu = 0

u|∂Ω = 0

⎧⎪⎨⎪⎩Δu = 0

u|∂Ω = g

⎧⎪⎨⎪⎩Δu = 0

u|∂Ω = f − g

DIrichlet 问题

的解是唯一的，并且方程的解具有稳定性.

⎧⎪⎨⎪⎩Δu = 0

u|∂Ω = f

(定理)  Thm
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第二种是 Neumann边值问题 (P1)：

还有一种混合边值问题，也称为第三边值问题：

这里聚焦于 Dirichlet 边值问题，下面我们先引入 Green 函数：考虑边值问题：

有

u(Q) = ∫
∂Ω

−Γ(P ,Q)
∂u

∂→n
dSP + ∫

∂Ω
u

∂

∂→n
Γ(P ,Q)dSP + ∫

Ω
Γ(P ,Q)ΔudVp

代入 Dirichlet 边值问题的条件，右边最后一项为 0，于是得到

u(Q) = ∫
∂Ω

−Γ(P ,Q)
∂u

∂→n
dSP + ∫

∂Ω
u

∂

∂→n
Γ(P ,Q)dSP

再注意到

0 = ∫
Ω

(uΔv − vΔu)dVP = ∫
∂Ω
[u

∂v

∂→n
+ Γ(P ,Q)

∂u

∂→n
]dSP

于是我们知道

u(Q) = ∫
∂Ω

u
∂v

∂→n
dSP + ∫

∂Ω
u

∂

∂→n
Γ(P ,Q)dSP = ∫

∂Ω
u

∂

∂→n
(v + Γ(P ,Q))dSP

于是我们就得到了

u(Q) = ∫
∂Ω

f(P)
∂

∂→n
(v + Γ(P ,Q))dSP = ∫

∂Ω
f(P)

∂

∂→n
G(P ,Q)dSP

其中

⎧⎪⎨⎪⎩Δu = 0

u|∂Ω = f

⎧⎪⎨⎪⎩Δu = 0

∂u

∂→n ∂Ω
= f∣⎧⎪⎨⎪⎩Δu = 0

au|∂Ω + b
∂u

∂→n ∂Ω

= f∣⎧⎪⎨⎪⎩Δv = 0

v|∂Ω = −Γ(P ,Q)



G(P ,Q) = Γ(P ,Q) + v

称作 Green 函数. 是一个在 P = Q 处有奇点的调和函数.

类似地，我们可以有这样子的方程(P2):

{

我们仍然考虑

然后有

∫
Ω
vΔu = ∫

Ω
vΔu − uΔv = ∫

∂Ω
v

∂u

∂→n
− u

∂v

∂→n

由位势积分，我们有

于是我们发现位势积分可以写成

u(Q) = ∫
Ω

(vΔu − uΔv)dVp + ∫
Ω

Γ(P ,Q)ΔudVP

其中 v 是前面提到的边值问题的解.

Δu = f, x ∈ Ω
u|∂Ω = 0

⎧⎪⎨⎪⎩Δv = 0

v|∂Ω = −Γ(P ,Q)

u(Q) = ∫
∂Ω

−Γ(P ,Q)
∂u

∂→n
dSP + ∫

∂Ω
u

∂

∂→n
Γ(P ,Q)dSP + ∫

Ω
Γ(P ,Q)ΔudVp

= ∫
∂Ω

v
∂u

∂→n
dSP − ∫

∂Ω
u

∂

∂→n
vdSP + ∫

Ω
Γ(P ,Q)ΔudVp

= ∫
Ω
vΔu + ∫

Ω
Γ(P ,Q)ΔudVp

= ∫
Ω

Δu(Γ(P ,Q) + v)dVP

= ∫
Ω
f(P)G(P ,Q)dVP

我们现在可以求解方程 (P)：

(定理)  叠加原理



2.1.5 Green 函数的性质

Green 函数的性质总结如下：

证明：

我们利用方程 (P1) 和方程 (P2)

(P1):{ , (P2):{

设其解分别为 u1,u2，我们发现 u1 + u2 就是 (P) 的解，所以我们知道

u(Q) = u1(Q) + u2(Q) = ∫
∂Ω

g(P)
∂G(P ,Q)

∂→n
dSP + ∫

Ω
f(P)G(P ,Q)dVP

其中 G 为 Green 函数.

Δu = 0, x ∈ Ω
u|∂Ω = g

Δu = f, x ∈ Ω
u|∂Ω = 0

证明：

{Δu = f, x ∈ Ω
u|∂Ω = g

Green 函数性质:

（1）G(P ,Q)|∂Ω = 0.

（2）ΔG(P ,Q) = Δ(Γ(P ,Q) + v) = ΔΓ(P ,Q) + 0 = δ(P − Q).

（3）交换性：G(P ,Q) = G(Q,P).

（4）当 n = 3 时，有

0 < −G(P ,Q) <
1

r(P ,Q)
, ∫

∂Ω

∂

∂→n
G(P ,Q)dSP = 1

(命题)  Prop
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2.1.6 调和函数更多性质

懒得写了，直接调包：

u(Q) ∈ C(Ω) 满足平均值公式 ⟺  调和.

(定理)  平均值公式逆定理
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证明：

我们构造一个在边界上和 u 相同的调和函数，然后利用极值原理说明确实就是 u : 取
小球 B ⊆ Ω ,令

{

v 在 B 上调和,满足平均值公式，即

u (Q) =
1

|B|
∫

∂B
u (P)dxP , v (Q) =

1

|B|
∫

∂B
v (P)dxP

则 u − v 在 B 上满足平均值公式,而考虑到平均值公式 ⇒ 极值原理，由于 u − v|∂B = 0 ,
则 u ≡ v,x ∈ B̄ ,则 u 在 B 中调和,由于 B ⊆ Ω 的任意性, Δu = 0,x ∈ Ω.

Δv = 0,x ∈ B

v|∂B = u|∂B

证明：

当 n = 2 时,若 u (Q) 在 A 点 (设为原点) 附近 (但 A 点可能除外)调和,而且

u (Q) = o (1) ln r (A,Q)

则可以补充 u (Q) 在 A 之值使 u 在包括 A 点在内的 A 的某邻域中调和.

(定理)  可去奇点定理



证明：

我们取 B(R,A) ⊂ Ω，有 u 在 B(R,A) − {A} 调和，我们取 v 为下面方程的解：

{

令

w(Q) = v(Q) − u(Q)

我们只需要证明 w(Q) 在一个 A 的邻域恒为零即可. 为方便起见，我们令 Aδ,R 表示 A 的
内半径为 δ 外半径为 R 的闭环域，我们知道 w(Q) 在 Aδ,R 上调和. 我们构造辅助函数

ϕε(Q) = w(Q) + ε( 1

r(A,Q)
−

1

R
)

由于在外边界 ∂B(R,A) 上，w(Q) = 0，所以显然有 ϕε|∂B(R,A) ≡ 0，所以外边界上 ϕε 恒
为零.

因为 lim
δ→0

w(Q)

1/δ
= 0，对于给定的 ε > 0，我们可以选择 δ 足够小，使得 

|w(Q)|

1/δ
<

ε

2
，这

意味着

|w(Q)| <
ε

2δ

那么在 r = δ 上：

ϕε(Q) = w(Q) −
ε

δ
+

ε

R
<

ε

2δ
−

ε

δ
+

ε

R
= −

ε

2δ
+

ε

R

当 δ 足够小时，这个值一定是负的，综上，我们可以在 Aδ,R 的两个边界上都得到
ϕε(Q) ≤ 0. 根据调和函数的最大值原理，对于 Aδ,R 内的任意一点 Q，都有 ϕε(Q) ≤ 0，
即：

w(Q) ≤ ε( 1

r
−

1

R
)

Δv = 0
v|∂B(R,A) = u|∂B(R,A)

当 n = 3 时,若 u (Q) 在 A 点 (设为原点) 附近 (但 A 点可能除外)调和,而且

u (Q) = o (1)
1

r(A,Q)

则可以补充 u (Q) 在 A 之值使 u 在包括 A 点在内的 A 的某邻域中调和.

(定理)  可去奇点定理



这个不等式对任意固定的 Q （r > 0）和任意的 ε > 0 都成立，令 ε → 0+, 我们得到：

w(Q) ≤ 0

同理我们可以证明

W(Q) ≥ 0

于是我们证明了在 A 附近，有

v(Q) = u(Q)

我们补充定义

u(A) = v(A)

即可.

证明：

全空间上有界调和函数必为常数.

(定理)  Liouville 定理



证明：

证明：

调和函数的一致收敛极限是调和函数.

Ω ⊂ R
n 为连通开集，K ⊂ Ω 为紧集，u 是非负调和函数，则存在 c 使得

supKu ≤ cinfKu

(定理)  Harnack定理

(定理)  Harnack 不等式



2.1.7 亚椭圆

调和函数是实解析函数.

(定理)  Thm
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我们现在要证明 Δu = 0 的广义函数解的奇支集为空. 这件事与拉普拉斯方程基本解的奇性分
布有关.

不论在 n = 2 或 n > 2 时,基本解 C ln( 1

x
) 或 Cr2−n 的奇支集都是一个孤立点 {r = 0} .

现在我们给出如下的定义:

证明：

等价定义的证明：

若 C∞ 系数的线性偏微分算子

P = ∑
|a|≤m

αa (x)Da

具有以下的性质就称 P  是亚椭圆的: 对任意 u ∈ D
′ ,

sing suppu ⊂ sing suppPu

换句话说: P  是亚椭圆的当且仅当对任意开集 Ω ⊂ R
n 及任意 u ∈ D

′ (Ω) ,由 Pu ∈ C∞ 可
得 u ∈ C∞ (Ω) .

(定义)  Def



✏️笔记：

亚椭圆算子不会将一个非光滑的（有奇点的）解 u 变成一个完全光滑的函数 Pu。如果
Pu 变得光滑了，那只能是因为 u 本来就是光滑的。它保证了“解的正则性（光滑性）”
可以从方程的右端项（Pu）继承过来.
Pu 的光滑点一定是 u 的光滑点，反过来就是 u 的非光滑点一定是 Pu 的非光滑点，也
即

singsuppu ⊂ singsuppPu

✏️笔记：

奇异支撑集 (Singular Support, sing suppu)

这是一个至关重要的概念。一个分布 u 的奇异支撑集是指 u 不是一个 C∞ 函数的点的集
合。换句话说，它是 u 的“奇点”或“不光滑”的点构成的集合。
例子：

如果 u 本身就是一个 C∞ 函数，那么它没有任何奇点，所以 sing suppu = ∅（空
集）。

如果 u 是亥维赛阶跃函数 H(x)（x < 0 时为0，x > 0 时为1），它在 x = 0 点不
光滑，所以 sing suppH = {0}。



因此,若 E 是亚椭圆算子 P  的基本解: PE = δ , 则因

sing suppPE = sing supp δ = {0}

所以 sing suppE ⊂ {0} . 重要的是,若 P  还是常系数算子, 上述结果的逆也成立.

把这个结果用于拉普拉斯方程即知 Δ 是亚椭圆的. 特别是可以得到著名的外尔 - 许瓦兹(Weyl-
Schwartz)引理：

如果 u 是狄拉克 δ 函数，它的奇点也在原点，所以 sing supp δ = {0}。

证明：

设 u ∈ D
′ ，对任意 x ∉ sing suppPu ，必存在 x 的 ε 邻域 Bε (x)，使得

Bε (x) ∩ sing suppPu = ∅

令 φ ∈ C∞
0 (Bε (x)) ,且 φ|Bε/2(x) = 1，则 φPu ∈ C∞

0 ，而 P (φu) = φPu + v，v 中各项皆
含有 φ 的不低于 1 阶的微商作为因子，故在 Bε (x) 外及 Bε/2 (x) 内 v = 0 .
现在

E ∗ P (φu) = E ∗ (φPu) + E ∗ v

其中 E ∗ (φPu) 为 C∞ 函数，对第二项，有

sing supp (E ∗ v) ⊂ sing supp v + {0} = sing supp v ⊂ supp v

因此 E ∗ v 在 Bε/2 (x) 上是 C∞ 的，但另一方面

E ∗ P (φu) = P (E ∗ (φu)) = (PE) ∗ (φu) = δ ∗ (φu) = φu

所以 φu 在 Bε/2 (x) 上是 C∞ 的，即 x∈̄ sing suppu . 于是

sing suppu ⊂ sing suppPu

P  为亚椭圆的.

–

设 P  为常系数线性偏微分算子,而且有一基本解 E (x) 使

sing suppE = {0}

则 P  必为亚椭圆的.

(定理)  Thm



2.2 Poisson 方程

2.2.1 Poisson 方程变分方法

设 Ω ⊂ R
n 是一有界区域,其边界 ∂Ω 分片光滑. 在 Ω 上考虑 Poisson 方程

−Δu = f (x),

其中 x = (x1, ⋯ ,xn), Δ 为 n 维 Laplace 算子,即

Δ =
∂ 2

∂x2
1

+
∂ 2

∂x2
2

+ ⋯ +
∂ 2

∂x2
n

,

而 f ∈ L2 (Ω) . 为简单计,我们只讨论方程之具齐边值条件

u|∂Ω = 0

的 Dirichlet 问题. 假如所给边值条件为

u|∂Ω = g (x),

而 g (x) 在 Ω̄ 上适当光滑,则可代替方程而考虑关于 u (x) − g (x) 的方程, 它仍是一个 Poisson
方程, 只不过右端换成了另一个函数.

2.2.1.1 弱解的概念

假设 u ∈ C 2 (Ω) 是方程

{

的解, φ ∈ C∞
0 (Ω) 是任一函数. 将 u 代入方程 , 两端同乘以 φ ,然后在 Ω 上积分

−∫
Ω

Δu ⋅ φdx = ∫
Ω

fφdx

通过分部积分可将左端积分中加在 u 上的导数运算部分地或全部地转移到 φ 上. 事实上,由于 φ
的支集含在 Ω 内,我们有

−Δu = f

u|∂Ω = 0

Δy = 0 的一切 D′ (Ω) 解皆为 C∞ (Ω) 解.

(定理)  Thm

af://h4-10
af://h5-11
af://h6-12


其中 n 为 ∂Ω 的单位外法向量. 因此,式可改写为

∫
Ω

∇u ⋅ ∇φdx = ∫
Ω
fφdx

或

−∫
Ω

uΔφdx = ∫
Ω

fφdx

这表明: 若 u ∈ C 2 (Ω) 是方程的解,则对任何 φ ∈ C∞
0 (Ω) 都成立. 反之,若对任何 φ ∈ C∞

0 (Ω) ,
函数 u ∈ C 2 (Ω) 满足积分等式
倒推回去便可得到

∫
Ω

(−Δu − f)φdx = 0.

由于此式对任何 φ ∈ C∞
0 (Ω) 都成立,根据 φ 的这种任意性,由此便可推断: 在 Ω 内,

−Δu − f = 0

即函数 u 是方程的解. 上面等于 0 是因为：令 g(x) = −Δu(x) − f(x)，由于我们假设
u ∈ C 2(Ω) 并且通常 f 也是连续的，所以 g(x) 是 Ω 内的一个连续函数。我们已知条件是：对
于任意的 φ ∈ C∞

0 (Ω)，都有

∫
Ω
g(x)φ(x)dx = 0

假设结论不成立，至少存在一个点 x0 ∈ Ω，使得 g(x0) ≠ 0，不失一般性，我们假设
g(x0) > 0，因为 g(x) 是一个连续函数，存在一个半径为 r > 0 的小球 ，它完全包含在 Ω 内，
并且对于所有在这个小球里的点 x，都有 g(x) > 0。

我们可以构造一个 φ0 ∈ C∞
0 (Ω)，它满足以下性质： 对所有 x 成立，在小球 B(x0, r) 的中心

区域，φ0(x) > 0，φ0(x) 的支集完全包含在小球 B(x0, r) 内部，代入积分等式中：

∫
Ω
g(x)φ0(x)dx = ∫

B(x0,r)
g(x)φ0(x)dx > 0

与假设矛盾，所以只能有 g(x) ≡ 0.

−∫
Ω

Δu ⋅ φdx

= −∫
∂Ω
φ

∂u

∂n
ds + ∫

Ω
∇u ⋅ ∇φdx

= ∫
Ω

∇u ⋅ ∇φdx

= ∫
∂Ω
u

∂φ

∂n
ds − ∫

Ω
uΔφdx

= −∫
Ω
uΔφdx,



⚠️注意：

因为 C∞
0 (Ω) 在 H 1

0 (Ω) 中还是稠密的,故若对任何 φ ∈ C∞
0 (Ω) ,积分等式

∫
Ω

∇u ⋅ ∇φdx = ∫
Ω
fφdx

都成立,则对任何 φ ∈ H 1
0 (Ω) ,

∫
Ω

∇u ⋅ ∇φdx = ∫
Ω
fφdx

也成立.

⚠️注意：

利用积分等式

−∫
Ω

uΔφdx = ∫
Ω

fφdx

我们可以定义一种更弱的解, 即在分布意义下满足方程的函数. 我们不准备讨论这种弱解.

称函数 u ∈ H 1 (Ω) 为 Poisson 方程

{

的弱解,如果对任何φ ∈ C∞
0 (Ω) , 积分等式

∫
Ω

∇u ⋅ ∇φdx = ∫
Ω
fφdx

都成立.

−Δu = f

u|∂Ω = 0

称函数 u ∈ H 1
0 (Ω) 为 Poisson 方程的 Dirichlet 问题

{−Δu = f
u|∂Ω = 0

(定义)  Def

(定义)  Def



为了求解 Dirichlet 问题

{ $$首先(也是关键)就要找出与之相应的泛函,而将问题转化为求这一泛函的极值元,也就

综上所述, 我们证明了

⚠️注意：

具非齐边值条件的 Dirichlet 问题

{

的弱解可定义为H 1 (Ω) 中这样的函数 u ,它对任何 φ ∈ C∞
0 (Ω) ,满足积分等式

∫
Ω

∇u ⋅ ∇φdx = ∫
Ω
fφdx

且 u − g ∈ H 1
0 (Ω) . 若 g ∈ H 1 (Ω) ,则知,对任何 φ ∈ C∞

0 (Ω) ,函数 w = u − g 满足

∫
Ω

∇w ⋅ ∇φdx = ∫
Ω

(fφ − ∇g ⋅ ∇φ)dx

−Δu = f
u|∂Ω = g

−Δu = f

u|∂Ω = 0

的弱解,如果对任何 φ ∈ C∞
0 (Ω), 积分等式

∫
Ω

∇u ⋅ ∇φdx = ∫
Ω

fφdx

成立.

若 u ∈ H 1
0 (Ω) 为泛函 J (v) 在 H 1

0 (Ω) 上的极值元,则 u 是 Poisson方程的 Dirichlet 问题

{

的弱解；若极值元 u ∈ C 2 (Ω) ,则 u 在通常意义下满足 Poisson 方程

{

−Δu = f

u|∂Ω = 0

−Δu = f
u|∂Ω = 0

(命题)  Prop



若极值元 u ∈ C 2 (Ω) ∩ C (Ω̄) ,则 u 是 Poisson 方程的 Dirichlet 问题

{

的古典解.

−Δu = f
u|∂Ω = 0
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