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Chapter 1：准备知识

1.1 常用不等式

1.1.1 Young 不等式
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一个常用的推论是带 ε 的 Young 不等式，即

1.1.2 Holder 不等式

证明：

我们注意到 x
1
p  在 (0, +∞) 上是上凸的，所以我们知道在 x = 1 处的切线 y =

1

p
x +

1

q
 在整条

曲线的上方，即对于任意的 x > 0，有 y =
1

p
x +

1

q
≥ x

1
p，我们令 x =

u

v
 ，得到

u

pv
+

1

q
≥

u
1
p

v
1
p

化简得到

u

p
+

v

q
≥ u

1
p v1− 1

p = u
1
p v

1
q

再令 u = ap, v = bq，我们立刻得到

ap

p
+

bq

q
≥ ab

证明：

只需要在 Young 不等式中取 a = ε
1
p a，b = ε− 1

q b 即可.

a, b > 0，p, q > 1，有 
1

p
+

1

q
= 1，则 

ap

p
+

bq

q
≥ ab.

相同的条件，对 ε > 0，有 εap + ε
− p

q bq ≥ ab.

Ω ⊂ R
n 为可测开集，p, q > 1，有 1

p
+

1

q
= 1，设 f ∈ L

p(Ω), g ∈ L
q(Ω)，则有 f, g ∈ L

1(Ω)，并

(定理) Thm

(推论) Cor

(定理) Thm
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1.1.3 Minkovski 不等式

证明：

在 Young 不等式中令

a =
|f(x)|

||f(x)||Lp

, b =
|g(x)|

||g(x)||Lq

我们得到

|f(x)g(x)|

||f(x)||Lp ||g(x)||Lq

≤
|f(x)|p

p||f(x)||Lp

+
|g(x)|q

q||g(x)||Lq

在两边积分立刻得到

||fg||L1

||f||Lp ||g||Lq

≤
1

p
+

1

q
= 1

于是我们得到了

||fg||L1 ≤ ||f||Lp ||g||Lq

证明：

首先我们需要说明 f + g ∈ L
p(Ω)，这是因为

|f(x) + g(x)|p ≤ (2 max(|f(x)|, |g(x)|))p ≤ 2p (|f(x)|p + |g(x)|p)

所以 f + g ∈ L
p(Ω)，令 

1

q
= 1 −

1

p
，我们注意到 (f + g)p/q ∈ L

q(Ω)，由 Holder 不等式有

||f ⋅ (f + g)p/q||L1 ≤ ||f||Lp ||(f + g)p/q||Lq , ||g ⋅ (f + g)p/q||L1 ≤ ||g||Lp ||(f + g)p/q||Lq

再结合

|f + g|p = |f + g| ⋅ |f + g|p/q ≤ |f| ⋅ |f + g|p/q + |g| ⋅ |f + g|p/q

对两边积分，有

||f + g||p
Lp ≤ ||f ⋅ (f + g)p/q||L1 + ||g ⋅ (f + g)p/q||L1 ≤ ||f||Lp ||(f + g)p/q||Lq + ||g||Lp ||(f + g)p/q||Lq

且 ||fg||L1 ≤ ||f||Lp ||g||Lq .

Ω ⊂ R
n 可测，p ≥ 1，并且 f, g ∈ L

p(Ω)，则有 ||f + g||Lp ≤ ||f||Lp + ||g||Lp .

(定理) Thm
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1.1.4 列紧性

这玩意实际上应该叫做预紧(precompact) .

注意到

||(f + g)p/q||Lq = ||f + g||
p/q
Lp

所以有

||f + g||p
Lp ≤ (||f||Lp + ||g||Lp)||f + g||p/q

Lp

约分即

||f + g||Lp ≤ ||f||Lp + ||g||Lp

F ⊂ C(M)，M  为紧集，C(M) 为 M  上的连续函数，有：F  列紧 ⟺  F  一致有界且等度连续.

拓扑空间 X 的子集 M  称为相对紧的，如果其闭包为紧集.

拓扑空间 X 的子集 F  称为弱列紧，如果任取其中任一序列存在弱收敛子列. 称为弱相对收敛，如
果其闭包中任一序列存在弱收敛子列. F  称为强列紧，如果任取其序列均存在强收敛子列.

当 1 < p < ∞ 时，L
p(Ω) 中的集合为弱列紧的 ⟺  为其范数有界.

当 1 < p < ∞ 时，函数列 X ⊂ L
p(Ω) 相对强列紧的充分必要条件为：

（1）{||f||Lp ∣ f ∈ X} 有界.

∫

(定理) (Arzela-Ascoli)

(定义) Def

(定义) Def

(定理) Thm

(定理) Thm
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1.2 磨光，截断函数，单位分解

我们定义

∂αu =
∂ |α|u

∂α1u⋯ ∂αnu

于是我们可以定义

对于 x ∈ R
n，α ∈ N

n，我们定义

|x| =
n

∑
i=1

x2
i , xα :=

n

∏
i=1

xαi , α! :=
n

∏
i=1

(αi!)

RMK: C k(Ω) 是完备的赋范线性空间和 Banach 空间.

1.2.1 磨光变换

我们可以定义在 C∞
0 (Ω) 中如何收敛，设 {ϕn(x)} ⊂ C∞

0 (Ω) 收敛于 0 指

⎷存在一个紧集 K，使得对于任意的 ϕn(x)，有 supp ϕn ⊂ K.

（2）lim
h→0

∫
Ω

|f(x + h) − f(x)|pdx = 0 对 f ∈ X 一致成立，则称为 X 等度连续.

（3）对 f ∈ X 一致有 lim
R→∞

∫
|x|>R,x∈Ω

|f(x)|pdx = 0.

α ∈ N
n 为重指标，有 α = (α1, ⋯ ,αn)，我们定义 |α| = ∑αi.

C k(Ω) 为 Ω 中 k-阶连续可微的全体函数集合，并且定义

|u|k,Ω = ∑
|α|≤k

sup
Ω

|∂αu|

C∞
0 (Ω) 为 Ω 上具有紧支集的光滑函数.

(定义) Def

(定义) Def

(定义) Def
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如果 ∫
R

n

j(x)dx = 1，则我们有∫
R

n

jε(x)dx = ∫
R

n

1

εn
j( x

ε
)dx = ∫

R
n

j( ε

x
)d

x

ε
= 1，所以磨光核的积分

值也是 1. 并且磨光核 jε(x) 的支集包含在 Bε(0) 中.

函数 f 属于 L1
loc(Ω)，当且仅当对于任意紧集 K ⊂ Ω，都有：

∫
K

|f(x)| dx < ∞

我们注意，

fε(x) = ∫
Rn

jε(x − y)f(y)dy = ∫
Rn

jε(y)f(x − y)dy = ∫
Bε(0)

jε(y)f(x − y)dy

这告诉我们如果 f 定义在 U  上，则 fε 就可以定义在 {x ∈ U ∣ d(x, ∂U) > ε} 上.

ϕn(x) 的任意固定阶 α 微分的序列对 x 一致收敛到 0. 即

lim
k→∞

(sup
x∈Ω

|∂αϕk(x)|) = 0

–

j(x) 的典型例子是

j(x) = {

其中 A = ∫
B1(0)

e1/(|x|2−1)dx.

🕹️ 例子： 磨光核

1

A
e1/(|x|2−1), |x| < 1

0, |x| ≥ 1

设 j(x) ∈ C∞
0 (R

n) 为一非负函数，满足 supp j(x) ⊂ B1(0) = {x ∈ Rn: |x| < 1}，且满足

∫
Rn

j(x)dx = 1，对于 ε > 0，我们记 jε(x) =
1

εn
j( x

ε
)，称 jε(x) 为磨光核.

––

对于函数 u ∈ L
1
loc(R

n)，令

uε(x) = (jε ∗ u)(x) = ∫
Rn

jε(x − y)u(y)dy

称 uε(x) 为 u(x) 的磨光.

(定义) Def

(定义) Def
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特别地，如果 f(x) ∈ C0(R
n)，设 supp f ⊂ K，其中 K 是紧集，则我们有结论：

fε(x) ∈ C∞
0 (R

n)

并且有

supp fε ⊆ Kε := {x ∣ d(x,K) ≤ ε}

这是因为

fε(x) = ∫
Bε(0)

jε(y)f(x − y)dy

当 d(x,K) > ε 时，对于 y ∈ Bε(0)，有 f(x − y) ∉ K，从而 f(x − y) = 0，于是 fε(x) = 0.

我们还有结论：当 ε → 0+ 时，fε → f.



证明：

已知 K ⊂ Ω，由欧式空间的正规性，知道存在闭集 F  使得 K ⊂ F ∘ ⊂ F ⊂ Ω.

所以我们知道存在 ε0 > 0 使得 K2ε0 ⊂ Ω.，我们令

f̃(x) = {

对于任意的 0 < ε ≤ ε0，取 Jε 为磨光核，有

f̃ε(x) = Jε(x) ∗ f̃(x) ∈ C∞
0 (Ω)

有

supp ̃fε ⊂ Kε0+ε ⊂ K2ε0 ⊂ Ω

于是对于任意的 x ∈ K，我们计算

这个估计是对 x ∈ K 一致的，所以得证.

–

f(x), x ∈ Kε0

0, x ∉ Kε0

|f̃ε(x) − f(x)| = ∫
R

n

f̃(y)Jε(x − y) − f(x)

= ∫
R

n

Jε(x − y)(f(x) − f̃(y))dy

≤ ∫
Rn

Jε(x − y)|f(x) − f̃(y)|dy

≤ sup
x∈K,|x−y|≤ε

|f(x) − f̃(y)| ⋅ ∫
R

n

Jε(x − y)dy

= sup
x∈K,|x−y|≤ε

|f(x) − f̃(y)| → 0∣ ∣∣ ∣设 Ω 为开集，f(x) ∈ C(Ω)，则对 Ω 的任意紧子集 K，存在一列函数 {f̃ε(x)} 在 K 上一致收敛

到 f(x).

Ω 是开集，如果 f(x) ∈ C k(Ω)，则对 Ω 内的任一紧集 K，可以构造一族光滑紧支集函数 f̃ε 使得
对于任意的 a ∈ N

n，|α| ≤ k，有

∂α
x f̃ε(x) → ∂α

x f(x) (ε → 0+)

(定理) Thm

(推论) Cor



证明：

同理我们知道存在 ε0 > 0 使得 K2ε0 ⊂ Ω.，我们令

f̃(x) = {

对于任意的 0 < ε ≤ ε0，取 Jε 为磨光核，有

f̃ε(x) = Jε(x) ∗ f̃(x) ∈ C∞
0 (Ω)

我们估计

当 x ∈ K 时，由于 |x − y| < ε，所以 y ∈ Kε，所以 f̃(y) = f(y)，所以

sup
|x−y|<ε

∂α
y f̃(y) − ∂α

x f(x) = sup
|x−y|<ε

∂α
y f(y) − ∂α

x f(x) → 0(ε → 0)

所以我们知道一致趋于零.

f(x), x ∈ Kε0

0, x ∉ Kε0

|∂α
x f̃ε − ∂α

x f(x)| = ∂α
x ∫

R

f̃(y)Jε(x − y)dy − ∫
Rn

∂α
x f(x)Jε(x − y)dy

= ∫
Rn

f̃(y)∂α
x Jε(x − y)dy − ∫

Rn

∂α
x f(x)Jε(x − y)dy

= (−1)|α| ∫
Rn

f̃(y)∂α
y Jε(x − y)dy − ∫

Rn

∂α
x f(x)Jε(x − y)dy

= ∫
Rn

∂α
y f̃(y)Jε(x − y)dy − ∫

Rn

∂α
x f(x)Jε(x − y)dy

= ∫
Rn

(∂α
y f̃(y) − ∂α

x f(x))Jε(x − y)dy

≤ sup
|x−y|<ε

∂α
y f̃(y) − ∂α

x f(x) ∫
R

n

|Jε(y)|dy∣ ∣∣ ∣∣ ∣∣ ∣∣ ∣∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣⚠️注意：

我们需要解释其中一步，即

(−1)|α| ∫
Rn

f̃(y)∂α
y Jε(x − y)dy = ∫

Rn

∂α
y f̃(y)Jε(x − y)dy

这个公式的成立是基于高维空间中的分部积分法 (Integration by Parts)，并且是弱导数 (Weak

Derivative)  或分布导数 (Distributional Derivative)  定义的核心思想。

我们先从一维单次求导的情况开始理解，这会更直观。假设 n = 1 且 |α| = 1。我们想要证明：

−∫
R

f̃(y)
d

dy
Jε(x − y)dy = ∫

R

d

dy
f̃(y)Jε(x − y)dy

经典的分部积分公式是 ∫ u dv = uv − ∫ v du。

我们令 u = f̃(y) 并且 dv =
d

dy
Jε(x − y)dy，那么 du =

d

dy
f̃(y)dy 并且 v = Jε(x − y)。



将其代入分部积分公式：

∫
∞

−∞

f̃(y)
d

dy
Jε(x − y)dy = [f̃(y)Jε(x − y)]

y=∞

y=−∞
− ∫

∞

−∞

Jε(x − y)
d

dy
f̃(y)dy

这里的关键在于函数 Jε(z) 的性质。Jε 是一个磨光核 (mollifier)，它具有紧支撑集 (compact

support)。

所以，分部积分公式简化为：

∫
∞

−∞
f̃(y)

d

dy
Jε(x − y)dy = −∫

∞

−∞

d

dy
f̃(y)Jε(x − y)dy

两边乘以 -1，就得到了一维情况下的结果。

这个思想可以推广到 n 维空间和任意阶的多重指标导数 α = (α1, . . . ,αn)。

在高维空间中，分部积分法源于高斯散度定理 (Gauss's Divergence Theorem)。通过反复应用
这个定理，我们可以将导数从一个函数“转移”到另一个函数上。

这个推导的核心技巧是构造一个巧妙的矢量场，然后将散度定理应用其上。

我们一步一步来。我们的目标是证明，对于任意一个方向 yi（例如 y1, y2, . . . , yn 中的一个），以
下公式成立：

∫
Rn

f̃(y)
∂Jε(x − y)

∂yi
dy = −∫

Rn

∂f̃(y)

∂yi
Jε(x − y)dy

我们知道，对于两个函数 g 和 h，它们乘积的偏导数是：

∂

∂yi
(g ⋅ h) =

∂g

∂yi
h + g

∂h

∂yi

移项后得到：

g
∂h

∂yi
=

∂

∂yi
(g ⋅ h) −

∂g

∂yi
h

现在，我们在整个 Rn 空间中对这个等式进行积分：

∫
Rn

g
∂h

∂yi
dy = ∫

Rn

∂

∂yi
(g ⋅ h)dy − ∫

Rn

∂g

∂yi
hdy (∗)

我们的任务就是证明右边的第一项积分等于零。为了使用散度定理，我们需要一个矢量场。我们
来构造一个非常特殊的矢量场 F，它在所有分量上都为零，除了第 i 个分量：

F(y) = (0, … , 0, g(y)h(y)

第 i 个分量

, 0, … , 0)

紧支撑集意味着这个函数在一个有界区域之外恒等于零。也就是说，存在一个半径 R (通
常是 ε)，使得当 |z| > R 时，Jε(z) = 0。

对于我们的被积函数 Jε(x − y)，当 |x − y| > ε 时，函数值为零。这意味着对于任意固定的
x，当 y 趋向于 +∞ 或 −∞ 时，|x − y| 必然会大于 ε。

因此，无论 f̃(y) 的值是什么，边界项 [f̃(y)Jε(x − y)]
y=∞

y=−∞
 在两个端点处都等于零。





现在，我们来计算这个矢量场 F  的散度

∇ ⋅ F =
∂F1

∂y1
+ ⋯ +

∂Fi

∂yi
+ ⋯ +

∂Fn

∂yn
= 0 + ⋯ +

∂

∂yi
(g(y)h(y)) + ⋯ + 0

所以，我们得到：

∇ ⋅ F =
∂

∂yi
(g ⋅ h)

高斯散度定理告诉我们：∭
V

(∇ ⋅ F) dV = ∯S(F ⋅ n) dS。

我们的积分是在整个 Rn 空间上进行的，在实际操作中，我们取一个非常大的区域 V（例如一个半
径为 R 的超球体），计算积分，然后让 R 趋向于无穷大，这个区域 V 的边界就是 S（半径为 R 的
超球面）。

将我们构造的 F  代入散度定理：

∫
V

∂

∂yi
(g ⋅ h)dy = ∫

S

(F ⋅ n)dS

其中 n 是边界 S 的单位外法向量。F ⋅ n 的点积结果是 F1n1 + ⋯ + Fini + ⋯ = (g ⋅ h)ni。
所以我们有：

∫
V

∂
∂yi

(g ⋅ h)dy = ∫
S

(g ⋅ h)nidS

现在，我们把具体的函数代入。令 g(y) = f̃(y) 并且 h(y) = Jε(x − y)。

边界积分项就变成了 ∫
S

f̃(y)Jε(x − y)nidS。

这里的决定性因素是磨光核 Jε 具有紧支撑集 (compact support)。对于充分大的区域，积函数
在整个边界 S 上都为零，那么边界积分的结果自然就是零：

∫
S

f̃(y)Jε(x − y)nidS = 0

因为边界项为零，所以我们证明了：

lim
R→∞

∫
VR

∂
∂yi

(g ⋅ h)dy = ∫
Rn

∂
∂yi

(g ⋅ h)dy = 0

现在回到我们第一步的公式 (∗)：

∫
Rn

g
∂h

∂yi
dy = ∫

Rn

∂

∂yi
(g ⋅ h)dy

0

− ∫
Rn

∂g

∂yi
hdy

于是我们就得到了：

∫
Rn

g
∂h
∂yi

dy = −∫
Rn

∂g
∂yi

hdy

这就是高维空间中的分部积分法。

每转移一次偏导数 ∂yi，就会产生一个负号。例如，我们将 ∂yi  从 Jε 转移到 f̃：





特例 1：q = 1

如果 g ∈ L1(R
n)，那么条件变为 1

p
+ 1 = 1 +

1

r
，这意味着 r = p。

∫
Rn

f̃(y)∂yiJε(x − y)dy = −∫
Rn

∂yi f̃(y)Jε(x − y)dy

边界项同样因为 Jε 的紧支撑性质而消失。

我们要转移的导数是 ∂α
y = ∂α1

y1
⋯ ∂αn

yn
。这个过程包含了总共 |α| = α1 + ⋯ + αn 次求导。每次转

移一个一阶偏导数，都会引入一个 (−1) 的系数。因此，在把所有 |α| 次求导都从 Jε(x − y) 转移到
f̃(y) 之后，总共会产生一个 (−1)|α| 的系数。

这就得到了最终的公式：

(−1)|α| ∫
R

n

f̃(y)∂α
y Jε(x − y)dy = ∫

R
n

∂α
y f̃(y)Jε(x − y)dy

✏️笔记：

这个公式在现代数学分析中至关重要，因为它正是弱导数的定义方式。

函数 f̃ 可能不是传统意义上可微的（例如，它可能在某些点有尖角或跳跃）。然而，我们可以通
过这个积分公式来定义它的导数。

我们称函数 g 是 f̃ 的 α-阶弱导数（记作 g = ∂αf̃），如果对于所有光滑且具有紧支撑的“测试函数”
ϕ（在我们的例子中，Jε(x − y) 就扮演了这个角色），以下等式都成立：

∫
Rn

g(y)ϕ(y)dy = (−1)|α| ∫
Rn

f̃(y)∂αϕ(y)dy

所以，公式实际上可以看作是用光滑的磨光核 Jε 来定义（或计算）函数 f̃ 的弱导数 ∂α
y f̃。这种

“通过积分将导数作用转移到光滑函数上”的方法，是处理非光滑函数求导的核心工具。

假设 f ∈ Lp(R
n) 并且 g ∈ Lq(R

n)。设 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ 并且满足以下关系：

1

p
+

1

q
= 1 +

1

r

那么，它们的卷积 (f ∗ g)(x) = ∫
Rn

f(y)g(x − y)dy 是良定义的（对于几乎所有的 x），并且属于

Lr(R
n) 空间。其 Lr 范数满足以下不等式：

∥f ∗ g∥Lr ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq

(引理) 卷积的Young不等式



不等式变为：

∥f ∗ g∥Lp ≤ ∥f∥Lp∥g∥L1

这是最常用的一个版本。它说明，用一个 L1 函数去卷积一个 Lp 函数，得到的结果仍然是一个 Lp 函
数，并且其范数被两个原始函数的范数乘积所控制。这在偏微分方程中，当 g 是一个基本解（通常是 L1

函数）时尤其有用。

特例 2：r = ∞

如果我们想让卷积结果 f ∗ g 是一个有界函数（属于 L∞），那么 1
r

= 0。

条件变为 
1

p
+

1

q
= 1。这组 (p, q) 是一对共轭指数（与赫尔德不等式中的指数相同）。

不等式变为：

∥f ∗ g∥L∞ ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq

这说明，如果 f ∈ Lp 且 g ∈ Lq 并且 p, q 是共轭的，那么它们的卷积是一个有界连续函数。

证明：

前两个结果在前面已经证明，现在证明第三个结果. 首先我们使用卷积的 Young 不等式，所以
自然有

||uε||Lp = ||u ∗ Jε||Lp ≤ ||u||Lp ⋅ ||Jε||L1 = ||u||Lp

记得

uε(x) − u(x) = ∫
Rn

u(y)Jε(x − y)dy − ∫
Rn

u(x)Jε(x − y)dy = ∫
Rn

(u(y) − u(x))Jε(x − y)dy

所以我们有

||uε − u||p
Lp ≤ ∫

Rn

∫
Rn

(u(y) − u(x))Jε(x − y)dy
p

dx

由于

∫
Rn

(u(y) − u(x))Jε(x − y)dy = ∫
|x−y|≤ε

(u(y) − u(x))Jε(x − y)dy∣ ∣u(x) ∈ L
1
loc(R

n)，可以定义 uε(x) = Jε(x) ∗ u(x)，我们有结论：

（1）若 u ∈ L
1
loc(Ω)，则 uε = Jε ∗ u ∈ C∞(R

n).

（2）若 u ∈ Lloc(Ω)，supp u ⊂ K ⊂⊂ Ω，且 dist(supp u, ∂Ω) > ε，则 uε = Jε ∗ u ∈ C∞
0 (R

n).

（3）u ∈ L
p(Ω)(1 ≤ p < ∞)，则 uε = Jε ∗ u ∈ L

p(Ω)，且

||uε||Lp ≤ ||u||Lp , lim
ε→0+

||uε − u||Lp = 0

–

–

(定理) Thm



1.2.2 截断函数

考虑 K ⊂⊂ Ω 为紧集，称 f(x) 为截断函数，如果 f 满足 f(x) ∈ C∞
0 (Ω) 并且

f(x) = {

我们现在来构造截断函数：对于 K ⊂⊂ Ω，取 Kε0  上的特征函数 χ(x)，对 ε ≤ ε0我们令

fε = Jε ∗ χ

我们自然有 f(x) ∈ C∞
0 (Ω)，并且 supp f ⊆ K2ε0，所以是截断函数.

由积分的绝对连续性，知道

lim
ε→0+

∫
Rn

(u(y) − u(x))Jε(x − y)dy = lim
ε→0+

∫
|x−y|≤ε

(u(y) − u(x))Jε(x − y)dy = 0

并且我们知道

∫
R

n

(u(y) − u(x))Jε(x − y)dy ≤ |uε(x)| + |u(x)|

右边是 Lp 可积函数，所以是控制函数，所以由 DCT 我们知道

lim
ε→0+

||uε − u||p
Lp = 0∣ ∣1, x ∈ K

0, x ∉ K2ε0

证明：

直接计算

于是，我们可以知道

∂α
x f(x) = ∂α

x ∫
Rn

χ(y)Jε(x − y)dy

= ∂α
x ∫

Rn

χ(y)
1

εn
J ( x − y

ε
)dy

= ε−|α| ∫
R

n

1
εn

χ(y)(∂α
x J)( x − y

ε
)dy

( )

我们可以对截断函数作估计，对于固定的 α ∈ N
n，存在常数 C 使得

|∂α
x f(x)| ≤ C ⋅ ε−|α|

(定理) Thm
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于是有，对于截断函数 f(x) ∈ C∞
0 (R

n)，满足

f(x) = {

其中 Ω1 ⊂ Ω2，并且 dist (Ω1, Ω2) = d > 0，则有

|∇f(x)| ≤
C

d

其中 C 只和 f 有关.

1.2.3 单位分解

|∂α
x f(x)| ≤ ε−|α| 1

εn
∫

R
n

(∂α
x J)( x − y

ε
) dy

= ε−|α| ∫
R

|(∂α
x J) (y)|dy = Cε−|α|∣ ∣1, x ∈ Ω1

0, x ∉ Ω2

证明：

只考虑 n ≥ 2 . 我们逐个构造 Vi .

闭集 X ∖ ⋃
i≥2

Ui ⊆ U1 . 由 X 正规，取开集 V1 使得 X ∖ ⋃
i≥2

Ui ⊆ V1 ⊆ V1 ⊆ U1，则

V1 ∪ ⋃
i≥2

Ui = X .

设 1 ≤ k ≤ n − 1 且已取定使得开集 V1,V2, ⋯ ,Vk 满足 ⋃
i≤k

Vi ∪ ⋃
i>k+1

Ui = X 并且对每个 i ≤ k 有

Vi ⊆ Ui ，则闭集 X ∖(⋃
i<k

Vi ∪ ⋃
i>k+2

Ui) ⊆ Uk+1 .

由 X 正规，取开集 Vk+1 使得 X ∖(⋃
i≤k

Vi ∪ ⋃
i≥k+2

Ui) ⊆ Vk+1 ⊆ Vk+1 ⊆ Uk+1 ，则

⋃
i<k+1

Vi ∪ ⋃
i>k+2

Ui = X .

这样便依次得到 V1,V2, ⋯ ,Vn ，使得 ⋃
1≤i≤n

Vi = X 并且对每个 i ≤ n，有 Vi ⊆ Ui .

–

–

–

–

设 X 为正规空间, U1,U2, ⋯ ,Un ⊆ X 为开集, ⋃
i≤n

Ui = X . 则存在开集 V1,V2, ⋯ ,Vn 使得

⋃
i≤n

Vi = X 并且对每个 i ≤ n 有Vi ⊆ Ui .
–

(引理) Lem
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证明：

因为 K ⊂ R
n 仍然正规，由引理，我们做出有限多个开集 D1, ⋯ ,DN  使得 Di ⊂ Di ⊂ Ui，使

得 {Di}
N
i=1 还是一个开覆盖.

由于 Di ⊂⊂ Ui，我们可以做出 Di 的截断函数 ζi ∈ C∞
0 (Ui)，使得 ζi(x) ≥ 0 在 Ui 上成立，并

且在 Di 上为正，由于 K ⊂
N

⋃
i=1

Di，所以 
N

∑
i=1

ζi(x) > 0，∀x ∈ K，于是可以令

ηi(x) =
ζi(x)

∑N
i=1 ζi(x)

于是自然有 
N

∑
i=1

ηi(x) = 1，∀x ∈ K.

–

证明：

令 X 为一个这样的空间，由于 X 是一个局部紧 Hausdorff 空间，所以存在一个预紧开集基，
再由第二可数性质知道存在可数的预紧开集基，令 {Ui}

∞
i=1 为这个预紧开集基.

令 K1 = U1，下面归纳定义，假设 K1, ⋯ ,Kk 满足 Uj ⊂ Kj，并且 Kj−1 ⊂ K ∘
j，j = 1, ⋯ , k.

现在我们来定义 Kk+1，由于 Kk 是紧的，所以存在 mk 使得 K1 ⊂
mk

⋃
j=1

Uj，令 Kk+1 =
mk

⋃
j=1

Uj，并且

满足 Kk+1 是紧集，并且 Kk ⊂ K ∘
k+1. 所以我们得到一个紧穷竭.

–

–

设 K 为 Rn 中的紧集，U1, ⋯ ,Uk 为 K 的一个开覆盖，则存在函数

η1 ∈ C∞
0 (U1), ⋯ , ηN ∈ C∞

0 (UN)，使得

（1）0 ≤ ηi(x) ≤ 1，∀x ∈ Ui，i = 1, ⋯ ,N .

（2）
N

∑
i=1

ηi(x) = 1, ∀x ∈ K.

第二可数，局部紧的 Hausdorff 空间存在一个紧穷竭，即存在紧集 Ki ⊂ K
∘
i+1 使得 X =

∞

⋃
i=1

Ki.

(定理) 紧集上的单位分解

(引理) Lem



证明：

由于 Ω 继承 Rn 的拓扑，知道 Ω 自然是一个第二可数的，局部紧的 Hausdorff 空间，所以存在

一个紧穷竭 Ω =
∞

⋃
k=1

Ak，此时有 Aj − A∘
j−1 是紧集，A∘

j+1 − Aj−2 是开集，有

Aj − A
∘
j−1 ⊂⊂ A

∘
j+1 − Aj−2

并且结合 {Ui ∩ (Aj+1 − A∘
j−2) ∣ i ∈ I} 为紧集 Bj = Aj − A∘

j−1 的开覆盖，所以我们可以做 Bj 从属
于这个开覆盖的一个单位分解 Φj = {φ

(j)
α }.

对于任意的 x ∈ Ω，我们知道存在 j 使得 x ∈ Bj，并且 x ∉ Bk，其中 k ≥ j + 2，于是对于 Φk

中的 φ(k)
α ，有 φ(k)

α (x) = 0. 所以我们有

σ(x) := ∑
α,j

φ
(j)
α (x)

在任意 x 附近都是有限和，从而 σ(x) 有意义，令

φα(x) =
∑j φ

(j)
α (x)

σ(x)

则 {φα ∣ α ∈ I} 即为我们所求单位分解.

证明：

另外证明，这个证明可以把紧集上的单位分解延拓到全空间上，是更有优势的.

设 Ω ⊂ R
n 为开集，{Ui}i∈I  为 Ω 的开覆盖，一族 C∞

0  函数 {φα}α∈I  称为从属于 {Ui}i∈I  的单位

分解，如果满足：

（1）0 ≤ φα ≤ 1

（2）{supp φα}α∈I  是 {Ui}i∈I  的局部有限加细.

（3）∑
α∈I

φα(x) ≡ 1.

(定理) 一般情况的单位分解



2025-09-15

1.2.4 修正磨光法

由磨光算子的定义，我们可以看出：磨光函数在某点的值依赖于函数本身在这点附近的值. 因此当我们考
虑，用光滑函数在边界附近去逼近一给定函数时上面引进的磨光法并不合适. 为此，我们可以先延拓给定
的函数然后磨光，有时也可以采用下面的修正磨光法(上面引进的磨光法也称为标准磨光法).

作为例子，我们取区域为

Q = {x ∈ R
n; |xi| < 1, i = 1, 2, ⋯ ,n}

而考虑 Q 的顶边

{x ∈ R
n;xn = 1, |xi| < 1, i = 1, ⋯ ,n − 1}

和底边

{x ∈ R
n;xn = −1, |xi| < 1, i = 1, ⋯ ,n − 1}

附近的磨光.
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容易验证, J−
ε u (x) 在 Q 的顶边上有定义,而 J+

ε u (x) 在 Q 的底边上有定义.

2025-09-17

1.2.5 区域边界的局部拉平

在边值问题中总是要讨论区域边界上的光滑性，而边界上的光滑性一般是通过局部拉平来定义的：

1.3 广义函数

设 u ∈ L1 (Q) ,定义

J−
ε u (x) = ∫

Q

jε (x1 − y1) ⋯ jε (xn−1 − yn−1)jε (xn − yn − 2ε)u (y)dy

J+
ε u (x) = ∫

Q

jε (x1 − y1) ⋯ jε (xn−1 − yn−1)jε (xn − yn + 2ε)u (y)dy

其中 jε (τ) 为一维磨光核.

设 Ω ⊂ R
n 为一有界区域，称 ∂Ω 具有 C k 光滑性，记为 ∂Ω ∈ C k，如果对任意的 x0 ∈ ∂Ω，存

在 x0 的一个邻域 U  和一个数域 C k 的可逆映射 Ψ:U → B1(0)，使得

Ψ(U ∩ Ω) = B+
1 (0) = {y ∈ B1(0), yn > 0}

Ψ(U ∩ ∂Ω) = ∂B+
1 (0) ∩ {y ∈ R

n, yn = 0}

(定义) Def

(定义) Def
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1.3.1 基本定义

✏️笔记：

空间 D(Ω) 中的 "D" 是 Distribution  的首字母，不过这里存在一个容易混淆但非常关键的点：
D(Ω) 空间本身并不是分布空间，而是试验函数空间（space of test functions）。它的命名源于它
在定义“分布”时所起的关键作用。

"D" 来自于 Distribution  这个词。这个理论主要由法国数学家洛朗·施瓦茨（Laurent Schwartz）
在20世纪40年代系统地建立起来。他将线性泛函作用于一个性质非常良好的函数空间（即试验函
数空间 D(Ω)）上，从而定义出一种广义函数，他称之为“分布”（Distribution）。

选择 "Distribution" 这个词，是因为这个概念推广了之前物理和数学中已经存在的、用于描述点电
荷、偶极子等理想化物理量的“函数”。这些物理量在空间中的分布非常集中（例如，点电荷只在一
点上有“值”，其他地方都为零），无法用传统的函数来描述，但可以用测度或一种“分布”来刻画。

施瓦茨的理论提供了一个严谨的数学框架来处理这些对象，其核心思想是：一个“广义函数”（分
布）的性质，完全由它如何作用于所有“试验函数”来确定。

我们不去直接定义一个分布 T  在某一点 x 的值 T (x)，而是定义它作用于一个试验函数 φ 后的值，
记作 ⟨T ,φ⟩。这个值是一个标量（实数或复数）。

D(Ω) 空间被设计成一个“足够好”的函数空间，以确保作用于其上的线性泛函（即分布）具有良好
的性质。前面给出的收敛定义非常严格，它保证了：

因此，整个体系的逻辑是：

1. 紧支撑性: 所有函数的“作用范围”都被限制在一个固定的紧集 K 内，这避免了无穷远处可能
出现的麻烦。

2. 任意阶导数一致收敛: 这个条件非常强，它保证了对分布进行求导、积分等运算时，结果依
然是良好定义的。

首先，我们定义一个非常“优秀”的试验函数空间，它具有我们期望的所有良好性质（光
滑、紧支撑）。这个空间我们称之为 D(Ω)。

然后，我们定义这个空间上的所有连续线性泛函。这些泛函的集合，我们称之为分布空间
（Space of Distributions），记作 D ′(Ω)。

我们称 C∞
0 (Ω) 为 Ω 上的光滑紧支集函数，函数序列 {φn} 在 C∞

0 (Ω) 中收敛到零定义为：
（1）存在一个紧集 K ⊂ Ω 使得 supp φn ⊂ K 对所有 n 成立.
（2）φn 的固定阶偏导对 x 一致收敛到 0（不要求对阶数有一致性）.
C∞

0 (Ω) 赋予上述收敛之后称为 D(Ω) 空间，D(Ω) 中的元素被称为试验函数.

(定义) 试验函数空间
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我们常省略连续两字而简称为线性泛函，连续性有一个等价写法为：
（3）对于任意的紧集 K ⊂ Ω，必然存在常数 c 与非负整数 k 使得

|l(φ)| ≤ c ∑
|α|≤k

sup |∂αφ|, ∀φ ∈ C∞
0 (K)

下面我们来说明 (2) 与 (3) 是等价的：

所以，虽然 D(Ω) 本身是试验函数空间，但它的命名是为了构建分布（Distribution）理论，因此
用 "D" 来标记它，以显示其与分布理论的紧密联系。你可以把它理解为“D istribution-defining
space”或“the domain for D istributions”。

证明：

(3) 推 (2): 任取 φm → 0，由定义我们知道存在紧集 K ⊂ Ω 使得对于所有的 m，都有
supp φm ⊂ K，并且对于任意固定的 α ，有 ∂αφm 在 K 上一致收敛到 0，即
sup
x∈K

|∂αφm| = sup
x∈Rn

|∂αφm(x)| → 0，所以由 (3) 自动有 ⟨l,φm⟩ → 0.

(2) 推 (3): 反证，假设不等式不成立，即存在某个紧集 K 使得对于任意常数 c 和整数 k，都存
在一个函数 φ(x) ∈ C∞

0 (K) 并且有

|l(φ)| > c ∑
|α|≤k

sup |∂αφ|

不妨令 c = k = j，从而有

|l(φj)| > j ∑
|α|≤j

sup |∂αφj|

用 
φj

|⟨l,φj⟩|
 替代 φj，有

1 > j ∑
|α|≤j

sup |∂αφj|

但是由于有

|∂αφj| ≤
1

j

广义函数即 D(Ω) 上的连续线性泛函，l，即有
（1）对于实数或者复数 c1, c2，有

l (c1φ1 + c2φ2) = c1l(φ1) + c2l(φ2)

（2）如果在 D  中 φj → 0，则 l(φj) → 0，我们也常将 l(φ) 写作 ⟨l,φ⟩.
我们将所有广义函数构成的集合记为 D ′(Ω).

(定义) Def



广义函数作为线性泛函，其线性运算，如加法与数乘的定义是自明的。

对于任意的 |α| ≤ j 成立，于是由定义我们知道 φj → 0，但是我们知道 ⟨l,φj⟩ = 1，也就是说 l 不是
连续泛函，矛盾.

如果 f(x) 是 Ω 上的局部可积函数，则对任意的 φ ∈ C∞
0 (Ω)，

⟨f,φ⟩ = ∫ f(x)φ(x)dx

这个积分实际上是在 Ω 上的紧子集 supp φ 上积分，因而是有意义的. 所以我们知道每一个局部可
积函数都可以生成一个线性泛函，我们记为 f，这种广义函数称之为正则广义函数.

🕹️ 例子： 正则广义函数

我们定义 Dirac 函数 δ 为任意的 φ ∈ C∞
0 (R

n)，使得

δ(φ) = φ(0)

很容易证明这确实是一个线性泛函，也即广义函数，我们知道 δ 有一种奇异性，从而决不存在一
个局部可积函数 f 按照上面积分的方式生成 δ，所以广义函数确实推广了函数的概念，称正则广
义函数以外的广义函数为奇异广义函数.

🕹️ 例子： Dirac 函数

如果对于一切的 φ ∈ C∞
0 (U) 都有 ⟨u,φ⟩ = 0，则称广义函数 u 在 U  上为 0.

广义函数 u 的支集 suppu 是 u 在其上为 0 的最大开子集的余集，我们知道 supp u 恒为闭集.

两个广义函数 u1,u2 之差 u1 − u2 若在 U  上为 0，则说明 u1 与 u2 在 u 上相等.

(定义) Def

(定义) Def

(定义) Def



2025-09-22

1.3.2 微分运算与乘子运算

广义函数的微分思想来自于紧支集光滑函数的分部积分公式，考虑光滑函数 f 和光滑紧支集函数 φ ，有

∫
R

f ′(x)φ(x)dx = f(x)φ(x)|+∞
−∞ − ∫

R

f(x)φ′(x)dx = −∫
R

f(x)φ′(x)dx

第二个等式是因为 φ(x) 是紧支集的，所以边界项是零，现在我们可以借助这个想法来定义广义函数的导
数.

证明：

前一部分是自明的，现在我们来证明后一部分，即广义函数实际上满足层的唯一性.
对于任意的 φ ∈ D(Ω)，令 K = supp φ，则存在 {Uα} 的有限子覆盖 {U1, ⋯ ,Uk}，我们作其单位分
解 ψ1, ⋯ ,ψk，有

φ = φ
k

∑
j=1

ψj =
k

∑
j=1

φψj =
k

∑
j=1

φj, φj = φψj

我们自然有 supp φj ⊂ supp ψj ⊂ Uj，由于 u|Uj
= 0，所以我们自然有

⟨u,φ⟩ =
k

∑
j=1

⟨u,φj⟩ = 0

从而知道 u = 0.

若 u 在 Ω 上为 0，则其在 Ω 上的任一开子集上的限制为 0，反过来如果 Ω 有一个开覆盖 {Uα}，

并且 u|Uα
= 0 对于任意的 α 成立，则 u = 0.

广义函数 f(x) ∈ D
′(Ω) 的导数 ∂f

∂xj
∈ D

′(Ω)，定义为

⟨ ∂f

∂xj
,φ⟩ = (−1)⟨f,

∂φ

∂xj
⟩

(定理) (局部化原理)

(定义) Def
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我们还可以定义其上的线性运算，对于实数 c1, c2，f1, f2 ∈ D
′(Ω)，对于任意的 φ ∈ C∞

0 (Ω)，定义

⟨c1f1 + c2f2,φ⟩ := c1⟨f1,φ⟩+ c2⟨f2,φ⟩

对于 C∞ 系数微分算子 P(x, ∂x) = ∑
|α|≤m

aα(x)∂α
x，f ∈ D

′(Ω)，φ ∈ D(Ω)，有

其中 P t 为 P  的转置算子，如果硬要写的话就是 P t(x, ∂x) = ∑
|α|≤m

(−1)|α|∂α
x (aα(x) ⋅ −).

⟨P(x, ∂x)f,φ⟩ = ⟨∑
|α|≤m

aα(x)∂α
x f,φ⟩

= ∑
|α|≤m

⟨aα(x)∂α
x f,φ⟩

= ∑
|α|≤m

⟨∂α
x f, aα(x)φ⟩

= ∑
|α|≤m

(−1)|α|⟨f, ∂α
x (aαφ)⟩

= ⟨f, ∑
|α|≤m

(−1)|α|∂α
x (aαφ)⟩

= ⟨f,P t(x, ∂x)φ⟩

H(x) = {

我们有

⟨H ′,φ⟩ = −⟨H,φ′⟩ = −∫
∞

0
φ′(x)dx = φ(0)

所以有

H ′(x) = δ(x)

🕹️ 例子： Heaviside 函数：

1, x > 0
0, x < 0

任何广义函数 f ∈ D
′(Ω) 可以微分任意多次，并且有

⟨∂αf,φ⟩ = (−1)|α|⟨f, ∂αφ⟩

a(x) ∈ C∞(Ω) 称为一个 D ′(Ω) 乘子，可以对任一 u(x) ∈ D
′(Ω) 定义乘子运算 a ⋅ u

⟨au,φ⟩ = ⟨u, aφ⟩

(定理) Thm

(定义) Def



1.3.3 极限运算

设有一个 D ′(Ω) 广义函数序列 {fn}，我们可以定义其收敛性

在 n > 1 维情况的推广为

H(x) = {

则我们有

∂nH(x)

∂x1∂x2 ⋯ ∂xn
= δ(x)

1, xi > 0, i = 1, 2, ⋯ ,n
0, otherwise

证明：

例如取 fε(x) = { ，我们求其逐点极限和弱星收敛极限.

🕹️ 例子： 逐点收敛极限和弱star极限

0, |x| ≥ ε
1

2ε
, |x| < ε

在 D ′ 中 fn → f 是指对于任意的 φ ∈ D(Ω) 均有

lim
n→∞

⟨fn,φ⟩ = ⟨f,φ⟩

这样的收敛我们称之为弱*收敛.

设 fn ∈ D
′(Ω)，fn → f 弱*收敛，则对于任意固定的 α 有 ∂αfn → ∂αf 弱star收敛.

(定义) Def

(定理) Thm

af://h5-17


证明过程也是显然的.

逐点收敛的情况下，对于 ∀x ≠ 0，显然有 lim
ε→0

fε(x) = 0，对于 x = 0，我们有 lim
ε→0

fε(0) = +∞.

对于任意的 φ ∈ C∞
0 ，我们有

lim
ε→0
⟨fε,φ⟩ = lim

ε→0
∫ f(x)φ(x)dx = lim

ε→0
∫

|x|≤ε

φ(x)

2ε
dx = φ(0)

所以我们知道 fε 的弱星收敛极限是 Dirac 函数 δ.

设 Φε(x) 为磨光核，我们有 Φε(x) → δ 在 D ′(R
n) 意义下.

(定理) Thm



1.3.4 紧支集广义函数

af://h5-18




⚠️注意：



1.3.5 广义函数与函数的卷积

定理 2.5.3 中的偏导是广义函数意义的偏导，即

⟨u,φ⟩ = ⟨f,
∂mnφ

∂xm
1 ⋯ ∂xm

n

⟩

给定 f ∈ D
′(R)，g ∈ C∞

0 (R
n)(或者 f ∈ E

′(R
n)，g ∈ C∞(R

n))，则可以定义 f, g 的卷积为

(f ∗ g)(x) := ⟨f(∙), g(x − ∙)⟩

(定义) Def
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一个重要的例子是对于 Dirac 函数 δ，有

(δ ∗ f)(x) = ⟨δ, f(x − ∙)⟩ = f(x)

需要注意的是，函数与广义函数的卷积不是交换的！

证明：

设 ω ⊂ R
m 为开集，φ(x, y) ∈ C∞(Ω × ω) 且有紧集 K ⊂ Ω 使得当 x ∉ K 时有 φ(x, y) = 0 对于

任意的 y ∈ ω 成立. 如果 u ∈ D
′(Ω)，则函数

y ↦ ⟨u,φ(∙, y)⟩

是一个 C∞ 函数，并且有

∂α
y ⟨u,φ(∙, y)⟩ = ⟨u, ∂α

y φ(∙, y)⟩

如果 f ∈ D
′(R

n),φ ∈ C∞
0 (R

n)(或者 f ∈ E
′(R

n),φ ∈ C∞(R
n))，则

（1）f ∗ φ ∈ C∞(R
n).

(引理) Lem

(定理) Thm



下面我们尝试说明卷积的运算是结合的，为此需要先介绍一个引理：

证明：

（1）由上面引理是显然的.
（2）设 x ∉ supp f + supp φ，则很显然不存在 y 使得 y ∈ supp f 并且 x − y ∈ supp φ，也就是说
supp φ(x − ∙) = x − supp φ，也就是说 supp φ(x − ∙) ∩ supp f = ∅，所以

(f ∗ φ)(x) = ⟨f,φ(x − ∙)⟩ = 0

所以我们有 supp f ∗ φ ⊂ supp f + supp φ.
（3）由上面的引理，我们知道

∂α(f ∗ φ)(x) = ∂α⟨f,φ(x − ∙)⟩ = ⟨f, ∂αφ(x − ∙)⟩ = ⟨∂αf,φ(x − ∙)⟩

所以成立，由此我们甚至有，如果 α = α1 + α2，则

∂α(f ∗ φ) = (∂α1f) ∗ (∂α2φ)

（2）supp f ∗ φ ⊂ supp f + supp φ.

（3）∂α(f ∗ g) = f ∗ ∂αφ = (∂αf) ∗ φ



1.3.6 广义函数的正则化

✏️笔记：

这里由于 f 是连续线性泛函，我们可以这样子理解他：

∫ ⟨f,φ(x)⟩ψ(x)dx = lim∑⟨f,φ(xi)⟩ψ(xi)Δxi = lim⟨f,∑φ(xi)ψ(xi)Δxi⟩ = ⟨f,∫ φ(x)ψ(x)dx⟩

证明：

若 φ,ψ ∈ C∞
0 (R

n)，且 f ∈ D
′(R

n)，则有

(f ∗ ψ) ∗ φ = f ∗ (ψ ∗ φ)

(定理) DCC 式的卷积是结合的
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1.3.7 广义函数与广义函数的卷积

证明：

任取磨光核 φε(x)，我们定义反射 φ̌(x) = φ(−x)，现在任取 ψ(x) ∈ D(R
n)，对于任一广义函数

T ∈ D
′(R

n)，有

(T ∗ ψ)(0) = ⟨T (∙),ψ(−∙)⟩ = ⟨T , ψ̌⟩

所以我们有

由于 φ̌ε 仍然是磨光核，所以我们知道在 D(R
n) 中有

φ̌ε ∗ ψ → ψ

从而我们有

lim
ε→0
⟨f ∗ φε,ψ⟩ = lim

ε→0
⟨f, φ̌ε ∗ ψ⟩ = ⟨f,ψ⟩

从而我们知道有 f ∗ φε → f.

⟨f ∗ φε,ψ⟩ = ((f ∗ φε) ∗ ψ̌)(0)

= (f ∗ (φε ∗ ψ̌))(0)

= ⟨f,
ˇ

φε ∗ ψ̌⟩

= ⟨f, φ̌ε ∗ ψ⟩

f ∈ D
′(R

n)，Φε 为磨光核，则 fε = f ∗ Φε ∈ C∞(R
n) 在 D ′(R

n) 意义下收敛到 f.

(定理) Thm
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✏️笔记：

我们梳理一下这个技术，就是考虑 (f ∗ φ)(0) = ⟨f,φ(−x)⟩x = ⟨f, φ̌⟩，那如果把 0 换成别的呢？我
们有

(f ∗ φ)(−x) = ⟨f,φ(−x − y)⟩y = ⟨f, φ̌(x + y)⟩y

我们把这个式子反过来使用，就是

⟨f,φ(x + y)⟩y = (f ∗ φ̌)(−x)

设 f ∈ D
′，g ∈ E

′，则我们可以定义

⟨f ∗ g,φ⟩ = ⟨f, ⟨g,φ(x + y)⟩y⟩x

(定义) Def



证明：

广义函数卷积的性质，卷积代数：设 f, g,h ∈ D
′(R

n)，且其中至少有两个具有紧支集，则

（1）(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

（2）f ∗ g = g ∗ f

（3）supp (f ∗ g) ⊂ supp f + supp g

（4）f ∗ δ = δ ∗ f = f

（5）∂α(f ∗ g) = (∂α1f) ∗ (∂α2g), ∀α = α1 + α2

（6）卷积运算关于每个因子都是线性的.

(性质) 卷积代数



❗警告：



1.4 傅里叶变换

我们回忆一下一般而言的 Fourier 变换是什么，给定 f(x) ∈ L(R
n)，f 的Fourier 变换为

f̂(ξ) = ∫
Rn

e−ix⋅ξf(x)dx

1.4.1 速降函数空间 S

书上这个 (3) 的证明是错误的，因为你要说明 supp f ∩ supp ψ = ∅，其中 ψ = ⟨g,φ(x + y)⟩y，但
是书上的证明是无法弥补的，他只能说明支集的内部不交，边界相交的情况按照这个证明方法很
难说明. 我们可以采取另外一种方式，见 slfc 2025-09-22  and 09-24  作业

⚠️注意：

我更喜欢用速降而不是急减.

速降空间，又叫 Schwartz 空间，记为 S，而所有满足以下条件的函数 f(x) 的空间：对于任意
的重指标 α,β ∈ N

n，存在常数 c(α,β) ≥ 0 使得

sup
Rn

|xα∂βf(x)| ≤ c(α,β)

fj(x) 在 S  中趋于 0，是指对于固定的 α,β，有

sup
Rn

|xα∂βfj(x)| → 0

(定义) Def
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由于 φ(x) 在 ∞ 处速降，所以上面的积分是收敛的，我们来证明一下：

实际上这个玩意还能加强，即

我们定义 Dxj
=

1

√−1
∂xj

=
1

i
∂xj

=
1

i
∂xj

证明：

由定义，我们知道存在 C > 0，使得 sup |xαφ(x)| ≤ C，也就是说 |φ(x)| ≤
C

|xα|
，我们取充分

大的 α 使得 
C

|xα|
 在 Rn − B(0, 1) 上是可积的，于是我们知道

∫ |φ|dx = ∫
B(0,1)

|φ|dx + ∫
Rn−B(0,1)

|φ|dx ≤ C1 + ∫
Rn−B(0,1)

C

|xα|
dx < ∞

证明：

证明和 p = 1 的情况是完全一样的.

对于 φ(x) ∈ S，请以其 Fourier 变换为

φ̂(ξ) = ∫ e−ix⋅ξφ(x)dx

S ⊂ L
1.

S ⊂ L
p(∞ > p ≥ 1)

(定义) Def

(引理) Lem

(定理) Thm



证明：

证明：

φ ∈ S，记其 Fourier 变换为 F :φ ↦ φ̂，φ̂ ∈ S，而且

F(Dαφ)(ξ) = ξαφ̂(ξ), F(xαφ)(ξ) = (−Dξ)
αφ̂(ξ)

我们有 ∫ e−ix⋅ξe−|x|2/2dx = (2π)
n
2 e−|ξ|2/2

(定理) Thm

(引理) Lem



2025-09-29

我们称 g(x) = e−|x|2/2 为 Gauss 函数，这个函数的特点是其傅里叶变换就是自身(差一个常数因
子).

🕹️ 例子： Gauss 函数

F :S → S  有连续的逆映射 F −1: φ̂ ↦ φ，由下式给出

φ(x) = (2π)−n ∫ eix⋅ξφ̂(ξ)dξ

(定理) Thm



证明：



(性质) Proper



我们还有结论：速降函数的卷积的偏导可以乱放，即如果 f, g ∈ S，则有

∂α(f ∗ g) = (∂αf) ∗ g = f ∗ (∂αg)

证明：

证明：

若 f, g ∈ S，则 f ∗ g ∈ S，并且

f̂ ∗ g = f̂ ⋅ ĝ

我们有 ̂f ⋅ g(ξ) = (2π)−n(f̂ ∗ ĝ)(ξ)

(定理) Thm

(推论) Cor



下面我们证明 Parseval 等式！！！！！

由于 f ⋅ g ∈ S，所以 f, g ∈ S，于是我们有

f̂ ⋅ g(ξ) = ∫ e−ix⋅ξf(x)g(x)dx

= ∫ e−ix⋅ξf(x)F −1(ĝ)(x)dx

= ∫ e−ix⋅ξf(x)dx(2π)−n ∫ eix⋅ηĝ(η)dη

= (2π)−n ∫ ĝ(η)dη∫ e−ix⋅(ξ−η)f(x)dx

= (2π)n ∫ ĝ(η)f̂(ξ − η)dη

= (2π)n(f̂ ∗ ĝ)(ξ)

证明：

如果 f, g ∈ S，则有

⟨f̂, g⟩ = ⟨f, ĝ⟩

如果令 (f, g) = ∫ f–gdx，则有

(f, g) = (2π)−n(f̂, ĝ)

(定理) Parseval 等式



1.4.2 缓增广义函数及其傅里叶变换

❗警告：

我不是很明白这张黑板在些什么，自行领悟吧.

S  的连续线性泛函称为缓增广义函数，记为 S ′.

(定义) 缓增广义函数
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我们实际上有包含关系，首先在集合层面有

D ⊂ S ⊂ E

于是我们实际上有

于是我们之前关于 D ′ 中元素得到的性质都可以运用在 S ′ . 但是乘子运算是不一样的，前面说过，对于
任意的 a(x) ∈ C∞ 都是 D ′ 乘子，所以对于 u ∈ S

′，au 仍然是有意义的，但是一般来说只能保证
au ∈ D

′ 而不能保证在 S ′ 中. 所以此时我们需要定义 S ′ 乘子.

我们有嵌入

E
′ ↪ S

′ ↪ D
′

(定理) Thm



下面来讨论 S ′ 的傅里叶变换，他是建立在 Parseval 恒等式的基础上的，即对于 f, gj ∈ S，我们有

⟨f̂,φj⟩ = ⟨f, φ̂j⟩

现在如果 f ∈ S
′，则上式左方没有意义，但是右方是有意义的，因为傅里叶变换 F  把速降函数送到速

降函数，并且当在 S  中的意义下φj → 0 时，我们知道 φ̂j → 0，于是自然有 ⟨f̂,φj⟩ → 0，所以 f̂ 是连续
线性泛函.

⚠️注意：

缓增函数的充分必要条件为：

证明我们就默认他.

✏️笔记：

我们来证明 F :S ′ → S
′ 是一个连续线性映射：

线性是因为：

令 a(x) ∈ C∞ 使得对于任意重指标 α，存在 c(α) > 0 和整数 N(α) 使得

|Dαa(x)| ≤ c(α)(1 + |x2|)N(α)

则对任意 φ ∈ S，仍然有 aφ ∈ S，所以用

⟨au,φ⟩ = ⟨u, aφ⟩, ∀φ ∈ S

来定义 au，可以保证 au ∈ S
′，称这种 a 为缓增函数，所有缓增函数的集合记为 OM .

若 f ∈ S
′，则对于 ∀φ ∈ S，我们定义 f 的傅里叶变换为

⟨f̂,φ⟩ := ⟨f, φ̂⟩

(定义) S ′乘子

(定义) 广义函数的傅里叶变换



我们记傅里叶变换为 F :S ′ → S
′，我们可以说明

连续性是因为任意给定 Tk → T  弱*收敛，则我们知道

lim
k→∞

⟨Tk,φ⟩ = ⟨T ,φ⟩, ∀φ ∈ S

于是对于任意的 φ ∈ S，我们有

lim
k→∞

⟨F(Tk),φ⟩ = lim
k→∞

⟨Tk, φ̂⟩ = ⟨T , φ̂⟩ = ⟨F(T ),φ⟩

所以我们有

lim
k→∞

F(Tk) = F(T )

所以连续性得证.

⟨F(aT1 + bT2),φ⟩ = ⟨aT1 + bT2, φ̂⟩ (根据 F  在 S ′ 上的定义)

= a⟨T1, φ̂⟩+ b⟨T2, φ̂⟩ (因为 T1,T2 本身是线性泛函)
= a⟨F(T1),φ⟩+ b⟨F(T2),φ⟩ (再次使用 F  在 S ′ 上的定义)
= ⟨aF(T1) + bF(T2),φ⟩ (根据广义函数的加法和数乘定义)

设 f ∈ L
p(∞ > p > 1)，则对于 ∀φ ∈ S，我们有

|⟨f,φ⟩| = ∫ f(x)φ(x)dx ≤ ∫ |f(x)φ(x)|dx ≤ ||f||Lp ⋅ ||φ||Lq

其中 
1

p
+

1

q
= 1. 我们早在先前就已经说明了 S ⊂ L

q. 所以自然有 f ∈ S
′.

🕹️ 例子： L
p(1 ≤ p ≤ ∞) 可以嵌入 S ′∣ ∣证明：

S
′ 中广义函数的傅里叶变化是线性同构.

(定理) S ′ 中广义函数的傅里叶变化是线性同构



我们只需要证明 F −1 的存在，对于任意的 g ∈ S
′，存在 f ∈ S

′ 使得 ⟨g,φ⟩ = ⟨f, φ̂⟩, ∀φ ∈ S .
由于 F :S → S  是线性同构(我们在前面已经证明了傅里叶逆变换公式)，我们定义

⟨f,φ⟩ = ⟨g, φ̌⟩

于是我们知道

⟨g,φ⟩ = ⟨g, ˇ̂φ⟩ = ⟨f, φ̂⟩

⚠️注意：

实际上构造的过程是：

⟨F −1f,φ⟩ := ⟨f,F −1φ⟩

证明：

首先对于任意的 φ ∈ S，我们有

⟨D̂α
xf,φ⟩ = ⟨Dα

xf, φ̂⟩ = (−1)|α|⟨f,Dα
xφ̂⟩ = ⟨f, (−Dx)αφ̂⟩ = ⟨f, ˆxαφ(x)⟩ = ⟨f̂,xαφ(x)⟩ = ⟨xαf̂,φ(x)

于是第一个式子成立，对于第二个式子，我们有

⟨x̂αf,φ⟩ = ⟨xαf, φ̂⟩ = ⟨f,xαφ̂⟩ = ⟨f, D̂α
ξφ⟩ = ⟨f̂,Dα

ξφ⟩ = (−1)|α|⟨f̂, (−Dξ)
αφ⟩ = ⟨(−Dξ)

αf̂,φ⟩

所以我们知道第二个式子成立.

⚠️注意：

这两个性质的证明完美地体现了对偶思想。我们在 S ′ 上证明一个性质，通过定义把运算转移到测
试函数上，最终归结为在 S  上证明其“对偶”的性质。

证明“导数变乘法” D̂f = ξf̂，需要用到“乘法变导数” x̂φ = −Dφ̂。

证明“乘法变导数” x̂f = −Df̂，需要用到“导数变乘法” D̂φ = ξφ̂。

对于 f ∈ S
′，我们有

D̂α
xf(ξ) = ξαf̂(ξ), x̂αf(ξ) = (−Dξ)

αf̂(ξ)

(性质) 缓增广义函数傅里叶变换的微分



🚧正在施工：

证明：

若 g ∈ E
′ ⊂ S

′，则 ĝ(ξ) = ⟨g, e−ix⋅ξ⟩x ∈ OM .

(定理) 物理学家们的歪打正着



🕹️ 例子： 常见傅里叶变换



1.5 Sobolev 空间与 Holder 空间

1.5.1 Soblev 空间

设 Ω 是 Rn 中的开集, u ∈ L1
loc  (Ω), 1 ≤ i ≤ n . 如果存在 gi ∈ L1

loc (Ω) ,使得

∫
Ω
giφdx = −∫

Ω
u

∂φ

∂xi
dx, ∀φ ∈ C∞

0 (Ω)

(定义) 弱导数
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不加证明地介绍下面的定理和命题：

⚠️注意：

① W k,p (Ω) 为Banach空间.
② p = 2 记为 H k (Ω) = W k,p (Ω)

③ W k,p
0 (Ω) 表示 C∞

0 (Ω) 在 W k,p (Ω, z) 中的闭包

则称 gi 为 u 关于变量 xi 的弱导数,仍用通常的记号记为

∂u

∂xi

= gi

有时也记为 Diu = gi . 如果对所有的 1 ≤ i ≤ n,u 关于变量 xi 的弱导数 gi 都存在,则称
g = (g1, ⋯ , gn) 为 u 的弱梯度,记为 ∇u = g ,有时也记为 Du = g . 这时我们也称函数 u 是弱可微的,
并记 u ∈ W 1 (Ω) . 类似地可引进 k 阶弱导数和 k 次弱可微. 如果函数 u 在 Ω 上是 k 次弱可微的,则记
u ∈ W k (Ω) .

设 k 为非负整数, p ≥ 1, Ω 是 Rn 中的开集. 我们称集合

{u ∈ W k (Ω);Dαu ∈ Lp (Ω),对满足  |α| ≤ k 的任意 α}

赋以范数

∥ u∥W k,p(Ω) = ∫
Ω
∑
|α|≤k

|Dαu|pdx

1/p

后得到的线性赋范空间为 Sobolev 空间 W k,p (Ω) .

⎛
⎝

⎞
⎠

（1）W k,p (R
n) = W

k,p
0 (R

n),W 0,p (Ω) = W
0,p
0 (Ω) = Lp (Ω)，但对有界区域 Ω ，当 k ≥ 1 时

W
k,p
0 (Ω) 是 W k,p (Ω) 的真子空间.

（2） C∞ (Ω) ∩ W k,p (Ω) 在 W k,p (Ω) 中是稠密的.

(定义) Sobolev空间

(定理) Sobolev 空间的性质



1.5.2 Sobolev 空间的内插不等式

设 u, v ∈ H 1 (Ω) ,则

∂ (uv)

∂xi
= u

∂v

∂xi
+ v

∂u

∂xi
, i = 1, ⋯ ,n.

设 Ω,D 是 Rn 中的开集, u (x) ∈ W 1 (Ω) , Φ (y) : D → Ω 为一连续可微映射. 则

∂u (Φ (y))

∂yk
=

n

∑
i=1

∂Φi

∂yk
⋅

∂u

∂xi

, k = 1, ⋯ ,n

其中 Φ = (Φ1, ⋯ , Φn) .

设 f (s) 是 R 上的连续函数, f ′ (s) 分段连续,其间断点的集合记为 L ,且存在常数 K ,使得

f ′ (s) ≤ K . 又设 u ∈ W 1 (Ω) ,则 f (u) ∈ W 1 (Ω) ,且

∂f (u)

∂xi

= {∣ ∣ f ′ (u) ∂u
∂xi

,  若 u ∉ L,

0,  若 u ∈ L.

我们说区域 Ω 具有一致内锥性质,如果存在有限锥 V  ,使得每一点 x ∈ Ω 是一个包含于 Ω 内且全
等于 V  的有限锥 Vx 的顶点.

设 Ω ⊂ R
n 为具有一致内锥性质的有界区域,则对任意 ε > 0 ,恒存在只依赖于 p ≥ 1, k, ε 与区域 Ω

的常数 C > 0 ,使得对任何 u ∈ W k,p (Ω) ,有

(命题) (乘积运算)

(命题) 变量替换

(命题) 复合运算

(定义) 一致内锥性质

(定理) (Ehrling-Nirenberg-Gagliardo 插值不等式)
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这个不等式揭示的是这样一个重要事实： W k,p (Ω) 中函数的中间导数的 Lp 模可通过它本身及其最高阶
导数的 Lp 模估出.

证明：

定理的详细证明可参看 Adams 《Sobolev Spaces》第 4 章. 证明的基本精神从如下特殊情形的

讨论即可看出： k = 2,n = 1, Ω = (0, 1) ,且 u ∈ C 2 [0, 1] . 设 0 < ξ <
1

3
,

2

3
< η < 1 . 由中值定理知,

存在 λ ∈ (ξ, η) ,使得

u′ (λ) =
u (η) − u (ξ)

η − ξ
≤ 3 |u (ξ)| + 3 |u (η)|.

因此对任意的 x ∈ (0, 1) ,有

u′ (x) = u′ (λ) + ∫
x

λ

u′′ (t)dt ≤ 3 |u (ξ)| + 3 |u (η)| + ∫
1

0
u′′ (t) dt.

对 ξ 在 (0, 1/3) 上,对 η 在 (2/3, 1) 上积分上述不等式,可得

1

9
u′ (x) ≤ ∫

1/3

0

|u (ξ)|dξ + ∫
1

2/3

|u (η)|dη +
1

9
∫

1

0

u′′ (t) dt ≤ ∫
1

0

|u (t)|dt +
1

9
∫

1

0

u′′ (t) dt.

由 Hölder 不等式进而有

u′ (x) p ≤ 2p−1 ⋅ 9p∫
1

0

|u (t)|pdt + 2p−1∫
1

0

u′′ (t) p
dt.

故

∫
1

0
u′ (t)

p
dt ≤ Kp∫

1

0
u′′ (t)

p
dt + Kp∫

1

0
|u (t)|pdt,

其中 Kp = 2p−1 ⋅ 9p . 对任意区间(a,b),经变量替换,利用上面的不等式就可得到

∫
b

a

u′ (t)
p
dt ≤ Kp(b − a)p∫

b

a

u′′ (t)
p
dt + Kp(b − a)−p∫

b

a

|u (t)|pdt

不妨设 ε ∈ (0, 1) . 取正整数 N2 ,使得

1

2
( ε

Kp

)
1/p

≤
1

N
≤ ( ε

Kp

)
1/p

.

对 j = 0, 1, ⋯ ,N  ,令 aj =
j

N
 ,则 aj − aj−1 =

1
N

 . 对区间 (aj−1, aj) 利用式 (1.2.2),

然后对 j 从 1 到 N  求和就得到

∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣∑
|β|≤k−1

∫
Ω
Dβu

p
dx ≤ ε ∑

|α|=k

∫
Ω

|Dαu|pdx + C∫
Ω

|u|pdx.∣ ∣



1.5.3 Holder 空间

∫
1

0
u′ (t)

p
dt =

N

∑
j=1

∫
aj

aj−1

u′ (t)
p
dt

≤ Kp

N

∑
j=1

{ 1
N p

∫
aj

aj−1

u′′ (t) p
dt + N p∫

aj

aj−1

|u (t)|pdt}

≤ ε∫
1

0
u′′ (t)

p
dt +

2pK 2
p

ε
∫

1

0
|u (t)|pdt.∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣

✏️笔记：

设 u (x) 是定义于 Ω ⊂ R
n 上的函数. 对于 0 < α < 1 ,引入Hölder 半范数

[u]α;Ω = sup
x,y∈Ω,x≠y

|u (x) − u (y)|

|x − y|α
.

用 Cα (Ω) 表示 Ω 上满足 [u]α;Ω < +∞ 的函数全体,并定义范数如下：

|u|α;Ω = |u|0;Ω + [u]α;Ω,

其中 |u|0;Ω 表示 u (x) 在 Ω 上的最大模,即

|u|0;Ω = sup
x∈Ω

|u (x)|

进一步,可对非负整数 k ,定义函数空间

C k,α (Ω̄) = {u;Dβu ∈ Cα (Ω̄),对满足  |β| ≤ k 的任意 β},

并定义半范数

[u]k,α;Ω = ∑
|β|=k

[Dβu]
α;Ω

,

[u]k,0;Ω = [u]k;Ω = ∑
|β|=k

Dβu
0;Ω

和范数

|u|k,α;Ω = ∑
|β|≤k

Dβu
α;Ω

,

|u|k,0;Ω = |u|k;Ω = ∑
|β|≤k

Dβu
0;Ω

.

如果对任意的 Ω′ ⊂⊂ Ω ,都有 u ∈ C k,α (Ω′) ,则称 u ∈ C k,α (Ω) . 在不引起混淆的情况下,我们有时省

略 Hölder 半范数和范数的下标中的集合 Ω .

–∣ ∣∣ ∣∣ ∣–(定义) 半范数
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这个概念可能初看起来有些抽象，但它其实是为了描述一类“恰到好处”的光滑函数而生的。它们比
普通连续函数更“规整”，但又不像可微函数那样要求严格。

让我们循序渐进地来理解它。

1. 从我们熟悉的概念出发：函数的“光滑程度”

在学习微积分时，我们已经接触了衡量函数光滑程度的标尺：

这个标尺很好，但它在 C 0 和 C 1 之间留下了一个巨大的“鸿沟”。

思考一个问题：一个函数可以是连续的（属于 C 0），但不是连续可微的（不属于 C 1）。最经典
的例子就是 f(x) = |x|，它在 x = 0 处是连续的，但不可导。

那我们能否更精细地刻画这个鸿沟里的函数呢？比如，有些函数虽然在某些点不可导，但它们“趋
向于不可导”的方式比别的函数要“温和”一些。Hölder 连续性就是为了度量这种“温和程度”而生
的。

2. Hölder 连续性的核心思想与定义

Hölder 连续性描述了当两个点无限靠近时，函数值的差是如何被控制的。

定义 (Hölder 连续)

设 Ω 是 Rn 中的一个开集。一个函数 f : Ω → R 被称为在 Ω 上是 Hölder 连续的（或 α-Hölder

连续的），如果存在一个常数 C ≥ 0 和一个指数 α ∈ (0, 1]，使得对于 Ω 中所有的 x, y，下式都成
立：

|f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|α

直观理解 α 的作用

我们可以把上面的不等式改写为：

连续函数 C 0：函数图像是连在一起的，没有“断点”或“跳跃”。这是最基本的要求。

连续可微函数 C 1：函数不仅连续，其导数也连续。这意味着函数图像不仅没有断点，还没
有“尖角”，处处都有光滑的切线。

k 阶连续可微函数 C k：函数的直到 k 阶的导数都存在且连续。k 越大，函数就越光滑。

|f(x) − f(y)| 是函数值的差。

|x − y| 是两个点之间的欧几里得距离。

α 被称为 Hölder 指数，它衡量了函数的光滑程度。

C 被称为 Hölder 常数。
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|f(x) − f(y)|

|x − y|
≤ C|x − y|α−1 (当 x ≠ y)

左边是连接 (x, f(x)) 和 (y, f(y)) 的割线斜率的绝对值。

经典例子：函数 f(x) = √x 在 [0, 1] 上。

它在 x = 0 处的导数是无穷大，所以它不是 C 1 的。但是，它可以被证明是 1

2
-Hölder 连续的，即

满足 |f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|1/2。这说明它比一般的连续函数更“规整”，但又达不到 C 1 的标准。

注意：如果 α > 1，那么函数 f 必须是常数。因为此时 |x − y|α−1 → 0，这意味着函数的导数处处
为零。所以我们只关心 α ∈ (0, 1]。

3. Hölder 空间 C k,α(Ω)

现在我们可以正式定义 Hölder 空间了。它由具有一定阶数连续导数、且最高阶导数满足 Hölder
连续性的所有函数组成。

关系谱系：

⋯ ⊂ C 2 ⊂ C 1,α ⊂ C 1,β ⊂ C 1 ⊂ C 0,α ⊂ C 0,β ⊂ C 0 (其中 0 < β < α ≤ 1)

Hölder 空间完美地填充了 C k 和 C k+1 之间的“鸿沟”，为我们提供了一个更精细的函数光滑度标
尺。

4. Hölder 范数

为了让 Hölder 空间成为一个有用的数学结构（具体来说，是一个巴拿赫空间），我们需要定义一
个“范数”来衡量其中每个函数“大小”。

一个函数的“大小”不仅包括其振幅，还包括其“不光滑”的程度。因此，Hölder 范数通常由两部分组
成：一部分衡量函数本身的大小，另一部分衡量其 Hölder 连续的程度。

当 α = 1 时（Lipschitz 连续）：
不等式变为 |f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|。这意味着割线的斜率是有界的。这是 Hölder 连续中
最光滑的情况。如果一个可微函数的导数有界，那么它一定是 Lipschitz 连续的。

当 0 < α < 1 时：
当 x 和 y 靠得很近，即 |x − y| → 0 时，右边的 |x − y|α−1 会趋向于无穷大（因为指数
α − 1 是负的）。这允许割线的斜率在某些点变得无限大，从而函数可以在这些点上不可导
（形成“尖点”）。

α 越大，函数越光滑。因为 α 越大，对函数变化的限制 |x − y|α 就越强（当 |x − y| < 1

时，α 越大，这个值越小）。

C 0,α(Ω) 或 Cα(Ω)：
这是最简单的 Hölder 空间，它包含了所有在 Ω 上有界的 α-Hölder 连续函数。

C k,α(Ω)（其中 k 是非负整数, α ∈ (0, 1]）：
这个空间包含所有在 Ω 上 k 阶连续可微的函数 f，并且其所有 k 阶偏导数 Dβf (这里 β 是
一个多重指标，其长度 |β| = k) 本身都是 α-Hölder 连续的。
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C 0,α 范数

对于函数 f ∈ C 0,α(Ω̄) (这里我们考虑闭域 Ω̄ 以确保上确界有定义)，其范数定义为：

∥f∥C 0,α(Ω̄) = ∥f∥C 0(Ω̄) + [f]C 0,α(Ω̄)

其中：

为什么要加在一起？
只用半范数 [f] 是不够的，因为它对任何常数函数都等于0（例如 f(x) = 5），而范数只应该对零
函数等于0。通过加上 C 0 范数，我们确保了 ∥f∥C 0,α = 0 当且仅当 f(x) = 0。

C k,α 范数

这个概念可以自然地推广到 C k,α 空间。我们需要控制函数本身、它直到 k − 1 阶的导数的大小，
以及它 k 阶导数的 Hölder 规整度。

其范数定义为：

∥f∥C k,α(Ω̄) = ∥f∥C k(Ω̄) + [f]C k,α(Ω̄)

其中：

总结与在数理方程中的意义

1. C 0 范数 (或 sup 范数)：衡量函数的最大振幅。

∥f∥C 0(Ω̄) = sup
x∈Ω̄

|f(x)|

2. Hölder 半范数 (Seminorm)：衡量函数的 Hölder “规整度”。它是满足定义的最小 Hölder
常数 C。

[f]C 0,α(Ω̄) = sup
x,y∈Ω̄,x≠y

|f(x) − f(y)|

|x − y|α

这个半范数捕捉了函数最“剧烈”变化的部分。

1. C k 范数：控制函数及其直到 k 阶所有导数的最大值。

∥f∥C k(Ω̄) = ∑
|β|≤k

sup
x∈Ω̄

|Dβf(x)|

(Dβf 表示所有阶数不超过 k 的偏导数)。

2. 最高阶导数的 Hölder 半范数：

[f]C k,α(Ω̄) = ∑
|β|=k

[Dβf]C 0,α(Ω̄)

这衡量了所有 k 阶偏导数的 Hölder 规整度。
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不难证明, C k,α (Ω̄) 为 Banach 空间. 在上述定义中如果 α = 1 ,则得到的空间称为 Lipschitz 空间.

由 Hölder 半范数和范数的定义, 可直接得到

1.5.4 Holder 空间的内插不等式

简而言之，Hölder 空间和它的范数是分析偏微分方程解的性质时不可或缺的强大工具。它们使得
数学家能够精确地描述和证明解的光滑程度。

是什么：Hölder 空间 C k,α 是一个函数空间，它通过指数 α 精细地刻画了函数及其导数的
光滑性，填补了传统 C k 空间之间的空白。其范数同时度量了函数的振幅和光滑程度。

为什么重要：在偏微分方程（PDE）领域，Hölder 空间至关重要。

1. 解的正则性理论（Regularity Theory）：很多 PDE 理论（特别是椭圆和抛物方程
的 Schauder 理论）的结论是这样的形式：“如果方程的系数和边界条件是 C k,α

的，那么方程的解就是 C k+2,α 的。” 这表明解比问题的数据更光滑。Hölder 空间为
精确描述这种光滑性的提升提供了完美的语言。

2. 存在唯一性：许多 PDE 解的存在唯一性定理都是在 Hölder 空间框架下建立的。

3. 从弱解到强解：在现代 PDE 理论中，我们常常先在更大的空间（如 Sobolev 空间）
中找到一个“弱解”，然后再证明这个弱解实际上足够光滑，属于某个 Hölder 空间，
从而是一个真正意义上的“强解”或“经典解”。

证明：

对任一 y ∈ Bρ ,选取 x̄ ∈ Bρ ,使得 y ∈ Bσ/2 (x̄) ⊂ Bρ . 在 Bσ/2 (x̄) 上对 Diu 积分,由 Green 公式
可得

设 Ω ⊂ R
n , u, v ∈ Cα (Ω̄) ,则

(i) [uv]α;Ω ≤ |u|0;Ω[v]α;Ω + [u]α;Ω|v|0;Ω ;

(ii) |uv|α;Ω ≤ |u|α;Ω|v|α;Ω .

设 Bρ 为 Rn 中半径为 ρ 的球, u ∈ C 1,α (B̄ρ) . 则对任意的 0 < σ ≤ ρ ,有

[u]1;Bρ
≤ σα[u]1,α;Bρ

+
C (n)

σ
|u|0;Bρ

, [u]α;Bρ
≤ σ[u]1,α;Bρ

+
C (n)

σα
|u|0;Bρ

(命题) Prop

(定理) Holder 空间的内插不等式
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∫
Bσ/2

Diudx = ∫
∂Bσ/2

u cos (n,xi)ds,

其中 n 表示 ∂Bσ/2 的单位外法向量. 对上式左端用中值定理, 知存在 ȳ ∈ Bσ/2 , 使得

Diu (ȳ) Bσ/2 = ∫
Bσ/2

Diudx.

于是

|Diu (ȳ)| =
1

Bσ/2

∫
∂Bσ/2

u cos (n,xi)ds ≤
∂Bσ/2

Bσ/2

|u|0 =
2n

σ
|u|0,

又

由于 y 是任意的, 故有 [u]1 ≤ σα[u]1,α +
C (n)

σ
|u|0 . 于是第一个式子得到了证明.

注意到,当 |x − y| < σ 时,有

|u (x) − u (y)|

|x − y|α
=

|u (x) − u (y)|

|x − y|
|x − y|1−α < σ1−α[u]1,

而当 |x − y| ≥ σ 时,有

|u (x) − u (y)|

|x − y|α
≤

2
σα

|u|0.

可见不论在哪种情形下,都有

|u (x) − u (y)|

|x − y|α
≤ σ1−α[u]1 +

2

σα
|u|0.

于是第二个式子成立.

∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣|Diu (y)| = |Diu (y) − Diu (ȳ)| + |Diu (ȳ)|

≤
|Diu (y) − Diu (ȳ)|

|y − ȳ|α
|y − ȳ|α +

2n

σ
|u|0

≤ σα[u]1,α +
2n

σ
|u|0

✏️笔记：

这个定理被称为 Hölder 空间的内插不等式（Interpolation Inequality）。 "内插"这个词是关
键，它意味着我们可以用一个“高阶”范数和一个“低阶”范数来“控制”或“估计”一个“中阶”范数。

让我们一步步来拆解和理解这个不等式。

1. 符号解读：各项的含义

首先，我们必须清楚每个符号代表什么“物理意义”或“几何意义”。假设我们有一个函数 u，它定义
在半径为 ρ 的球 Bρ 上，并且属于 C 1,α(B̄ρ)。
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2. 直观理解：尺度与权衡 (Scale and Trade-off)

这两个不等式的核心思想是：对一个量的估计，取决于你观察它的尺度 σ。

在不同的尺度下，函数的行为由不同的属性主导。

理解第一个不等式：控制“最大斜率” [u]1

[u]1;Bρ
≤ σα[u]1,α;Bρ

+
C(n)

σ
|u|0;Bρ

这个不等式说，我们可以通过两部分来控制函数的最大斜率 [u]1：

σ 的作用像一个“权衡旋钮”：

|u|0;Bρ
: 这是 C 0 范数，即 sup

x∈Bρ

|u(x)|。它代表了函数 u 在这个球里 振幅的最大值。你可以

把它想象成波的“最高峰”或“最低谷”的绝对值。这是最低阶的量。

[u]α;Bρ
: 这是 u 的 C 0,α 半范数。它代表了函数 u 本身的 Hölder 连续程度，衡量了函数图像

的“摆动”或“不光滑”程度。

[u]1;Bρ
: 这是 u 的 C 1 半范数，即 sup

x∈Bρ

|Du(x)|（其中 Du 是 u 的梯度）。它代表了函数 u 的

梯度的最大值，可以直观理解为函数图像上“最陡峭处的斜率”。

[u]1,α;Bρ
: 这是 u 的 C 1,α 半范数，即梯度 Du 的 C 0,α 半范数 [Du]α;Bρ

。它衡量了梯度的
Hölder 连续程度，也就是说，它描述了“斜率的变化有多剧烈”。这是我们这里最高阶的
量。

σ: 这是一个尺度参数 (scale parameter)，取值在 (0, ρ] 之间，单位是长度。这是理解整
个不等式的钥匙。你可以把它想象成你用来观察函数的“放大镜”的视野大小，或者你手中
尺子的“长度”。

1. 高阶项：σα[u]1,α;Bρ
，与梯度的“摆动”有关。

2. 低阶项：
C(n)

σ
|u|0;Bρ，与函数的“振幅”有关。

当你选择一个很小的 σ (微观尺度，Zoom In)：

σα 项变得非常小，意味着高阶项 [u]1,α 的贡献被压制了。

1/σ 项变得非常大，意味着低阶项 |u|0 的贡献占主导。

直观解释：在非常小的尺度 σ 上看，要产生一个很大的斜率，函数值必须在这么
短的距离内发生显著变化。这种变化最终受限于函数的总振幅 |u|0。比如，斜率近
似为 Δu/σ，而 Δu 不可能超过 2|u|0，所以斜率被 |u|0/σ 控制。这就是第二项
C(n)

σ
|u|0;Bρ  的来源。

当你选择一个很大的 σ (宏观尺度，Zoom Out)：
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理解第二个不等式：控制“函数摆动” [u]α

[u]α;Bρ
≤ σ[u]1,α;Bρ

+
C(n)

σα
|u|0;Bρ

这个不等式控制的是函数 u 本身的 Hölder 连续性，逻辑完全类似。它把函数的“摆动” [u]α 分解为
两部分：一部分来自“斜率的摆动”（高阶项），另一部分来自“函数的振幅”（低阶项）。同样地，
σ 扮演了权衡的角色。

3. 应用与意义：为什么这个不等式如此强大？

总结

一句话理解：

Hölder 内插不等式告诉你，一个函数的中阶光滑性（如最大斜率 [u]1 或自身的摆动 [u]α），可以
被它的最高阶光滑性（斜率的摆动 [u]1,α）和最低阶属性（振幅 |u|0）共同控制。控制的方式取决
于你选择的观察尺度 σ，它允许你在“微观”和“宏观”的视角之间进行权衡，以获得最有利的估计。

σα 项变大，高阶项的贡献变得重要。

1/σ 项变小，低阶项的贡献被压制。

直观解释：考虑任意一点 x 的斜率 Du(x)。我们可以用中值定理，把它和另一点 y
的斜率 Du(y) 联系起来。由 [u]1,α 的定义，我们有
|Du(x) − Du(y)| ≤ [u]1,α|x − y|α。在一个大尺度 σ 上，我们可以将 Du(x) 与整个
球上的某种“平均斜率”比较。这个平均斜率又和函数的整体边界值有关，最终还是
和 |u|0 有关，但其影响被大尺度 σ 削弱了。此时，斜率的变化更多地由其自身的
Hölder 连续性 [u]1,α 来主导。

1. 自由选择最优尺度：不等式对 任意 的 0 < σ ≤ ρ 都成立。这意味着在证明中，我们可以根
据需要，策略性地选择一个最优的 σ 来让右边的上界变得尽可能小。
例如，对于第一个不等式，如果我们对右侧求关于 σ 的最小值，我们会发现一个最优的 σ
使得两项达到某种平衡。这通常会导出下面这种形式的“无尺度”内插不等式：

[u]1 ≤ C ′[u]
1

1+α

1,α |u|
α

1+α

0

这种形式在所谓的 "a priori" 估计中极为常见和有用。

2. 从高阶和低阶信息推出中阶信息：在偏微分方程的研究中，我们经常能通过方程本身得到
关于解的高阶范数（比如 [u]1,α）的估计，以及通过边界条件得到低阶范数（比如 |u|0）的
估计。这个内插不等式就像一个桥梁，能让我们自动地获得所有中阶范数（比如 [u]1 和
[u]α）的估计，而无需重新进行繁琐的推导。

3. 正则性理论的基石：这类不等式是椭圆和抛物方程 Schauder 理论 的核心构件。它们被反
复用于从一个较弱的范数估计出发，通过“自举法 (bootstrapping)”一步步提升解的正则
性，最终证明解是经典解（例如 C 2,α）。
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类似还有以下结论：

在上述内插不等式中令 σ 取特殊的值,可得到一些特殊的内插不等式. 例如在式 (1.2.3) 中取 σ = ε1/αρ ,则
得

[u]1;Bρ
≤ ερα[u]1,α;Bρ

+
C (n)

ε1/α
ρ−1|u|0;Bρ

1.5.5 Sobolev 嵌入定理

这组不等式是分析中一个极其深刻和强大的工具，它完美体现了不同函数空间范数之间的内在结
构联系。

设 Bρ 为 Rn 中半径为 ρ 的球, u ∈ C 2,α (B̄ρ) ,则对任意的 0 < σ ≤ ρ ,有

σα[u]α;Bρ
+ σ[u]1;Bρ

+ σ1+α[u]1,α;Bρ
+ σ2[u]2;Bρ

≤ σ2+α[u]2,α;Bρ
+ C (n)|u|0;Bρ

设 Ω ⊂ R
n 为一有界区域, 1 ≤ p ≤ +∞ .

(i) 若 Ω 满足一致内锥条件,则当 p = n 时,有

W 1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω), 1 ≤ q < +∞

而且对任意的 u ∈ W 1,p (Ω) ,有

∥ u∥Lq(Ω) ≤ C (n, q, Ω) ∥ u∥W 1,p(Ω), 1 ≤ q < +∞

当 p < n 时,有

W 1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω), 1 ≤ q ≤ p∗ =
np

n − p

而且对任意 u ∈ W 1,p (Ω) ,有

∥ u∥Lq(Ω) ≤ C (n, p, Ω) ∥ u∥W 1,p(Ω), 1 ≤ q ≤ p∗

(ii) 若 ∂Ω 适当光滑,则当 p > n 时,有

W 1,p (Ω) ⊂ Cα (Ω̄), 0 < α ≤ 1 −
n

p

而且对任意 u ∈ W 1,p (Ω) ,有

(定理) Thm

(定理) 嵌入定理
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上述嵌入定理可简记作

W 1,p (Ω) ↪

需要说明的是上面的第三个嵌入, 即

W 1,p (Ω) ↪ Cα (Ω̄)

其含义是, 对任意的 u ∈ W 1,p (Ω) , 总可以通过修改 u 在一个零测度集上的函数值, 使 u 为 Cα (Ω̄) 中的函
数.

⎧⎪⎨⎪⎩Lq (Ω), 1 ≤ q ≤ p∗ = np
n−p

Lq (Ω), 1 ≤ q < +∞,

Cα (Ω̄), 0 < α ≤ 1 − n
p

,

✏️笔记：

这个定理的核心思想可以概括为一句话：一个函数的“平均光滑程度”可以决定它本身具有的“更好
的性质”（比如更高的可积性，甚至是连续性）。

让我们一步步来拆解这个定理。

第一步：理解其中的“演员”——函数空间

要理解这个定理，我们首先要明白它是在哪些“舞台”上表演的，也就是这些数学符号代表的函数空
间是什么。

1. Lp(Ω) 空间 (Lebesgue 空间)

直观理解: Lp(Ω) 空间衡量的是函数在区域 Ω 上的“大小”或“可积性”。一个函数 u 属
于 Lp(Ω)，意味着将它的绝对值进行 p 次方后，在区域 Ω 上的积分是有限的。

范数: ∥u∥Lp(Ω) = (∫
Ω

|u(x)|pdx)
1/p

。这个范数就是对函数“大小”的量化。p 越大，

对函数在峰值处的“惩罚”就越重。

2. W 1,p(Ω) 空间 (Sobolev 空间)

直观理解: 这是定理的核心。W 1,p(Ω) 空间不仅衡量函数本身的大小，还同时衡量其
一阶导数的大小。这里的“导数”是一种推广的导数，称为弱导数 (weak

derivative)，它允许我们处理那些不满足经典可微条件的函数（比如有尖点的函
数）。

范数: ∥u∥W 1,p(Ω) = (∥u∥p

Lp(Ω)
+ ∥∇u∥p

Lp(Ω)
)

1/p
。

∥u∥p
Lp(Ω)

 是函数本身的大小。

|u|α;Ω ≤ C (n, p, Ω) ∥ u∥W 1,p(Ω), 0 < α ≤ 1 −
n

p

这里, 我们称 p∗ 为 p 的 Sobolev 共轭指数, 而称上述三个不等式中的常数 C 为嵌入常数.
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第二步：理解“嵌入”(⊂)的含义

这里的符号 ⊂ 不仅仅是集合的包含关系。它表示 连续嵌入 (Continuous Embedding)。

A ⊂ B 意味着：
4. 集合包含: 空间 A 中的每一个函数也都在空间 B 中。
5. 连续性: 存在一个常数 C（即定理中的嵌入常数），使得对于任何 u ∈ A，都有：

∥u∥B ≤ C∥u∥A

这表示 A 空间的范数比 B 空间的范数“更强”。如果一个函数在 A 范数下很“小”，那么它在 B 范数
下也一定很“小”。

第三步：剖析定理的三个主要部分 (核心内容)

现在，我们可以把定理看成一个关于“平滑度预算”的故事。

定理根据预算 p 和成本 n 的关系，给出了三种不同的结果：

( i)  情况一: p < n (次临界情况 - 预算不足)

∥∇u∥p

Lp(Ω)
= ∫

Ω
|∇u(x)|pdx 是函数梯度（所有一阶偏导数构成的向量）的

大小。

关键点: 一个函数在 W 1,p(Ω) 空间里，意味着这个函数和它的一阶弱导数都是 Lp 可
积的。这就可以被看作是函数的“平均光滑程度”。p 越大，或者导数的范数越小，
函数就越“光滑”。

3. Cα(Ω̄) 空间 (Hölder 空间)

直观理解: 这个空间描述的是比普通连续函数更“好”的函数。一个函数属于 Cα(Ω̄)，
意味着它不仅在闭区域 Ω̄ 上连续，而且是 α-Hölder 连续的。

定义: 存在一个常数 M，使得对区域内任意两点 x, y，都有
|u(x) − u(y)| ≤ M|x − y|α。

关键点: 这个性质描述的是函数在点态意义下的光滑性。α 越大，函数就越光滑。当
α = 1 时，就是我们熟悉的 Lipschitz 连续。

你的资本: 你有一个 W 1,p(Ω) 中的函数，你的“平滑度预算”由指数 p 决定。

环境的挑战: 空间的维度 n 是你面临的“挑战”或“成本”。维度越高，函数“伸展”的空间越
大，保持良好性质就越困难。

定理内容: W 1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω)，其中 q 最大可以取到 Sobolev 共轭指数 p∗ =
np

n − p
。

直观解释: 你的平滑度预算 p 不足以“支付”在 n 维空间中获得点态性质（如连续性）的“成
本”。但是，你可以用你的 W 1,p “资本”（即导数的可积性）来“交换”函数本身更好的可积
性。原本函数只是 Lp 可积的，现在我们知道它实际上是 Lq 可积的，并且 q 可以比 p 大，
最大能达到 p∗。
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( i)  情况二: p = n (临界情况 - 预算刚刚好)

( ii)  情况三: p > n (超临界情况 - 预算充裕)

最后，关于一些技术细节

总结

Sobolev 嵌入定理是一个强大的“翻译器”，它搭建了不同函数空间之间的桥梁：

如果一个函数... 那么它也... 条件

它和它的一阶导数是 p 次可积的 (W 1,p

)
它本身是 q 次可积的 (Lq with q > p) p < n

它和它的一阶导数是 n 次可积的 (
W 1,n)

它本身是任意有限次可积的 (Lq for any finite 
q)

p = n

它和它的一阶导数是 p 次可积的 (W 1,p

)
它本身是 Hölder 连续的 (Cα) p > n

比喻: 你用“导数的可控性”换取了“函数本身的更强的可控性”。p∗ 是你能换到的极限。

定理内容: W 1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω)，对于任意有限的 q ≥ 1。

直观解释: 你的平滑度预算 p 刚好和空间的维度 n 持平。这是一个临界点。你几乎可以得到
任意好的可积性（任何有限的 Lq），但仍然无法保证函数是连续的，甚至无法保证它是有
界的（L∞）。你无限接近于获得很好的点态性质，但就差那么一点点。

比喻: 你几乎可以在“可积性”的世界里为所欲为，但通往“连续性”世界的大门依然对你紧
闭。

定理内容: W 1,p (Ω) ⊂ Cα (Ω̄)，其中 α = 1 −
n

p
。

直观解释: 你的平滑度预算 p 远远超过了空间维度 n 的挑战。你有如此之多的“平均光滑
度”，以至于它能转化为实实在在的点态光滑度。函数不仅是连续的，而且还是 Hölder 连
续的。

比喻: 你的预算非常充裕，你不仅买得起“连续性”这个基本商品，还能额外获得 α 等级的
“豪华装修”（Hölder 连续）。你的初始预算 p 越大，你得到的 α 就越大，函数就越光滑。

区域的条件 (Ω 满足一致内锥条件 /  ∂Ω 适当光滑) : 为什么需要这个？因为如果区域的边界
非常“糟糕”（比如有一条无限细的裂缝或者一个非常尖锐的角），函数在边界附近的行为
可能会变得很奇异，即使它在内部很光滑。这些几何条件保证了区域足够“规整”，使得函
数在内部的良好性质可以平滑地延伸到边界，从而让嵌入定理成立。

嵌入常数 C: 这个常数不依赖于你选择的具体函数 u，它只依赖于空间的维度 n、指数 p, q

和区域 Ω 的几何形状。这使得这个不等式非常强大，因为它对整个函数空间中的所有函数
都成立。
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重复应用结论 k 次,可得

这个定理在偏微分方程领域是不可或缺的工具。例如，当我们求一个方程的解时，通常更容易在
一个“弱”的空间（如 Sobolev 空间）中证明解的存在性。然后，利用嵌入定理，我们可以“提升”这
个解的正则性（regularity），证明它实际上是一个更光滑、更符合我们直觉的经典解（比如连续
解或可微解）。

⚠️注意：

对于空间 W 1,p
0 (Ω) ,同样也有定理 1.2.4 和定理 1.2.5 所述的嵌入关系和紧嵌入关系. 而且结论对任

意区域 Ω 都成立,嵌入常数也不依赖于 Ω .

W k,p (Ω) ↪

⎧⎪⎨⎪⎩Lq (Ω), 1 ≤ q ≤ np
n−kp , kp < n,

Lq (Ω), 1 ≤ q < +∞, kp = n,

Cα (Ω̄), 0 < α ≤ 1 − n
kp , kp > n.

设 X,Y  为 Banach 空间，X ⊂ Y，若满足
（1）||f||Y ⊂ C||f||X

（2）对 X 中有界序列，必存在子序列在 Y  中强收敛.
则称 X ⊂⊂ Y  紧嵌入.

设 Ω ⊂ R
n 为一有界区域, 1 ≤ p ≤ +∞ .

(i) 若 Ω 满足一致内锥条件,则当 p ≤ n 时下列嵌入是紧的:

W 1,p (Ω) ↪ Lq (Ω), 1 ≤ q ≤ p∗, p < n,

W 1,p (Ω) ↪ Lq (Ω), 1 ≤ q < +∞, p = n

(ii) 若 ∂Ω 适当光滑,则当 p > n 时下列嵌入是紧的:

W 1,p (Ω) ↪ Cα (Ω̄), 0 < α ≤ 1 −
n

p
.

(推论) Cor

(定义) 紧嵌入

(定理) (紧嵌入定理)



1.5.6 Poincare 不等式

⚠️注意：

紧嵌入是指, 对被嵌入空间的任何有界序列, 总存在一个在嵌入空间强收敛的子序列,即嵌入算子是
紧的.

证明：

先证明第一个式子. 由 C∞
0 (Ω) 在 W 1,p

0 (Ω) 中的稠密性知, 只须对 u ∈ C∞
0 (Ω) 来证明. 作一个包

含 Ω 的方体

Q = {x ∈ R
n; ai < xi < ai + d, i = 1, 2, ⋯ ,n},

其中 d = diam Ω . 在 Ω 外补充定义 u = 0 ,则 u ∈ C∞
0 (Q) ,且对任意的 x ∈ Q ,有

关于 x 在 Q 上积分, 进而得

|u (x)|p = ∫
x1

a1

D1u (s,x2, ⋯ ,xn)ds
p

= ∫
a1+d

a1

D1u (s,x2, ⋯ ,xn)ds
p

≤ dp−1∫
a1+d

a1

|D1u (s,x2, ⋯ ,xn)|pds∣ ∣∣ ∣设 1 ≤ p < +∞, Ω ⊂ R
n 为一有界区域.

(i) 若 u ∈ W
1,p
0 (Ω) ,则

∫
Ω

|u|pdx ≤ C∫
Ω

|Du|pdx

(ii) 若 ∂Ω 满足局部 Lipschitz 条件, u ∈ W 1,p (Ω) ,则

∫
Ω

|u − uΩ|pdx ≤ C∫
Ω

|Du|pdx

其中 C 是仅依赖于 n, p 和 Ω 的常数,

uΩ =
1

|Ω|
∫

Ω
u (x)dx

这里我们用 |Ω| 表示 Ω 的测度.

(定理) (Poincaré不等式)
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取 C = dp 就得到第一个式子.

为简单起见, 我们仅就 p > 1 的情形证明第二个式子，至于 p = 1 的情形. 由于在 u 上加一个常
数后, 二式不变, 故不妨设 uΩ = 0 . 现在假设不真, 则对任意正整数 k ≥ 1 , 都存在 uk ∈ W 1,p (Ω) ,满足

∫
Ω

uk (x)dx = 0 , 但是

∫
Ω

|uk|pdx > k∫
Ω

|Duk|pdx

令

wk (x) =
uk (x)

∥ ∥Lp(Ω)

, x ∈ Ω (k = 1, 2, ⋯)

则 wk ∈ W 1,p (Ω) 满足

∫
Ω
wk (x)dx = 0 (k = 1, 2, ⋯)

∥ ∥Lp(Ω) = 1 (k = 1, 2, ⋯)

和

∫
Ω

|Dwk|pdx <
1

k
(k = 1, 2, ⋯)

蕴含 ∥ ∥W 1,p(Ω) 有界，故利用 W 1,p (Ω) 中有界集的弱列紧性和紧嵌入定理, 知存在 {wk} 的子列, 不
妨设为其本身,和 w ∈ W 1,p (Ω) ,使得

wk → w (k → ∞) 在 Lp (Q) 中

Dwk ⇀ Dw (k → ∞)在 Lp (Q, R
n) 中

这里 “⇀” 表弱收敛， 知 Dw (x) = 0 a.e. x ∈ Ω ,因而 w (x) = 常数, a.e. x ∈ Ω, 又知 ∫
Ω
w (x)dx = 0 ,

故
w (x) = 0,  a.e. x ∈ Ω. 知 ∥ w∥Lp(Ω) = 1 ，故矛盾.

∫
Ω

|u (x)|pdx = ∫
Q

|u (x)|pdx

≤ dp−1∫
Q

∫
a1+d

a1

|D1u (s,x2, ⋯ ,xn)|pdsdx

≤ dp∫
Q

|D1u (x1,x2, ⋯ ,xn)|pdx

≤ dp∫
Q

|Du|pdx

uk

wk

wk

✏️笔记：

核心思想：直观理解

想象一下，你有一根有弹性的绳子，或者一个弹性的膜（比如鼓面）。
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一言以蔽之：庞加莱不等式建立了函数的“大小/振幅”与其导数的“大小/陡峭程度”之间的桥梁。它
告诉我们，只要一个函数被某种方式“锚定”（在边界处为0，或者减去其均值），那么它的梯度的
大小就能控制其自身的大小。

定理各项的数学解释

现在，我们来逐一拆解这个定理中的数学符号。

情况 ( i)  (边界为零)： 如果你把这根绳子/膜的边缘固定在高度为零的位置（这就是

u ∈ W
1,p
0 (Ω) 的直观含义），那么绳子/膜的整体“起伏程度”（由 ∫ |u|p 度量）会被它的“陡

峭程度”（由 ∫ |Du|p 度量）所控制。

换句话说，一个边界被钉死在0的函数，如果它想在中间变得“很高”或“很深”（即
|u| 很大），那么它必然在某个地方会变得“很陡峭”（即 |Du| 很大）。你不可能在
保持整体平缓（|Du| 很小）的同时，让函数值远离0。

情况 ( ii)  (一般情况)： 现在，绳子/膜的边缘不要求固定在零。它可以整体“悬浮”在空
中。比如，一个常数函数 u(x) = 1000。这个函数非常“平坦”，它的“陡峭程度” |Du| 处处为

0。但是它的“起伏程度” ∫ |u|p 却非常大。这时，情况 (i) 的不等式显然不成立。

怎么修正呢？我们不再关心函数的绝对高度，而是关心它相对于其平均高度的偏
离程度。这个偏离就是 u − uΩ。

所以，情况 (ii) 的意思是：一个函数偏离其自身平均值的程度（由 ∫ |u − uΩ|p 度

量），被它的“陡峭程度”（由 ∫ |Du|p 度量）所控制。一个非常“平坦”（|Du| 很

小）的函数，它必然处处都非常接近它的平均值。

1. 索博列夫空间 (Sobolev Space)  W 1,p(Ω) 与 W
1,p
0 (Ω)

你可以粗略地将 W 1,p(Ω) 理解为一个函数空间，里面的函数 u 不仅自身是“行为良

好”的（技术上说，是 Lp 可积的，即 ∫
Ω

|u|pdx < ∞），而且它的一阶（弱）导数

Du 也是“行为良好”的（即 ∫
Ω

|Du|pdx < ∞）。

W
1,p
0 (Ω) 是 W 1,p(Ω) 的一个子空间，它额外要求函数在边界 ∂Ω 上的值为0。这就是
我们前面比喻中“把边缘固定在零”的数学表达。这里的“边界值为0”是在一个推广的
意义（迹为0）下理解的，但对于光滑函数，就意味着 u(x) = 0, ∀x ∈ ∂Ω。

2. 梯度 (Gradient)  Du

Du 是函数 u 的梯度向量，即 Du = (
∂u

∂x1
,

∂u

∂x2
, … ,

∂u

∂xn
)。

|Du| 是这个梯度向量的长度（范数），|Du| =√(
∂u

∂x1
)2 + ⋯ + (

∂u

∂xn
)2。它衡量

了函数 u 在某一点上变化最快的速率，即“陡峭程度”。
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一个简单的一维例子 (p = 2)

让我们在最简单的情况下证明并感受一下这个不等式。
设 Ω = (0,L) 是一个一维区间，p = 2。

情况 ( i) : u ∈ W 1,2
0 (0,L)

这意味着 u 是一个在 (0,L) 上可微（某种意义上）的函数，且 u(0) = 0 和 u(L) = 0。我们只用
u(0) = 0 就够了。

根据微积分基本定理，对于任意 x ∈ (0,L)：

u(x) = u(x) − u(0) = ∫
x

0
u′(t)dt

现在，我们对这个等式两边取绝对值，并使用一个非常重要的不等式——柯西-施瓦茨不等式
(Cauchy-Schwarz Inequality)：

注意到 ∫
x

0

|u′(t)|2dt ≤ ∫
L

0

|u′(t)|2dt，因为我们只是把积分区间扩大了。所以：

∫
Ω

|Du|pdx 可以看作是函数 u 在整个区域 Ω 上的总陡峭程度的一种度量。

3. Lp 范数 (Lp Norm)

表达式 ∫
Ω

|u|pdx 是函数 u 的 Lp 范数的 p 次方，即 ∥u∥p
Lp(Ω)。它衡量了函数 u 在整

个区域 Ω 上的总大小或总能量。

4. 平均值 uΩ

uΩ =
1

|Ω|
∫

Ω
u (x)dx

这是函数 u 在区域 Ω 上的标准算术平均值。|u − uΩ| 就表示函数在某一点的值与其
平均值的偏差。

5. 常数 C

这个常数 C 非常关键。不等式告诉我们存在这样一个常数，并且它只依赖于空间的
维度 n、指数 p 和区域 Ω 的几何形状（大小、是否“细长”等），而不依赖于具体的
函数 u。这使得该不等式成为一个普适的工具，可以应用于空间中所有的函数。

|u(x)| = ∫
x

0
1 ⋅ u′(t)dt

≤ (∫
x

0
12dt)

1/2

(∫
x

0
|u′(t)|2dt)

1/2

= √x(∫
x

0
|u′(t)|2dt)

1/2∣ ∣
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|u(x)| ≤ √x(∫
L

0

|u′(t)|2dt)
1/2

现在我们对上式两边平方：

|u(x)|2 ≤ x(∫
L

0
|u′(t)|2dt)

最后，我们在整个区域 Ω = (0,L) 上对 x 进行积分：

看！我们得到了：

∫
L

0

|u(x)|2dx ≤
L2

2
∫

L

0

|u′(x)|2dx

这就是一维情况下的庞加莱不等式 (i)。这里的常数 C = L2/2，它只和区域 Ω = (0,L) 的大小有
关，和函数 u 无关。这个推导完美地展示了函数值（左边）是如何被其导数值（右边）控制的。

为什么这个不等式如此重要？

庞加莱不等式是现代分析和偏微分方程理论的基石之一。
6. 先验估计 (A Priori Estimates) : 在求解偏微分方程时，我们常常只能得到关于解的导数的估计
（比如从方程本身得到能量估计）。庞加莱不等式允许我们将这个导数的估计“转化”为对解本身的
估计。这是证明解的存在性、唯一性和稳定性的关键一步。
7. 范数等价性: 对于 W 1,p

0 (Ω) 空间，庞加莱不等式说明了半范数 ∥Du∥Lp  和完整的 W 1,p 范数
∥u∥W 1,p = (∥u∥p

Lp + ∥Du∥p
Lp)

1/p 是等价的。这在理论分析中提供了巨大的便利。
8. 谱理论: 庞加莱常数 C 的最佳值与拉普拉斯算子在对应边界条件下的第一个非零特征值紧密相
关，连接了分析与几何。

希望这个从直观到严谨的解释能帮助你透彻地理解庞加莱不等式！如果你对其中任何一个环节还
有疑问，请随时提出。

∫
L

0
|u(x)|2dx ≤ ∫

L

0
x(∫

L

0
|u′(t)|2dt)dx

= (∫
L

0
|u′(t)|2dt)(∫

L

0
xdx)

= (∫
L

0
|u′(t)|2dt) ⋅

L2

2

设 BR 是 Rn 中以 R 为半径的球.
(i) 若 u ∈ W

1,p
0 (BR), 1 ≤ p < +∞ ,则

∫
BR

|u|pdx ≤ C (n, p)Rp∫
BR

|Du|pdx

(ii) 若 u ∈ W 1,p (BR), 1 ≤ p < +∞ ,则

(推论) Cor
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证明：

使用 Rescaling 技术,即作变换 y = x/R ,可以归结为单位球 B1 上的不等式. 利用定理不难给出它
的证明.

⚠️注意：

利用嵌入定理可知,当 1 ≤ p < n 时,在定理中不等式左端的指数 p 可以换成任何满足条件

1 ≤ q ≤ p∗ =
np

n − p
 的实数 q ,即我们有

(i) 若 u ∈ W
1,p
0 (Ω), 1 ≤ p < n ,则对任何 1 ≤ q ≤ p∗ ,有

(∫
Ω

|u|qdx)
1/q

≤ C (n, p, Ω)(∫
Ω

|Du|pdx)
1/p

;

(ii) 若 ∂Ω 满足局部 Lipschitz 条件, u ∈ W 1,p (Ω), 1 ≤ p < n ,则对任何 1 ≤ q ≤ p∗ ,有

(∫
Ω

|u − uΩ|qdx)
1/q

≤ C (n, p, Ω)(∫
Ω

|Du|pdx)
1/p

.

证明：

下面我将为你分步证明这两个结论。证明的核心思想是相同的：我们首先利用已知的端点嵌入
定理，然后通过赫尔德不等式将结果“插值”到所有较小的指数 q 上。

在此证明中，我们假设 Ω ⊂ R
n 是一个有界的开集（即其测度 |Ω| 是有限的），这是应用赫尔

德不等式的关键前提。

(i) 证明 W
1,p
0 (Ω) 的情况

我们的目标是证明：
若 u ∈ W

1,p
0 (Ω) 且 1 ≤ p < n，则对任何满足 1 ≤ q ≤ p∗ 的 q，存在一个常数 C 使得：

∥u∥Lq(Ω) ≤ C∥Du∥Lp(Ω)

其中 ∥u∥Lq(Ω) = (∫
Ω

|u|qdx)
1/q

 且 ∥Du∥Lp(Ω) = (∫
Ω

|Du|pdx)
1/p

。

∫
BR

|u − uR|pdx ≤ C (n, p)Rp∫
BR

|Du|pdx

其中

uR =
1

|BR|
∫
BR

u (x)dx.
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证明步骤：

1. 基础：索博列夫-庞加莱不等式 (Sobolev-Poincaré Inequality)

我们首先从标准的索博列夫嵌入定理（有时也称为 Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 不等式）

出发。对于 u ∈ W
1,p
0 (Ω) 和 1 ≤ p < n，该定理保证了 u 嵌入到 Lp∗

(Ω) 中，其中 p∗ =
np

n − p
 是

索博列夫临界指数。具体来说，存在一个常数 C1 = C1(n, p) 使得：

∥u∥Lp∗
(Ω) ≤ C1∥Du∥Lp(Ω)

这个不等式是我们的出发点。
2. 处理特殊情况

当 q = p∗ 时，不等式显然成立，这正是我们出发的索博列夫嵌入定理。所以我们只需要证
明当 1 ≤ q < p∗ 时的情况。

3. 应用赫尔德不等式 (Hölder 's Inequality)

现在，我们来估计 ∥u∥Lq(Ω)。我们可以在积分中巧妙地乘以 1，然后使用赫尔德不等式。

∥u∥q

Lq(Ω)
= ∫

Ω
|u|qdx = ∫

Ω
|u|q ⋅ 1 dx

我们使用赫尔德不等式 ∫ fg ≤ ∥f∥Lr∥g∥Ls，其中 
1

r
+

1

s
= 1。

我们想让 |u|q 的部分与我们已知的 Lp∗

 范数联系起来。因此，我们取 f = |u|q，并选择一个合适
的指数 r。

令 r =
p∗

q
。因为我们假设 q < p∗，所以 r > 1，这是一个有效的赫尔德指数。

其共轭指数 s 满足：

1

s
= 1 −

1

r
= 1 −

q

p∗
=

p∗ − q

p∗

现在应用赫尔德不等式：

∫
Ω

|u|q ⋅ 1 dx ≤ (∫
Ω

(|u|q)rdx)
1/r

(∫
Ω

1sdx)
1/s

代入 r = p∗/q 和 1/s = (p∗ − q)/p∗：

∫
Ω

|u|qdx ≤ (∫
Ω

|u|p
∗

dx)
q/p∗

(|Ω|)
p∗−q

p∗

其中 |Ω| 是区域 Ω 的勒贝格测度。
4. 整理并结合索博列夫不等式

我们对上式两边同时取 1/q 次方：

(∫
Ω

|u|qdx)
1/q

≤ ((∫
Ω

|u|p
∗
dx)

q/p∗

)
1/q

(|Ω|
p∗−q

p∗ )
1/q

化简指数：

/



(ii) 证明 W 1,p(Ω) 的情况 (庞加莱-维尔丁格不等式)

我们的目标是证明：
若 Ω 的边界 ∂Ω 局部 Lipschitz， u ∈ W 1,p(Ω) 且 1 ≤ p < n，则对任何满足 1 ≤ q ≤ p∗ 的 q，存在一
个常数 C 使得：

(∫
Ω

|u − uΩ|qdx)
1/q

≤ C(∫
Ω

|Du|pdx)
1/p

其中 uΩ =
1

|Ω|
∫

Ω

u dx 是 u 在 Ω 上的平均值。

证明步骤：

这个证明的逻辑与 (i) 完全相同，只是我们作用的对象是函数 v = u − uΩ。

∥u∥Lq(Ω) ≤ (∫
Ω

|u|p
∗
dx)

1/p∗

|Ω|
p∗−q

p∗q

这可以写成：

∥u∥Lq(Ω) ≤ ∥u∥Lp∗
(Ω) ⋅ |Ω|

1
q − 1

p∗

现在，我们将第1步中的索博列夫不等式 ∥u∥Lp∗(Ω) ≤ C1∥Du∥Lp(Ω) 代入上式：

∥u∥Lq(Ω) ≤ (C1∥Du∥Lp(Ω)) ⋅ |Ω|
1
q

− 1
p∗

5. 最终结论

我们定义一个新的常数 C：

C = C1(n, p) ⋅ |Ω|
1
q

− 1
p∗

因为 Ω 是一个给定的有界区域，所以 |Ω| 是一个有限的正常数。这个新的常数 C 依赖于 n, p, q

和区域 Ω，但它不依赖于函数 u。因此，我们证明了：

∥u∥Lq(Ω) ≤ C∥Du∥Lp(Ω)

这便完成了 (i) 的证明。

6. 基础：庞加莱-索博列夫不等式 (Poincaré-Sobolev Inequality)

对于边界条件较好（如局部 Lipschitz）的有界区域 Ω，我们有庞加莱-索博列夫不等式，它
同样是索博列夫嵌入定理的一个推论。它表明对于 u ∈ W 1,p(Ω)，函数 u − uΩ 满足：

∥u − uΩ∥Lp∗
(Ω) ≤ C2∥D(u − uΩ)∥Lp(Ω)

因为 uΩ 是一个常数，它的导数为零，所以 D(u − uΩ) = Du。因此，不等式可以写为：

∥u − uΩ∥Lp∗
(Ω) ≤ C2∥Du∥Lp(Ω)

这里的常数 C2 = C2(n, p, Ω)。
7. 应用相同的插值论证
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在利用嵌入定理时,为了确定不等式右端常数 C 对 R 的依赖关系,可以像推论的证明那样使用 Rescaling 技
术. 当 p ≥ n 时,注的不等式左端的指数 q 可以取为任何不小于 1 的实数. 但当 p = n 时,不等式右端的常数

总结：
这个证明的核心技巧是利用赫尔德不等式，从已知的“端点”嵌入 W 1,p ↪ Lp∗

 出发，通过插值方法
证明了对于所有中间的 q（即 p ≤ q ≤ p∗），嵌入 W 1,p ↪ Lq 同样成立。这是一个在泛函分析和偏
微分方程中非常常用且强大的技巧。

我们令 v(x) = u(x) − uΩ。那么我们已知 ∥v∥Lp∗
(Ω) ≤ C2∥Dv∥Lp(Ω)。

我们的目标是证明 ∥v∥Lq(Ω) ≤ C∥Dv∥Lp(Ω) 对于所有 1 ≤ q ≤ p∗ 成立。

这与 (i) 中的问题是完全一样的，只是把 u 换成了 v。我们可以完全重复 (i) 中的第 3 步和
第 4 步的推导过程，直接得到：

∥v∥Lq(Ω) ≤ ∥v∥Lp∗(Ω) ⋅ |Ω|
1
q

− 1
p∗

8. 结合与结论

现在，我们将第1步中的庞加莱-索博列夫不等式代入：

∥v∥Lq(Ω) ≤ (C2∥Dv∥Lp(Ω)) ⋅ |Ω|
1
q

− 1
p∗

将 v = u − uΩ 和 Dv = Du 代回：

∥u − uΩ∥Lq(Ω) ≤ (C2∥Du∥Lp(Ω)) ⋅ |Ω|
1
q

− 1
p∗

定义一个新的常数 C = C2 ⋅ |Ω|
1
q

− 1
p∗，这个常数依赖于 n, p, q, Ω，但不依赖于 u。于是我们得到

了最终的不等式：

(∫
Ω

|u − uΩ|qdx)
1/q

≤ C(∫
Ω

|Du|pdx)
1/p

这便完成了 (ii) 的证明。

⚠️注意：

同理,推论中不等式左端的指数 p 也可以换成任何满足 1 ≤ q ≤ p∗ =
np

n − p
 的任何实数 q . 这时我们

有
(i) 若 u ∈ W

1,p
0 (BR), 1 ≤ p < n ,则对任何 1 ≤ q ≤ p∗ ,有

(∫
BR

|u|qdx)
1/q

≤ C (n, p)R1+n/q−n/p(∫
BR

|Du|pdx)
1/p

;

(ii) 若 u ∈ W 1,p (BR), 1 ≤ p < n ,则对任何 1 ≤ q ≤ p∗ ,有

(∫
BR

|u − uR|qdx)
1/q

≤ C (n, p)R1+n/q−n/p(∫
BR

|Du|pdx)
1/p

.



C 还依赖于 q .

1.5.7 t 向异性的 Sobolev 空间

由于抛物型方程中空间变量 x 和时间变量 t 的 “地位” 不同,所以在研究抛物型方程时所借助的函数空间与
在研究椭圆型方程时所借助的函数空间有一定的差别. 本节介绍适合于抛物型方程特点的 t 向异性
Sobolev 空间和 Hölder 空间.

设 Ω 是 Rn 中的开集, T > 0,QT = Ω × (0,T ) .

可以证明, W 2k,k
p (QT ) 在上述范数下是一个 Banach 空间. W 2k,k

p (QT ) 中元素的 t 向弱导数的阶低于 x 向弱
导数的阶.

我们还需要引进如下的定义.

⚠️注意：

当 p = 2 时,上面引进的函数空间中都可以定义内积而成为 Hilbert 空间. 特别地,当 p = 2,m = k = 1

时的空间 W 1,1
2 (QT ) 就是前面所引进的 H 1 (QT ) .

设 k 为非负整数, 1 ≤ p < +∞ . 我们称集合

{u;DαDr
tu ∈ Lp (QT ),对满足  |α| + 2r ≤ 2k 的任意 α 和 r}

赋以范数

∥ u∥
W

2k,k
p (QT )

= ∑
|α|+2r≤2k

∥ ∥Lp(QT )

后得到的线性赋范空间为 Sobolev 空间 W 2k,k
p (QT ) .

DαDr
tu

设 m, k 为 0 或 1, 1 ≤ p < +∞ . 我们称集合

{u;Dαu,Dr
tu ∈ Lp (QT ),对满足  |α| ≤ m 和 r ≤ k 的任意 α 和 r}

赋以范数

∥ u∥
W

m,k
p (QT )

= ∑
|α|≤m

∥ ∥Lp(QT ) + ∑
r≤k

∥ ∥Lp(QT )

后得到的线性赋范空间为 Sobolev 空间 W m,k
p (QT ) .

Dαu Dr
tu

(定义) Def

(定义) Def
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🚧正在施工：

设 QT = Ω × (0,T )，定义
（1）∂lQT := ∂Ω × (0,T ).
（2）∂pQT  为 QT  的抛物边界，为 ∂lQT ∪ {(x, t):x ∈ Ω. t = 0}.

（3）
∘
C

∞

(QT ) 表示 QT  的侧边界附近为 0 而在 QT  上无穷次可微函数构成的集合.

（4）
∙
C

∞

(QT ) 表示 QT  的抛物边界附近为 0 而在 QT  上无穷次可微的函数构成的集合.

–

––

––

（1）用 
∘
W

2k,k

p (QT ) 表示 
∘
C

∞

(Q̄T) 在 W 2k,k
p (QT ) 中的闭包;

（2）用W̃ m,k
p (QT ) 表示 C̊∞ (Q̄T) 在 W m,k

p (QT ) 中的闭包;

（3）用 W̃ 2k,k
p (QT ) 表示 C̊∞ (Q̄T) 在W 2k,k

p (QT ) 中的闭包;

（4）用 Ẇ m,k
p (QT ) 表示 Ċ∞ (Q̄T) 在 W m,k

p (QT ) 中的闭包.

用 V2 (QT ) 表示集合 L∞ (0,T ;L2 (Ω)) ∩ W
1,0
2 (QT ) 赋以范数

/

(定义) Def

(定义) Def

(定义) Def



容易验证：

1.5.8 t 向异性的 Holder 空间

我们先引进抛物距离的概念. 设 Ω ⊂ R
n,QT = Ω × (0,T ) . 对任意两点 P (x, t) , Q (y, s) ∈ QT  ,定义 P ,Q

之间的抛物距离为

d (P ,Q) = (|x − y|2 + |t − s|)
1/2

.

⚠️注意：

W
0,1
2 (QT ) 中的 “ ∙ ” 只在底边上起作用. 实际上, W 0,1

2 (QT ) 可以看做在 QT  的底边 Ω × {t = 0} 附
近为 0 的无穷次可微函数在 W 0,1

2 (QT ) 中的闭包.

–

∥ u∥V2(QT ) = sup
0≤t≤T

∥ u (⋅, t)∥L2(Ω) + (∬
QT

|Du|2dxdt)
1/2

后所得到的 Banach 空间.

记

V (QT ) = {u ∈ W̄
1,1
2 (QT );Dut ∈ L2 (QT , R

n)},

其中的内积定义为

(u, v)V (QT ) = (u, v)W 1,1
2 (QT ) + (Dut,Dvt)L2(QT ).

V (QT ) 在 Ẇ 1,1
2 (QT ) 中稠密.

设 u (x, t) 是定义于 QT  上的函数. 对于 0 < α < 1 ,引入 Hölder半范数

[u]α,α/2;QT
= sup

P ,Q∈QT ,P≠Q

|u (P) − u (Q)|

dα (P ,Q)
.

(定义) Def

(命题) Prop

(定义) t 向异性的 Holder 空间
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1.5.9 t 向异性的 Sobolev 空间嵌入定理

⚠️注意：

不难证明, C 2k+α,k+α (Q̄T) 为 Banach 空间. 当 k = 1 时,有

|u|2,1;QT
= |u|0;QT

+ |Du|0;QT
+ D2u

0;QT
+ |ut|0;QT

,

|u|2+α,1+α/2;QT
= |u|α,α/2;QT

+ |Du|α,α/2;QT
+ D2u

α,α/2;QT
+ |ut|α,α/2;QT

,

其中 D2u
0;QT

, D2u
α,α/2;QT

 表示对 u 所有关于空间变量 x 的二阶导数所取的范数之和. 在不引起
混淆的情况下,有时我们省略 Hölder 半范数和范数的下标中的集合 QT  .∣ ∣∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣用 Cα,α/2 (Q̄T) 表示 QT  上满足 [u]α,α/2;QT

< +∞ 的函数全体,并定义范数如下

|u|α,α/2;QT
= |u|0;QT

+ [u]α,α/2;QT
,

其中 |u|0;QT
 表示 u (x, t) 在 QT  上的最大模,即

|u|0;QT
= sup

(x,t)∈QT

|u (x, t)|

进一步,对非负整数 k ,定义函数空间

C 2k+α,k+α/2 (Q̄T) = {u;DβDr
tu ∈ Cα,α/2 (Q̄T),对满足  |β| + 2r ≤ 2k 的任意 β 和 r}

并定义半范数

[u]2k+α,k+α/2;QT
= ∑

|β|+2r=2k

[DβDr
tu]α,α/2;QT

,

[u]2k,k;QT
= ∑

|β|+2r=2k

DβDr
tu 0;QT

和范数

|u|2k+α,k+α/2;QT
= ∑

|β|+2r≤2k

DβDr
tu α,α/2;QT

,

[u]2k,k;QT
= ∑

|β|+2r≤2k

DβDr
tu 0;QT

.∣ ∣∣ ∣∣ ∣设 Ω ⊂ R
n 为一有界区域, 1 ≤ p < +∞ .

(i) 若 Ω 满足一致内锥条件,则当 p = (n + 2)/2 时,

W 2,1
p (QT ) ⊂ Lq (QT ), 1 ≤ q < +∞,

(定理) (t向异性嵌入定理)
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重复应用定理的结论 k 次,可得

对空间 V2 (QT ) ,也可建立嵌入定理. 为便于应用,取区域为标准圆柱体

Qρ = Bρ × (−ρ2, ρ2), Bρ = {x ∈ R
n; |x| < ρ}.

⚠️注意：

上述嵌入定理可简记作

W 2,1
p (QT ) ↪

⎧⎪⎨⎪⎩Lq (QT ), 1 ≤ q ≤ (n+2)p
n+2−2p

, p < n+2
2

,

Lq (QT ), 1 ≤ q < +∞, p = n+2
2

,

Cα,α/2 (Q̄T), 0 < α ≤ 2 − n+2
p

, p > n+2
2

.

而且对任意的 u ∈ W 2,1
p (QT ) ,有

∥ u∥Lq(QT ) ≤ C (n, q,QT ) ∥ u∥W 2,1
p (QT ), 1 ≤ q < +∞;

当 p < (n + 2)/2 时,有

W 2,1
p (QT ) ⊂ Lq (QT ), 1 ≤ q ≤

(n + 2)p

n + 2 − 2p
,

而且对任意的 u ∈ W 2,1
p (QT ) ,有

∥ u∥Lq(QT ) ≤ C (n, p,QT ) ∥ u∥W
2,1
p (QT ), 1 ≤ q ≤

(n + 2)p

n + 2 − 2p
;

(ii) 若 ∂Ω 适当光滑,则当 p > (n + 2)/2 时,

W 2,1
p (QT ) ⊂ Cα,α/2 (Q̄T), 0 < α ≤ 2 −

n + 2
p

,

而且对任意的 u ∈ W 2,1
p (QT ) ,有

|u|α,α/2;QT
≤ C (n, p,QT ) ∥ u∥W 2,1

p (QT ), 0 < α ≤ 2 −
n + 2

p
.

W 2k,k
p (QT ) ↪

⎧⎪⎨⎪⎩Lq (QT ), 1 ≤ q ≤
(n+2)p
n+2−2kp , kp < n+2

2 ,

Lq (QT ), 1 ≤ q < +∞, kp = n+2
2 ,

Cα,α/2 (Q̄T), 0 < α ≤ 2 − n+2
kp , kp > n+2

2 .

(命题) Prop



1.5.10 t 向异性的 Poincare 不等式

对 t 向异性的 Sobolev 空间 W 1,1
p (QT ) ,也可以建立相应的 Poincaré 不等式. 为便于应用,这里我们也取区

域为标准圆柱体 Qρ .

证明：

利用标准的 Poincaré 不等式可得 ρ = 1 时的结论. 对 ρ > 0的一般情形, 使用 Rescaling 技术就可
得到所要证明的结论.

设 u ∈ V2 (Qρ) ,则

( 1

ρn+2
∬

Qρ

|u|2qdxdt)
1/q

≤ C (n)ρ−n( sup
−ρ2≤t≤ρ2

∫
Bρ

u2dx + ∬
Qρ

|Du|2dxdt),

其中

q = {
5
3 ,  当 n = 1, 2;

1 + 2
n ,  当 n > 2.

设 1 ≤ p < +∞, ρ > 0 .

(i) 若 u ∈ Ẇ 1,1
p (Qρ) ,则

∬
Qρ

|u|pdxdt ≤ C (n, p)(ρp∬
Qρ

|Du|pdxdt+ρ2p∬
Qρ

|Dtu|pdxdt)

(ii) 若 u ∈ W 1,1
p (Qρ) ,则

∬
Qρ

|u − uρ|pdxdt ≤ C (n, p)(ρp∬
Qρ

|Du|pdxdt + ρ2p∬
Qρ

|Dtu|pdxdt),

其中 uρ =
1

|Qρ|
∬

Qρ

u (x, t)dxdt.

(定理) Thm

(定理) (t 向异性 Poincaré 不等式 )
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