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第 1章 群

1.1 群同态

定理 1.1 (群同态基本定理)

♡设 f : G → G′是群的满同态，则 G/Ker f ≃ G′.

证明 为了方便书写，我们记 N = Ker f .
首先我们定义映射 φ : G/N → G′为

φ(gN) = f(g)

为了验证这确实是一个映射，我们只需要证明对于同一个陪集的不同的代表元 g, h，我

们有 f(g) = f(h)，而这是因为若 g, h属于同一个陪集，则有 g−1h ∈ N，从而

e∈G′ = f(g−1h) = f(g)−1f(h)

所以有 f(g) = f(h).
那么由 f 是满同态，容易证明 φ是满射，进一步，为了证明同构，我们需要证明单射.
若 φ(gN) = φ(hN)，则 f(g) = f(h)，从而导致 g−1h ∈ N，故 gN = hN，从而 φ是单

射，从而是双射.
最后，由 f 是同态，我们知道

φ(gN · hN) = φ(ghN) = f(gh) = f(g)f(h) = φ(gN)φ(hN)

所以 φ是同态，又因为 φ是双射，所以 φ是群同构，也即

G/N ≃ G′

□
�

笔记 如果 f : G → G′不是满同态，我们可以取出 Im f，从而自然地有 f : G → Im f 是满同

态，所以我们有

G/Ker f ≃ Im f

从中也可以发现“满同态”并不是一个本质的性质，我们很容易通过取出同态像把一个

不是满的同态变成满的.
�

笔记 通过这个定理，我们在遇到一个从G到H 的满同态时，可以在同构的意义下把H 看做

是 G的一个商群，而这个同构关系的精细程度，取决于同态核的大小.
同样的，当遇到一个G的一个商群 G/N 的时候，我们可以通过自然同态将 G/N 看做是

同态像，从而我们知道要找出一个群G的所有同态像，就相当于找出G的所有商群，也就相

当于找出 G的所有正规子群.



1.1 群同态

�

笔记 令 π是自然映射，从而我们有以下交换图，其中 f = φ ◦ π.

G H

G/Kerf

f

π φ

命题 1.1

♠

设群同态 f : G → H，我们有

(1)任取 K < G，有 f(K) < H .
(2)任取 L < H，有 f−1(L) < G，且 Ker f < f−1(L).

命题 1.2

♠

设群同态 f : G → H，我们有

(1)任取M ◁H，有 f−1(M)◁G.
(2)若 f 为满同态，任取 K ◁G，有 f(K)◁H .

定理 1.2 (群的同态定理)

♡

设 f 是群 G到群 G′的满同态，令 N = Ker f，则

(1) f 建立了 G中包含 N 的子群与 G′中子群之间的双射.
(2) f 建立了 G中包含 N 的正规子群与 G′中正规子群之间的双射.
(3)如果 H ◁G,N ⊆ H，则有 G/H ≃ G′/f(H).

证明 (1)首先，对G中任意包含N 的子群K，我们有 f(K) < G′，从而我们得到了一个从G

中任意包含 N 的子群到 G′中子群的映射

K 7−→ f(K)

下面我们证明这是双射：对于任何 G′ 的子群 H，由命题 1.1我们知道 f−1(H) < G且包

含 N，并且有 f(f−1(H)) = H，从而这是满射.
此外若H1, H2是G中两个包含N 的子群且 f(H1) = f(H2)，我们知道对任意的 h1 ∈ H1，

存在 h2 ∈ H2 使得 f(h1) = f(h2)，也即 h1h
−1
2 ∈ N ⊆ H2，故我们知道 h1 = h1h

−1
2 h2 ∈ H2，

从而 H1 ⊆ H2，同理有 H2 ⊆ H1，故 H1 = H2，故单射，故双射.
(2)设 H 为 G中任一包含 N 的正规子群，对任意 h′ = f(h) ∈ f(H), g′ = f(g) ∈ G′，我

们有 ghg−1 ∈ H，从而

g′h′g′
−1

= f(g)f(h)f(g−1) = f(ghg−1) ∈ f(H)

故 f(H)为 G′的正规子群.
反之若 f(H)是 G′ 的正规子群，则知道 f(gHg−1) = f(H)，因为 N ⊆ H,N ⊆ gHg−1，

又由于 (1)中证明了单射，从而 gHg−1 = H，故 H 是 G的正规子群.
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1.1 群同态

(3)令 π是 G′关于 f(H)的自然映射，考虑如下交换图

G G′/f(H)

G′

π◦f

f π

我们考虑 Ker (π ◦ f)，有

Ker (π ◦ f) = f−1(Ker π) = f−1(π−1(e∈G′f(H))) = f−1(f(H)) = H

从而由群同态基本定理，我们有

G/H = G/Ker (π ◦ f) = G′/f(H)

□
�

笔记 (3)中的证明方法我们将经常用到：通常为了证明一个商群 G/N 与某个群 H 同构，我

们经常构造 G到 H 的满同态，然后证明这个同态的核是 N，利用群同态基本定理就可以得

到这个同构.

推论 1.1

♡

设 G是群，N ◁G，有自然同态

π : G → G/N

(1) π建立了 G中包含 N 的子群与 G/N 的子群之间的双射.
(2) π建立了 G中包含 N 的正规子群与 G/N 的正规子群之间的双射.
(3)若 N ⊆ H,H ◁G，则 G/H ≃ (G/N)/(H/N).

�

笔记 由于同态像就可以看做是商群，所以用商群和自然同态的语言在叙述上不失一般性.

定理 1.3

♡

设 G是群，N ◁G，π : G → G/N 是自然同态，对于 H < G，我们有

(1) HN 是 G中包含 N 的子群.
(2) HN = π−1(π(H)).
(3) (H ∩N)◁H，且 Ker (π|H) = H ∩N .
(4) HN/N ≃ H/(H ∩N)

证明 (1)由于 N = eN ⊆ HN，显然.
(2)我们有

π(HN) = {hnN |h ∈ H,n ∈ N}
= {hN |h ∈ H}
= π(H)

从而我们知道HN ⊆ π−1(π(H))，另一方面，我们任取 a ∈ π−1(π(H))，存在 b ∈ H 使得
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1.2 循环群

π(a) = π(b)，所以

π(b−1a) = π(b)−1π(a) = e∈G/N

故 b−1a ∈ N，所以我们有

a = bb−1a = b(b−1a) ∈ HN

故 π−1(π(H)) ⊆ HN，从而 HN = π−1(π(H)).
(3)显然有 (H ∩N) < H，又对于任意 h ∈ H,n ∈ H ∩N，因为 N ◁G，有 hnh−1 ∈ N，

又 n ∈ H ∩N，故存在 h0 ∈ H 使得 n = h0，从而 hnh−1 = hh0h
−1 ∈ H，故 hnh−1 ∈ H ∩N，

从而得证 H ∩N 是 H 的正规子群.
又因为 Ker (π|H) ⊆ Ker π = N，Ker (π|H) ⊆ H，从而 Ker (π|H) ⊆ H ∩ N，另一方面，

我们任取 n ∈ H ∩N，有 π|H(n) = N = e∈G/N，从而 H ∩N ⊆ Ker (π|H)，故有

Ker (π|H) = H ∩N

(4)我们已知 π(H) = π(HN) = HN/N，所以有满同态：

π|H : H → HN/N

所以由同态基本定理我们知道

H/Ker (π|H) ≃ HN/N

又知道 Ker (π|H) = H ∩N，从而我们知道

H/(H ∩N) ≃ HN/N

□
�

笔记 这个定理的另一个形式可以写成：设 G和 H 为两个群，存在群同态 φ : G → H，任取

K < G，有

(1) φ(K) = φ(KKer φ).
(2) KKer φ = φ−1(φ(K)).

�

笔记 这个定理还有一个名字叫做钻石定理，因为可以将涉及的群的关系表为如下形式：

HN

H N

H ∩N

▷

▷
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1.2 循环群

1.2 循环群

定理 1.4

♡循环群的任一子群必是循环群.

证明 设 G1 < G = ⟨a⟩，令 k = min{m ∈ N |am ∈ G1}，我们下面证明 G1 = ⟨ak⟩.
显然有 ⟨ak⟩ ⊆ G1，另一方面，对任意的 am ∈ G1，要证 am ∈ ⟨ak⟩，只要证明 k | m，做

带余除法，我们假设m = qk + r，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，则我们知道

ar = am−qk = am · (ak)−q ∈ G1

从而我们知道若 r ̸= 0，则与 k 的取法的最小性矛盾，从而我们知道 r = 0 也即 k | m，
从而 G1 ⊆ ⟨ak⟩，所以我们知道

G1 = ⟨ak⟩ < ⟨a⟩ = G

□

推论 1.2

♡{Z; +}的子群必然形如mZ(m ∈ N)

定理 1.5

♡

设群 G = ⟨a⟩，若群 G是无限阶的，则 G与 {Z; +}同构；若 G是有限阶的，则 G与

{Zm; +}同构.

证明 令

φ : {Z; +} −→ G

n 7−→ an

对 ∀n1, n2 ∈ {Z; +}，有

φ(n1 + n2) = an1+n2 = an1 · an2 = φ(n1)φ(n2)

于是 φ是同态，且容易验证为满同态，根据同态基本定理有

{Z; +}/Ker φ ≃ G

其中

Ker φ =

{0} =⇒ {Z; +} ≃ G

mZ =⇒ {Zm; +} ≃ G

□

推论 1.3

♡两个循环群同构⇐⇒它们有相同的阶.
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1.2 循环群

定理 1.6

♡设G是m阶循环群，m1是m的一个正整数因子，则存在唯一的G1 < G使得 |G1| = m1.

证明 不妨设 G = {Zm; +} = {0, 1, · · · ,m− 1}，则

⟨ m
m1

⟩ = {0, m
m1

, 2
m

m1

, · · · , (m1 − 1)
m

m1

}

是 G的m1阶子群，则存在性得证.
下面证明唯一性：若 H 是 G的 m1 阶子群，设 H = ⟨h⟩ = {0, h, 2h, · · · , (m1 − 1)h}，且

我们有

m1h = 0

从而我们知道m | m1h，也即存在 k ∈ N使得m1h = km，从而 h = k
m

m1

.

若 gcd(k,m1) = d > 1，则我们知道存在 i ̸= j, 0 ≤ i, j ≤ m1 − 1，使得
m1

d
| i− j

从而有 ih− jh = (i− j)
k

d

m
m1

d

=
i− j
m1

d

k

d
m = 0，从而导致 ih = jh，与 H 的阶为 m1 矛

盾，从而我们知道 gcd(k,m1) = 1，从而对任意 0 ≤ i ̸= j ≤ m1 − 1，有

(i− j)k

m1

/∈ Z

从而 ih ̸= jh，有 H 的阶为 m1，又因为对于任意的 i，存在 j 使得 kj ≡ i(modm1)，从

而有

jh = kj
m

m1

= (lm1 + i)
m

m1

= i
m

m1

所以我们知道 H = ⟨h⟩ = ⟨ m
m1

⟩，唯一性得证. □

�

笔记 m阶循环群的生成元的阶也是m.
�

笔记 由此我们会考虑这样一个性质是否描述了循环群的本质，也就是如果一个阶为 m的群，

对 m的每个正整数因子 m1，都存在 G的唯一的一个 m1 阶子群，则 G是循环群，也即上面

的定理实际上是循环群的充分必要条件.

定理 1.7

♡

|G| = m，则

G是循环群⇐⇒对m的每个正整数因子m1，都存在G的唯一的一个m1阶子群

命题 1.3

♠有限群 G的任一元 a的阶也是有限的，且是 |G|的因子.

证明 设 a的阶为 m，则

⟨a⟩ = {a0, a1, · · · , am−1} < G
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1.3 变换群与置换群

从而根据 Lagrange定理得证. □

例 1.1若 G是循环群，N ◁G，证明 G/N 也是循环群.
证明 设 G = ⟨a⟩，则我们断言有

G/N = ⟨aN⟩

这是因为对 ∀b ∈ G, b = am，则我们有 bN = amN = (aN)m，从而得证. □
�

笔记 想证明一个群是循环群，实际上就是去寻找生成元.

1.3 变换群与置换群

定义 1.1

♣

A的全体可逆变换在复合运算下构成的群称之为 A的的的全全全变变变换换换群群群，记为 {SA; ·}，SA的子

群称之为变变变换换换群群群.
|A| = n时，Sn的子群称之为置置置换换换群群群.

定理 1.8 (Caylay定理)

♡任何一个群都与一个变换群(对称群 SG的子群)同构.

证明 设 G是一个群，∀a ∈ G，令 φa : G −→ G，φa(g) = ag,∀g ∈ G，容易证明 φ单射且满

射，从而我们知道 φa ∈ SG.
令 T = {φa | a ∈ G} ⊆ SG，由于

φa · (φb)
−1 = φaφb−1 = φab−1 ∈ T

从而我们知道 T < SG，再令 f : G −→ T，f(a) = φa,∀a ∈ G，我们有

f(ab) = φab = φaφb = f(a)f(b)

从而 f 是群同态，又容易证明 f 单射且满射，从而 f 是群同构，所以有G ≃ T < SG. □

推论 1.4

♡任一有限群都与一个置换群同构.

命题 1.4

♠Sn中两个不相交的轮换是可交换的.

定理 1.9

♡

Sn 中的任何元素 σ 都可以表为 Sn 中一些不相交的轮换的乘积，且在不计次序的情况

下表法唯一.

证明 任取 a ∈ {1, 2, · · · , n}，考虑

a(= σ0(a)), σ1(a), σ2(a), · · ·

7



1.3 变换群与置换群

不妨设第一次与前面元素有重复的为 σm(a)，且设于 σk(a)重复，下面说明 k = 0，若不

然，则

σm−1(a) = σ−1(σm(a)) = σ−1(σk(a)) = σk−1(a)

与m的取法矛盾，从而知道 k = 0.
我们知道 σ1 = (a, σ(a), · · · , σm−1(a))在 {a, σ(a), · · · , σm−1(a)}上作用于 σ相同.
再取 b ∈ {1, 2, · · · , n} − {a, σ(a), · · · , σm−1(a)}，按照上面的方法再作轮换

σ2 = (b, σ(b), · · · , σl−1(b))

则 σ 与 σ2 在 {b, σ(b), · · · , σl−1(b)} 作用相同，且由于 σ 是单射，知道 σ1 与 σ2 不相交，

继续这样下去，我们知道必在有限次后将 {1, 2, · · · , n} 用完，从而得到有限个不相交的轮换
σ1, σ2, · · · , σs使得

σ = σ1σ2 · · · σs

注意任一文字所在的轮换是唯一的，所以如果不计次序，表法唯一. □

命题 1.5

♠任一置换都可以表示为对换的乘积，且对换个数的奇偶性是不变的.

证明 设 V 是数域 P上的 n维线性空间，ε1, ε2, · · · , εn 为其一组基，对任意 σ ∈ Sn，定义 V

上的线性变换 πσ 满足

πσ(εi) = εσi

这样我们得到一个映射：

π : Sn −→ GL(V ), σ 7→ πσ

容易验证这是一个单同态，再对取行列式的映射复合得到群同态：

det ◦π : Sn −→ P∗, σ 7→ det(πσ)

我们知道在映射 det ◦π 之下任何对换的像为 −1，故我们知道当一个 n 元置换表位对换

乘积的时候，对换个数的奇偶性不变. □

定义 1.2

♣上面群同态 det ◦π的核 An为全体偶置换构成的群，也被称为 n元元元交交交错错错群群群.

命题 1.6

♠

关于交错群，我们有以下性质：

1. 当 n ≥ 2时，有 |An| =
n!

2
2. An ◁ Sn

一些交错群 容易看出 A1, A2是平凡群，A3是 3阶循环群，而 A4是 12阶群，可以验证

K4 = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ≃ Klein Group
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1.4 群作用

是 A4的正规子群，实际上这也是唯一的非平凡正规子群.

定理 1.10

♡当 n ≥ 5时，An是单群.

1.4 群作用

定义 1.3

♣

设群 G在非空集合 X 上有一个作作作用用用，任取 x ∈ X，我们记

G.x := {a.x ∈ X | a ∈ G}

并称该集合为 x在 G作用下的轨道，也称之为过 x的 G-轨轨轨道道道.

命题 1.7

♠

设群 G在非空集合 X 上有一个作用，任取 x, y ∈ X，以下两个叙述等价：

(1) x和 y属于同一个 G-轨道.
(2) G.x = G.y.

推论 1.5

♡

设群 G在非空集合 X 上有一个作用，则任取 x, y ∈ X，有

或者 G.x = G.y.
或者 G.x ∩G.y = ∅.

定义 1.4

♣

G在 X 上作用，任取 x ∈ X，考虑集合

Gx = {a ∈ G | a.x = x}

我们称 Gx为 x的稳稳稳定定定化化化子子子(迷迷迷向向向子子子群群群). 如果有 Gx = G，我们称 x为 G-作用的不不不动动动点点点，
我们记所有不动点的集合为：

Fix(G) := {x ∈ X | Gx = G}

命题 1.8

♠

设群 G作用在非空集合 X 上，任取 x ∈ X，对任意 y ∈ G.x，存在 a ∈ G，满足

Gy = aGxa
−1

命题 1.9

♠

设群 G作用在非空集合 X 上，任取 x ∈ X，任取 a ∈ G，记 y = a.x，则

Gx,y = aGx

9



1.4 群作用

推论 1.6

♡

沿用上面记号，存在双射：

Φ: G.x → {aGx | a ∈ G}
a.x 7→ aGx

定义 1.5

♣

设群 G分别作用在非空集合 X 和非空集合 Y 上，设存在双射

f : X → Y

满足任取 x ∈ X，a ∈ G，有

a.f(x) = f(a.x)

那么我们称 G在 X 上的作用和在 Y 上作用等等等价价价.

注即下面的交换图对任何 a ∈ G都成立：

X Y

X Y

f

a a

f

我们考虑 G在轨道 Y = G.x ⊂ X 上的作用.

命题 1.10

♠

设存在群G作用在非空集合X 上，任取 x ∈ X，则G在G/Gx上的作用与G在G.x上

的作用等价.

证明 考虑上面提到的双射 Φ : G/Gx → G.x，则我们有

a.Φ(hGx) = a.h.x = (ah).x = Φ(ahGx) = Φ(a.hGx)

□

注即如下交换图：

G/Gx G.x

G/Gx G.x

Φ

a a

Φ

注 如果群 G 在 X 上有一个作用，则这个作用可以诱导一个 G 在一些 G-轨道的并集上的作
用.
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1.4 群作用

定义 1.6

♣

我们记下面的集合为所有 G-轨道的空间.

X/G := {G.x | x ∈ X}

由于 G.x与 G/Gx之间存在双射，从而我们有下面这个关于轨道大小的公式.

推论 1.7

♡

沿用上面记号，我们有

|G.x| = |G/Gx| = [G : Gx] =
|G|
|Gx|

再考虑 X 关于 G-轨道的分解，我们可以进一步描述 X 的大小.

推论 1.8

♡

我们有

|X| =
∑

G.x∈X/G

|G.x| =
∑

G.x∈X/G

|G|
|Gx|

注由于 G-作用的不动点通常会包含特殊信息，我们也会将上式写为

|X| = |Fix(G)|+
∑

G.x∈X/G,|G.x|>1

|G|
|Gx|

推论 1.9

♡

设群 G作用在非空集合 X 上，若存在素数 p，使得 |G| = pl，其中 l为非零自然数，则

|X| ≡ |Fix(G)| modp

证明 对于 Gx，若存在 |Gx| = |G|，即 x ∈ Fix(G)，也即 |G.x| = 1，故如对于任何满足

|G.x| > 1的 x，有 p | |G|
|Gx|
，所以我们有

|X| = |Fix(G)|+
∑

G.x∈X/G,|G.x|>1

|G|
|Gx|

≡ |Fix(G)| modp

□

定义 1.7

♣

设群 G作用在非空集合 X 上. 任取 a ∈ G，若对 x ∈ X，有 a.x = x，我们称 x为 a的

一个不动点. 我们记 a的不动点集为

Xa := {x ∈ X | a.x = x}

11



1.5 群在自身上的共轭作用

定理 1.11 (Burnside引理)

♡

设有限群 G作用在一个有限非空集合 X 上，则

|X/G| = 1

|G|
∑
a∈G

|Xa|

证明 我们考虑 G×X 的子集：

D = {(a, x) ∈ G×X | a.x = x}

则有 ∑
a∈G

|Xa| = |D|

另一方面，也有 ∑
x∈X

|Gx| = |D|

任取 x ∈ X，我们可以将 G分解为一些子集的不交并：

G =
⋃

y∈G.x

{a ∈ G | a.x = y}

这个实际上就是 G关于 Gx的左陪集分解，轨道 G.x中每个元素对应一个 Gx的左陪集.
注意到任取 a ∈ G，我们有

|Gx| = |aGx|

因此

|Gx| =
|G|
|G.x|

综合以上信息，我们有∑
a∈G

|Xa| = |D| =
∑
x∈X

|Gx| =
∑
x∈X

|G|
|G.x|

= |G|
∑

G.x∈X/G

∑
y∈G.x

1

|G.x|
= |G|

∑
G.x∈X/G

1

因此，我们有

|X/G| = 1

|G|
∑
a∈G

|Xa|

□

1.5 群在自身上的共轭作用

定义 1.8

♣

我们可以定义共轭作用，任取群 G，任取 a ∈ G，我们可以定义以下映射：

Ada : G → G

b 7→ aba−1

12



1.5 群在自身上的共轭作用

注意到共轭作用不仅仅是双射，而且是 G的群同构.从而我们得到 G到 Aut(G)的同态

映射：

Ad: G → Aut(G)

a 7→ Ada

所以我们有 Inn(G) := {Ada | a ∈ G} = Ad(G).
任取 a ∈ Ker Ad，我们有 Ada = id ∈ Aut(G)，即任取 b ∈ G，有

aba−1 = Ada(b) = id(b) = b

因此等价的，我们任取 b ∈ G，有

ab = ba

故我们知道

a ∈ Z(G) := {c ∈ G | ∀b ∈ G, cb = bc}

另一方面，任取 a ∈ Z(G)，我们考虑伴随作用的定义可以直接验证，任取 b ∈ G，

Ada(b) = aba−1 = baa−1 = b

因此，a ∈ Ker Ad，故实际上给出了以下结论：

命题 1.11

♠任给群 G，我们有 Ker Ad = Z(G).

命题 1.12

♠

设 G为一个群，以下关系给出 G上元素的等价关系：

任取 a, b ∈ G，我们定义 a ∼ b当且仅当 a和 b共轭.

证明 逐条验证性质即可. □

定义 1.9

♣

设 G为一个群，任取 a ∈ G，我们称以下集合为 a的共共共轭轭轭类类类.

[a] := {b ∈ G | a ∼ b}

命题 1.13

♠

考虑群 G在 G上的共轭作用，任取 a ∈ G，则 a的轨道为 a的共轭类:

G.a = Ad(G)(a) = [a]

命题 1.14

♠

考虑群 G在 G上的共轭作用，任取 a, b ∈ G，以下两个叙述等价：

(1) ab = ba.
(2) b ∈ Ga.
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1.5 群在自身上的共轭作用

定义 1.10

♣

设 G为一个群，任取 a ∈ G，集合

ZG(a) := {b ∈ G | ab = ba}

为 a在 G的中中中心心心化化化子子子(centralizer).

�

笔记 容易证明 ZG(a)为 G的一个子群.

推论 1.10

♡

考虑 G在 G上的共轭作用，任取 a ∈ G，则 a的稳定子群和 a在 G的中心化子相同：

Ga = ZG(a)

考虑到 |G.a| = |G/Ga|，我们有下面的结论：

命题 1.15

♠

设 G为一个有限群，任取 a ∈ G，我们有

|[a]| = [G : ZG(a)]

定义 1.11

♣

设 G为一个群，任取 G的非空子集 S，我们称以下集合为

ZG(S) := {b ∈ G | ∀a ∈ S, ab = ba}

集合 S 在 G中的中中中心心心化化化子子子.

命题 1.16

♠设 G为一个群，任取 G的非空子集 S，则 S 的中心化子 ZG(S)为 G的一个子群.

定义 1.12

♣

设 G为一个群，任取 G的一个非空子集 S，我们称集合

NG(S) := {a ∈ G | Ada(S) = S}

为 S 的正正正规规规化化化子子子.

注从定义我们看出来，如果 G在 G上面的作用是由共轭给出的，则有 NG(S) = GS .

命题 1.17

♠设 G为群，任取 G的子群 H，我们有 H ◁NG(H).

定义 1.13

♣

我们记 G中所有共轭类的集合为：

[G] := {[a] | a ∈ G}

14



1.5 群在自身上的共轭作用

定理 1.12 (类方程)

♡

设 G是一个有限群，记 Z(G)为 G的中心，我们有

|G| = |Z(G)|+
∑

[a]∈[G],|[a]|>1

[G : NG(a)]

注注意到求和第二部分中的每一项 NG(a)的选取是依赖于共轭类 [a]中代表元 a的选取，如

果我们选择另一个代表元 b ∈ [a]，因此有 c ∈ G，使得

b = cac−1

因此 NG(b) = cNG(a)c
−1，因此我们有

[G : NG(a)] = [G : NG(b)]

因此这个数值不依赖与代表元的选取.

推论 1.11

♡

设 G为一个阶为 pl的群，其中 p为素数，l为非零自然数，则 G的中心非平凡，即

Z(G) ̸= {e}

证明 由类方程：

|G| = |Z(G)|+
∑

[a]∈[G],|[a]|>1

[G : NG(a)]

我们注意到 p | |G|，且对任意 |[a]| > 1，我们有 p | [G : NG(a)]，因此

p | |Z(G)|

由于 e ∈ Z(G)，从而我们知道 |Z(G)| = kp，其中 k为非零自然数. □

推论 1.12

♡设 G为一个阶为 p2的群，其中 p为素数，则 G为交换群.

证明 由 Cor 1.11知 ZG ̸= {e}，由于 Z(G)为 G的子群，因此 |Z(G)| = p或 p2.
若 |Z(G)| = p2，则 G为交换群.
若 |Z(G)| = p，我们知道 Z(G)为 p阶循环群，设 a ∈ Z(G)为 Z(G)的生成元，注意到

Z(G)◁G，我们有商群

G/Z(G)

由于

|G/Z(G)| = |G|
|Z(G)|

= p

我们知道 G/Z(G)是 p阶循环群，设 b ∈ G满足 bZ(G)为 G/Z(G)的生成元，考虑 G关

于 Z(G)的左陪集分解，我们有

G =

p−1⋃
i=0

biZ(G)
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1.6 Sylow定理

因此 G中所有元素都可以写成 biaj 的形式，其中 i, j ∈ Z.
任取 biaj 与 bsat，我们考虑

(biaj)(bsat) = bi(ajbs)at = bi+saj+s = bs(biat)aj = (bsat)(biaj)

因此G是交换群，即G = Z(G)，这与 |Z(G)| = p矛盾，因此 |Z(G) = p2|，即G为交换

群. □

注事实上，若 G的阶为 p2，其中 p为素数，则

G ∼= Zp2 或者 Zp × Zp

1.6 Sylow定理

定理 1.13 (Cauchy定理)

♡设 |G| = n，任取素数 p | n，我们可以在 G中找到一个 p阶子群.

证明 我们考虑以下集合

X =

(a1, · · · , ap) ∈ G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
p times

| a1 · · · ap = e ∈ G


我们注意到对称群 Sp中的 p轮换 σ = (12 · · · p)生成的子群

H = ⟨σ⟩

可以作用在 X 上，有

f : H ×X → X,
(
σk, (a1, · · · , ap)

)
7→

(
aσk(1), · · · , aσk(p)

)
我们有

|X| = |Fix(H)|+
∑

H.x∈X/H,|H.x|>1

|H|
|Hx|

注意到对于右式第二部分 |H| = p，由于 Hx < H,Hx ̸= H，因此我们有 Hx = {e}，即

|X| = |Fix(H)|+
∑

H.x∈X/H,|H.x|>1

p

另一方面，我们知道只要取定 X 中的前 p− 1个分量，第 n个分量被唯一确定，故

|X| = |G|p−1

所以我们有

p | |Fix(H)|

再研究 Fix(H)中的元素，我们有对于任意 k，有

(a1, · · · , ap) =
(
aσk(1), · · · , aσk(p)

)
也就是存在 a ∈ G，使得 a1 = · · · = ap = a，即 ap = e，由于 |Fix(H)| > 1，知道存在
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1.6 Sylow定理

a ̸= e，使得 ap = e，则我们知道 p阶子群

⟨a⟩ < G

□

定理 1.14 (Sylow第一定理)

♡|G| = pℓm，其中 p为素数，满足 (p,m) = 1，则任取 0 ≤ k ≤ l，G中有 pk 阶子群.

证明 我们使用归纳法对 |G|的阶数进行归纳：设 G的阶为 n = plm，其中 l ∈ N，p,m为非

零自然数，p是素数，(p,m) = 1，则任取 0 ≤ k ≤ l，G中有 pk 阶子群.
(1) |G| = 1，显然.
(2)下面假设结论对 1 ≤ |G| < n都成立，我们考虑 |G| = n的情形. 若 l = 0，显然，下

面设 l ≥ k > 0，我们按照 |Z(G)|是否可以被 p整除来分类：

(i) 若 p | |Z(G)|，由 Cauchy定理，知 Z(G)有一个 p阶子群 P，由于 P < Z(G)，则我们

有 P ◁G，考虑 G/P，这是一个阶小于 G的群，由归纳假设我们知道结论对于 G/P 成

立，记 H 为 G/P 的一个 pk−1阶子群，令 π为自然同态

π : G → G/P

我们考虑 H < G，满足

H = π−1(H)

因此 P < H，且 H/P = H，因此我们有

|H| = [H : P ]|P | = pk

结论成立.
(ii) 如果 p ∤ |Z(G)|，我们考虑

|G| = |Z(G)|+
∑

[a]∈[G],|[a]|>1

[G : NG(a)]

由于 p | G且 p ∤ |Z(G)|，因此存在 [a] ∈ [G]，满足 |[a]| > 1且

p ∤ [G : NG(a)] =
|G|

|NG(a)|
因此 pl | |NG(a)|，由归纳假设我们知道存在 NG(a)的 pk 阶子群，从而存在 G的 pk 阶

子群.
(3)由归纳原理知道成立.

□

定义 1.14

♣

G为一个群，设 G的阶为 n = plm，其中 p为素数，满足 (p,m) = 1，则

若 {e} ≠ H < G，满足 |H| = pk，则称 H 为 G的一个 p-子子子群群群.
若 {e} ≠ H < G，满足 |H| = pl，则称 H 为 G的一个 Sylow p-子子子群群群.

注 Sylow第一定理保证了上面定义的子群总是存在的.
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1.6 Sylow定理

引理 1.1

♡

设 G为一个群，设 G的阶为 n = plm，其中 p为素数，满足 (p,m) = 1，设 P 是 G的

一个 Sylow p-子群. 任取 a ∈ G，如果 o(a) | pl，且 aPa−1 = p，则 a ∈ P .

证明 设 a ∈ G，满足 o(a) | pl，我们记 H = ⟨a⟩，若 aPa−1 = P，我们考虑 a和 P 生成的子

群 K，注意到

K =
{
ajb | j ∈ Z, b ∈ P

}
= HP

于是我们知道

|K| = |HP | = |H||P |
|H ∩ P |

= pl
|H|

|H ∩ P |

由于 |H| | pl，所以我们知道如果 H ̸= H ∩ P，则

pl+1 | |K| | |G|

与 vp(|G|) = l矛盾，因此 H = H ∩ P，即 H ⊂ P，即 a ∈ P . □

引理 1.2

♡

设 G为一个群，设 G的阶为 n = plm，其中 p为素数，满足 (p,m) = 1，设 P 是 G的

一个 Sylow p-子群，H 为 G的一个 p-子群，则有

H ∩ P = H ∩NG(P )(=: NH(P ))

证明 注意到 P < NG(P )，因此我们有

H ∩ P ⊂ H ∩NG(P )

下面我们证明另一个方向的包含关系，任取 a ∈ H，由于H为 p-子群，则 o(a) | |H| | pl，
因此若 a ∈ NG(P )，则由前面的引理我们知道 a ∈ P，因此我们有

H ∩NG(P ) ⊂ H ∩ P

综上我们有

H ∩NG(P ) = H ∩ P

□

定理 1.15 (Sylow第二定理)

♡

|G| = pℓm，其中 p为素数，满足 (p,m) = 1，则有

任意 G的 p-子群都是 G的某个 Sylow p-子群的子群.
G的任意两个 Sylow p-子群互相共轭，即若 H1和 H2都是 G的 Sylow p-子群，则
存在 a ∈ G，满足

H2 = aH1a
−1

证明 由 Sylow第一定理，我们知道 G中有 Sylow p-子群，设 P < G为一个 Sylow p-子群，
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1.6 Sylow定理

我们记

[P ] = {P1, · · · , Ps}

为 P 在共轭作用下的轨道，任取 H < G，满足 |H| = pk，其中 0 ≤ k ≤ l.
我们考虑 H 在 [P ]上的共轭作用，并记 [P ]的轨道分解为

[P ] = O1 ∪ · · · ∪ Ot

在对 [P ]的元素做一个重排之后，我们设对任意 1 ≤ i ≤ t，由 Pi ∈ Oi，我们知道下面的

等式成立

|Oi| = [H : NH(Pi)] = [H : (H ∩NG(Pi))] = [H : H ∩ Pi]

因此我们有以下两个结论：

(i) 若 |Oi| = 1，则

H = H ∩ Pi

因此我们有 H < Pi.
(ii) 若 |Oi| > 1，由于

|Oi| | |H| | pl

因此 p | |Oi|. 我们假设 H 不被包含在任意的 Pi中，则对任意 i = 1, · · · , t，都有

p | |Oi|

因此

p |
t∑

i=1

|Oi| = |[P ]|

另一方面，我们考虑

|[P ]| = [G : NG(P )]

由于 P < NG(P )，因此

p ∤ |[P ]|

矛盾，因此存在 Pi使得 |Oi| = 1，即 H < Pi.
于是第一个论断证毕，下面我们考虑第二个论断：取 H 为 G的任意一个 Sylow p-子群，

设 P 为任意的一个 Sylow p-子群，考虑所有与 P 共轭的子群构成的集合.
重复以上讨论，我们知道存在一个与 P 共轭的 Sylow p-子群 P ′使得

H < P ′, |H| = |P ′|

所以我们有 P ′ = H，结论得证. □

注考虑不同的群作用，我们可以得到不同的证明，如教材中的证明是利用了 H 在 G/P 上的

左平移作用.
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1.7 群的直积

定理 1.16 (Sylow第三定理)

♡

|G| = pℓm，其中 p为素数，满足 (p,m) = 1，则 G中 Sylow p-子群的个数 np 满足以下

条件

np ≡ 1 mod p

证明 设 P 为 G的一个 Sylow p-子群，我们记

[P ] := {P1 = P, P2, · · · , Ps}

为所有 Sylow p-子群的集合. 我们考虑 P 在 [P ]上的共轭作用，我们记 [P ]的轨道分解如

下：

[P ] = O1 ∪ · · · ∪ Ot

不妨设对任意 1 ≤ i ≤ t ≤ s，Oi 为 Pi 的轨道，因此 O1 为 P 的轨道，所以我们有

|O1| = 1.
任取 i > 1，我们有

|Oi| = [P : P ∩ Pi] > 1

因此

p | |Oi|

综上所述有

(np =)|[P ]| ≡ |O1| = 1 mod p

□

推论 1.13

♡

|G| = pℓm，其中 p为素数，满足 (p,m) = 1，设 P 为 G的一个 Sylow p-子群，沿用上
面的记号，有以下两个叙述等价

P ◁G

np = 1

注条件如上，我们设 G的 Sylow p-子群的个数为 np，则满足

np | m
np ≡ 1 mod p

第一个是因为

np = |[P ]| = |G.P | = |G/GP | =
|G|

|NGP |
| m
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1.7 群的直积

1.7 群的直积

我们在 H ×K 上定义一个二元运算：

· : (H ×K)× (H ×K) → H ×K, ((a, x), (b, y)) 7→ (ab, xy)

容易验证 H ×K 构成一个群.

定义 1.15

♣

任取群H 和K，我们称群H ×K 为 H 和K 的(外外外)直直直积积积，记作H ⊗e K
a(区别于集合的

笛卡尔积).

a下标是为了说明是外直积，external，与后面的内直积 internal区分

考虑到群 H 和 K，我们记 G = H ⊗e K，通过考虑第一个分量和第二个分量，我们可以

构造群 H 和 K 到 G的单射：

jH : H → G, a 7→ (a, eK)

jK : K → K, x 7→ (eH , x)

我们容易验证 jH 与 jK 是单同态，我们记

NH = Im (jH), NK = Im (jK)

命题 1.18

♠

我们沿用上述记号，有以下结论

N ∼= NH 且 K ∼= NK .
任取 a ∈ H 和 x ∈ K，我们有

(a, eK)(eH , x) = (eH , x)(a, eK)

NH ◁G且 NK ◁G.
NH ∩NK = {(eH , eK)}.
G = NHNK .

定义 1.16

♣

设 G为一个群，N1, N2为 G的两个子群，假设 N1, N2满足以下条件：

N1 ◁G且 N2 ◁G

N1 ∩N2 = {e}
G = N1N2

我们称 G为 N1和 N2的(内内内)直直直积积积. 我们记作 G = N1 ⊗i N2.

下面我们证明内直积的两个正规子群元素是可以交换的.
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1.7 群的直积

命题 1.19

♠

设 G为一个群，N1, N2为 G的两个正规子群，满足 G = N1 ⊗i N2，则任取 a ∈ N1, x ∈
N2，我们有

ax = xa

证明 由于 N2为正规子群，所以我们有

axa−1 = y ∈ N2

即

ax = ya = x(x−1y)a

同理由于 N1是正规子群，所以有

x−1ax = b ∈ N1

即

ax = xb = x(ba−1)a

所以有

x−1y = ba−1 ∈ N1 ∩N2 = {e}

即

x = y, a = b =⇒ ax = ya = xa

□

注 注意到 N1, N2 也可以定义外直积，上面这个命题告诉我们这两个群的外直积与内直积是

同构的.

命题 1.20

♠

设 G为一个群，设 N1和 N2为 G的两个正规子群，满足 G = N1 ⊗i N2，则映射

φ : N1 ⊗e N2 → N1 ⊗i N2, (a, x) 7→ ax

是一个群同构.

证明 首先证明是一个群同态：

φ((a, x)(b, y)) = φ((ab, xy)) = (ab)(xy) = a(bx)y = (ax)(by) = φ((a, x))φ((b, y))

下面证明这是一个单射，任取 a, b ∈ N1和 x, y ∈ N2，则

φ((a, x)) = ax = by = φ((b, y)) ⇔ N1 ∋ b−1a = yx−1 ∈ N2 ⇔ a = b, x = y

再证明是满射，这是因为任取 ax ∈ N1N2，总存在 (a, x) ∈ N1 ⊗N2，使得

φ(a, x) = ax

综上我们知道是同构. □
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1.7 群的直积

定义 1.17 (群的扩张)

♣

设群 G，A,B，若有 N ◁G，其中

A ∼= N, B ∼= G/N

则称 G是 B 过 A的扩张，其中 N 称为扩张核.

定义 1.18 (短正合序列)

♣

短正合序列为

{1} A G B {1}i λ µ 0

其中 Im i = Ker λ，Im λ = Ker µ，Im µ = Ker 0.
实际上本质为 λ单射，µ满射.

A G B
λ(单) µ(满)

其中 Im λ = Ker µ.

命题 1.21

♠

下面两个命题是等价的：

(a) G是 B 过 A的扩张.
(b) 存在短正合序列

{1} A G B {1}i λ µ 0

证明

(a) ⇐⇒ (b):

(A ∼=)N(◁G) G/N(∼= B)

{1} A G B {1}

hf=λ

λ

π

µ=h◦π

交换图道尽一切. □

命题 1.22

♠G是 B 过 A的扩张，G ∼= G′，则 G′也是 B 过 A的扩张.

证明

A G B

G′

λ(单)

f◦λ

µ(满)

f
µ◦f−1

道尽一切. □

23
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命题 1.23

♠

若 G跟 G′都是 B 过 A的扩张，且有同态映射 f 使得下图交换，则 f 是同构映射.

1 A G B 1

1 A G′ B 1

λ

id

µ

f id

λ′ µ′

证明 先证明 f 是单射：由于交换，若 f(x) = e，则

µ(x) = id(µ(x)) = µ′(f(x)) = µ′(e) = e

从而 x ∈ Ker µ = Im λ，即存在 y ∈ A，使得 x = λ(y)，再由交换得到

e = f(x) = f(λ(y)) = λ′(y)

由于 λ′是单同态，所以 y = e，从而 x = λ(y) = λ(e) = e，故 f 是单同态.
再证明 f 是满射：对于 x′ ∈ G，有 µ′(x′) ∈ B = µ(G)，从而 µ′(x′) = µ(x)，x ∈ G，再

由交换图有

µ′(x′) = µ(x) = µ′(f(x))

从而我们有

µ′(x′f(x)−1) = e

这告诉我们

x′f(x)−1 ∈ Ker µ′ = Im λ′ = Im f ◦ λ ⊆ Im f

所以 x′ ∈ Im f · f(x) = Im f，从而 f 是满射. □

定义 1.19 (等价扩张)

♣称上面命题中满足条件的 G和 G′是 B 过 A的等价扩张.

定义 1.20

♣

设G是群B过A的扩张，N是扩张核，若有H < G，使得G = HN，其中H∩N = {e}，
则称此扩张为非本质扩张，并说 G是 N 与 H 的半直积，记为

G = H ⋉N

若还有H◁G，则称此扩张为平凡扩张，并说G是N 与H的内直积，记为 G = H⊗N .

注对于非本质扩张，有 B ∼= H，这是因为

B ∼= G/N = HN/N ∼= H/(H ∩N) = H/{e} = H
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1.7 群的直积

定理 1.17

♡

设 A,B 是群 G的子群，则

(a) G = AB，A ∩ B = {e} ⇐⇒ ∀g ∈ G，有 g = ab，其中 a ∈ A, b ∈ B，且分解是唯

一的.
(b) 若 G = AB，A ∩ B = {e}，且 A,B 都是 G 的正规子群 ⇐⇒ ∀a ∈ A, b ∈ B 有

ab = ba且此时 G = A⊗B = B ⊗ A.

证明 (a)分解的存在性由 G = AB 立刻得到，若有

g = a1b1 = a2b2

我们有

a−1
2 a1 = b2b

−1
1 ∈ A ∩B = {e}

从而 a1b1 = a2b2，故唯一性得证.
反之若 g = ab分解唯一，告诉我们 A ∩B 只能是 {e}，否则表示不唯一，故得证.
(2)若 A,B 都是正规子群，则

aba−1 ∈ B, b−1 ∈ B =⇒ b−1aba−1 ∈ B

同理有

b−1ab ∈ A, a−1 ∈ A =⇒ b−1aba−1 ∈ A

所以我们有

b−1aba−1 ∈ A ∩B = {e}

所以有

ab = ba

反过来，若 ab = ba，则对任意 g = ab ∈ G，x ∈ A，有

gxg−1 = abxb−1a−1 = axbb−1a−1 = axa−1 ∈ A

故 A是正规子群，同理 B 是正规子群，即 G为平凡扩张，即 G = A⊗B = B ⊗ A. □

注 G = A⊗i B 立刻得到 G是 B 过 A的平凡扩张，反之不一定对(需要加条件).

命题 1.24

♠设 A为 r阶循环群，B 为 s阶循环群，则 A⊗e B 为 rs阶循环群⇐⇒ (r, s) = 1.

定理 1.18

♡设 A,B 是两个群，则一定存在 B 过 A的扩张 G，且在同构意义下 G是唯一的.

证明 令 G = A⊗e B，容易验证是平凡扩张.
下设 G1也是 B 过 A的平凡扩张，则有

A1 ◁G1, B1 ◁G1, G1 = A1B1, A1 ∩B1 = {e}
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1.8 可解群与幂零群

且

A ∼= A1, B ∼= G/A1
∼= B1

下证 G ∼= G1.
我们记 f1 : A → A1与 f2 : B → B1都是同构，令

f : G → G1, (a, b) 7→ f1(a) · f2(a)

满射我们容易得到，下证单射：假设有

g1(∈ G1) = f1(a)f2(b) = f1(a
′)f2(b

′)

由定理 1.17我们知道分解是唯一的，从而 f1(a) = f1(a
′)，f2(b) = f2(b

′). 由于 f1, f2都是

同构，所以我们知道 f 单射，从而 f 是双射.
容易验证 f 是同态，故我们知道 G与 G1同构. □

命题 1.25

♠设 p, q为素数，p < q且 p | q − 1，则 pq阶群是一个循环群.

证明 由 Sylow定理我们知道存在 p阶子群 P，q阶子群 Q.
可以证明子群唯一，从而 P ◁G,Q◁G，又 PQ < G，和

|PQ| = |P ||Q|
|P ∩Q|

= pq = |G|

我们知道 G = PQ，所以 G = P ⊗i Q ∼= P ⊗e Q，由命题 1.24我们知道为循环群. □

证明 另证：由于 G中元素的阶只能为 1, p, q, pq，而 1阶元只有一个，p阶元有 p− 1个，q

阶元有 q − 1，故

1 + (p− 1) + (q − 1) < pq

从而知道存在 pq阶元. □

1.8 可解群与幂零群

定义 1.21 (换位子与换位子群)

♣

设 g1, g2 ∈ G，则称

[g1, g2] := g−1
1 g−1

2 g1g2

为 g1, g2的换位子a.
设 H < G,K < G，则称

[H,K] := ⟨{[h, k] | h ∈ H, k ∈ K}⟩

为 H 与 K 的换位子群.

a即 g2g1[g1, g2] = g1g2.
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1.8 可解群与幂零群

注 (1) [g2, g1] = [g1, g2]
−1.

(2) [K,H] = [H,K].

命题 1.26

♠

设 α为 G到 G1的同态，则

(a) ∀g ∈ G，有 α([g1, g2]) = [α(g1), α(g2)].
(b) 设 H < G,K < G，有 α([H,K]) = [α(H), α(K)].

引理 1.3

♡

设 H,K 是群 G的子群，则有

(a) [H,K] = {1} ⇐⇒ H ⊆ ZG(K).
(b) [H,K] ⊆ K ⇐⇒ H ⊆ NG(K).
(c) 若 H ◁G,K ◁G，则 [H,K]◁G，且 [H,K] ⊆ H ∩K.
(d) 若 H1 < H,K1 < K，则 [H1, K1] < [H,K].

推论 1.14

♡

(a) G是交换群⇐⇒ [G,G] = {1}.a

(b) K ◁G⇒ [K,K]◁G.
(c) [G,G]◁G，G(1) ◁G.

a[G,G] = G(1), [G(1), G(1)] = G(2).

定义 1.22

♣

群 G中的子群序列：

G = G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gt ⊂ Gt+1 = {1}

若满足 Gi ◁Gi−1，则称为 G的次次次正正正规规规群群群列列列，若还有 Gi ◁G，则称为 G的正正正规规规群群群列列列.
Gi−1/Gi称为次正规群列的因因因子子子，称

G1/G2, G2/G3, · · · , Gt/Gt+1

为因因因子子子列列列，称 t为长长长度度度.
若 G1, G2, · · · , Gt+1 出现在另一个次正规群列中，则称这个新的次正规群列为已有次正

规群列的加加加细细细.

注正规子群的正规子群不一定是正规子群!

定义 1.23
设 G是群，G中的三类子群分别定义为：

(a) G(h)定义为：G(0) = G,G(h) = [G(h−1), G(h−1)].
(b) Γ1(G) = G,Γk(G) = [G,Γk−1(G)].
(c) C0(G) = {1}, Ck(G)/Ck−1(G) = Z(G/Ck−1(G)).
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1.8 可解群与幂零群

♣

称以下三个群列：

G = G(0) ⊃ G(1) ⊃ G(2) ⊃ · · ·

G = Γ1(G) ⊃ Γ2(G) ⊃ · · ·

C0(G) ⊂ C1(G) ⊂ C2(G) ⊂ · · ·

为 G的导导导出出出列列列，降降降中中中心心心列列列，升升升中中中心心心列列列.

注 C0(G) = {1}, C1(G) = Z(G)，后面可以考虑群同态基本定理来观察.

28



第 2章 环

交换环

交换整环

环 幺环 域

整环 体

无零因子环

非零元可逆

2.1 环的基本概念

定义 2.1

♣

设R是一个非空集合，如果在R中有两种二元运算，且满足下面的条件：
(1) R对于“加法”成为交换群，即 {R; +}为交换群；
(2) R对于“乘法”成为半群，即 {R; ·}为半群；
(3) R对于“乘法”与“加法”满足结合律：

a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc, ∀a, b, c ∈ R

则称R是一个环，有时为了更加清楚，也说 {R; +; ·}为一个环.

�

笔记 如果一个环对于乘法也有幺元，则称该环为幺幺幺环环环，如果一个环对于乘法交换，则称该

环为交交交换换换环环环.

定义 2.2

♣

设R为一个环，a, b ∈ R，且 a ̸= 0, b ̸= 0，若 ab = 0，则称 a为 R中的一个左左左零零零因因因子子子，
b为 R中的一个右右右零零零因因因子子子，都简称为零零零因因因子子子.
如果在环 R中，由 ax = ay，a ̸= 0，可以推出 x = y，则称 R满足左左左消消消去去去律律律；如果由
xa = ya，a ̸= 0可以推出 x = y，则称R满足右右右消消消去去去律律律.

命题 2.1

♠一个环R没有零因子的充分必要条件是R满足左右消去律.

证明 =⇒: 若 R 没有零因子，若 ax = ay，且 a ̸= 0，则 a(x − y) = 0，如果 x ̸= y，则



2.1 环的基本概念

x− y ̸= 0与R没有零因子矛盾，故 x = y，因此R满足左消去律，同理可证满足右消去律.
⇐=: 设 R 满足左右消去律，则若 ax = 0，a ̸= 0，则 ax = a0，由左消去律可以得到

x = 0，这说明R没有右零因子，同理可证没有左零因子. □
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