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多项式相关

Def 1 设 f(x), g(x) ∈ P[x]，且 g(x) ̸= 0. 若 g(x) 除 f(x) 的余数为 0，则称 g(x) 能整除 f(x)，称 g(x) 为

f(x) 的因式，记作 g(x)|f(x)，也即存在 q(x) ∈ P[x]，使得 f(x) = q(x)g(x).

关于多项式的同余有许多性质与整数相同，且证明也不算困难，这里不再罗列.

Def 2 设 P 是一个数域，h(x), f(x), g(x) ∈ P[x].如果 h(x) 既是 f(x) 的因式，也是 g(x) 的因式，则称 h(x)

为 f(x) 与 g(x) 的公因式.

Def 3 若 d(x), f(x), g(x) ∈ P[x]，且 d(x) ̸= 0. 如果 d(x) 满足下面两个条件:

(1) d(x)|f(x), d(x)|g(x);

(2) 若 h(x)|f(x), h(x)|g(x)，则 h(x)|d(x),

则称 d(x) 为 f(x), g(x) 的最大公因式.

容易发现对于任意一个 f(x), g(x) 的最大公因式 d(x)，乘上一个非零常数之后仍旧为最大公因式，它们之

中有唯一一个首项系数为 1（这样的多项式称为首一多项式）的最大公因式，记为 (f(x), g(x)).

Def 4 设 f(x), g(x) ∈ P[x]. 如果有 (f(x), g(x)) = 1，则称 f(x) 与 g(x) 互素.

Thm 1 f(x) 与 g(x) 互素的充分必要条件是存在 u(x), v(x) ∈ P[x] 使得 u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1.

Def 5 数域P上多项式 p(x)(deg p(x) ≥ 1) 如果不能表示为 P[x] 中两个次数小于 deg p(x) 的多项式的乘积，则

称 p(x) 为 P[x] 中的不可约多项式. 反之，称为可约多项式.

例如 x2 − 2 是 Q[x] 中的不可约多项式，但作为 R[x] 或者 C[x] 中的多项式却是可约的.

不可约多项式具有以下性质：

1. p(x) ∈ P[x], deg p(x) = 1，则 p(x) 不可约;

2. p(x), f(x) ∈ P[x]，且 p(x) 不可约.则 (p(x), f(x)) = 1 或者 (p(x), f(x)) = c−1p(x)(c 为 p(x)的首项系

数).后一种情况成立当且仅当 p(x)|f(x).

Thm 2(因式分解及唯一性定理) 设 P 是一个数域，又 f(x) ∈ P[x],deg f(x) > 0. 则 f(x) 可以分解为 P[x] 中

不可约多项式的乘积，

f(x) = p1(x)p2(x) · · · ps(x), pi(x) is irreducible.

如果 f(x) 还有另一种分解

f(x) = q1(x)q2(x) · · · qt(x), qj(x) is irreducible.

则有 s = t 且经过适当的排列后，有

pi(x) = ciqi(x), ci ∈ P, ci ̸= 0.

f(x) = cp1(x)
r1p2(x)

r2 · · · ps(x)rs，pi(x) 为首一多项式，这种分解称为 f(x) 的标准分解.

Thm 3 设 f(x), g(x) ∈ P[x]，且不为 0，pi(x) 为首一不可约多项式，又

f(x) = ap1(x)
r1p2(x)

r2 · · · ps(x)rs , ri ≥ 0,

g(x) = bp1(x)
t1p2(x)

t2 · · · ps(x)ts , ti ≥ 0.

分别为 f(x), g(x) 的标准分解，则

(f(x), g(x)) =
s∏

i=1

pi(x)
min{ri,ti}.
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Def 6 设 f(x) =
n∑

k=0

akx
k ∈ P[x]. 称多项式

n∑
k=1

kakx
k−1 为 f(x) 的导数(微商)，记为 f ′(x) 或者

df(x)

dx
.

有关导数的重要性质：

1. (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x);

2. 若 p(x) 不可约，则 (p(x), p′(x)) = 1.

Def 7 不可约多项式 p(x) 称为多项式 f(x) 的 k 重因式，如果 p(x)k|f(x) 且 p(x)k+1 ∤ f(x).

当 k = 1 时，我们说 p(x) 是 f(x) 的单因式；k ≥ 2 时，我们说 p(x) 是 f(x) 的重因式.

Thm 4 若不可约多项式 p(x) 是 f(x) 的一个 k(≥ 1) 重因式，则 p(x) 为 f ′(x) 的 k − 1 重因式.

Corollary 4.1 记 f (1)(x) = f ′(x), f (k)(x) = (f (k−1)(x))′，称 f (k)(x) 为 f(x) 的 k 阶导数. 如果 p(x) 是 f(x)

的 k 重因式，则 p(x) 是 f (1)(x), f (2)(x), · · · , f (k−1)(x) 的因式，但不是 f (k)(x) 的因式.

Corollary 4.2 不可约多项式 p(x) 为 f(x) 的重因式当且仅当 p(x)|(f(x), f ′(x)).

Corollary 4.3 f(x) 无重因式当且仅当 (f(x), f ′(x)) = 1.

Thm 5 P[x] 中多项式的标准分解为 f(x) = cp1(x)
r1p2(x)

r2 · · · ps(x)rs(ri ≥ 1)，则有

(f(x), f ′(x)) = p1(x)
r1−1p2(x)

r2−1 · · · ps(x)rs−1;

f(x)

(f(x), f ′(x))
= cp1(x)p2(x) · · · ps(x).

Def 8 如果 f(x) 在 a 处的值为 0，称 a 为 f(x) 的零点. 我们也可以将 a 叫做多项式方程 f(x) = 0 的解或根,

我们也直接称 a 为多项式 f(x) 的根. 如果 x − a 是 f(x) 的 k(≥ 0) 重因式，则称 a 为 f(x) 的 k 重根. k = 0，

a 不是根；k = 1，a 叫做单根；k > 1，a 叫做重根.

Thm 6 P [x] 中 n 次多项式至多 n 个根.(其中 k 重根算 k 个根)

Thm 7(代数学基本定理) 设 f(x) ∈ C[x]，且 deg f(x) ≥ 1，则 f(x) 在 C 中有根.

该定理的一个等价表述为：n 次复系数多项式在 C 中恰有 n 个根.

Corollary 7.1(实系数多项式因式分解定理) 设 f(x) ∈ R[x]，且 deg f(x) ≥ 1，则 f(x) 的标准分解为：

f(x) = a(x− c1)
l1 · · · (x− cs)

ls · (x2 + p1x+ q1)
k1 · · · (x2 + prx+ qr)

kr ,

其中 a 为首项系数，p2i − 4qi < 0, 1 ≤ i ≤ r.

Def 9 设 f(x) ∈ Z[x]，f(x) 的各项系数的最大公约数称为 f(x) 的容度，记为 c(f). 如果 c(f) = 1，则称 f(x)

为本原多项式.

Thm 8(Gauss 引理) 本原多项式的积是本原的.

Corollary 8.1 设 f(x) ∈ Z[x]，且 f(x) 在 Q[x] 上可约，则 f(x) 在 Z[x] 上可分解.

Thm 9(Eisenstein 判别法) 设 f(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ Z[x]，若存在素数 p 使得

p ∤ an; p | ai, 0 ≤ i ≤ n− 1; p2 ∤ a0.

则 f(x) 是 Q[x] 中不可约多项式.
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