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0.1 Green公式

定理 0.1 (Green 公式) D 为 R2 上有界的区域，∂D 为有限段光滑曲线，

f ,g ∈C1(D)，则 ∫
∂D

f dx+g dy =
∫∫

D

(
∂g
∂x

− ∂ f
∂y

)
dx dy

定理 0.2 (Green公式等价形式) F = ( f ,g) ∈C1(D)，则∫
∂D

(F ·−→n ) ds =
∫∫

D

(
∂ f
∂x

+
∂g
∂y

)
dx dy

其中 −→n 为单位外法向量，即

−→n = (cos(−→n ,x),cos(−→n ,y))

注 0.1 这是由于对于 −→
τ 为 ∂D方向定位的单位切向量，有

cos(−→τ ,x) =−cos(−→n ,y), cos(−→τ ,y) = cos(−→n ,x)

因此， ∫
∂D

(F ·−→n ) ds =
∫

∂D
( f cos(−→n ,x)+gcos(−→n ,y)) ds

=
∫

∂D

(
−gcos(−→τ ,x)+ f cos(−→τ ,y)

)
ds

=
∫

∂D
−g dx+ f dy

=
∫∫

D

(
∂ f
∂x

+
∂g
∂y

)
dx dy

我们令 divF =
∂ f
∂x

+
∂g
∂y
为 F 的散度，则有

∫
∂D

F ·−→n ds =
∫∫

D
divF dx dy =

∫∫
D

∇ ·F dx dy

我们令一阶微分形式 ω ∈ Ω
1(D)为

ω = P dx+Q dy
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则有

dω =

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂x

)
dx∧ dy

我们有 ∫
∂D

ω =
∫

D
dω

我们写成 ∫
∂D

ω = ⟨ω,∂D⟩,
∫

D
dω = ⟨ dω,D⟩

看作是内积，则有

⟨ω,∂D⟩= ⟨∂ ∗
ω,D⟩= ⟨ dω,D⟩, ⟨ dω,D⟩= ⟨ω, d∗D⟩= ⟨ω,∂D⟩

所以我们有以下对偶

∂ = d∗, ∂
∗ = d

0.2 场论介绍

令梯度 grad u =

(
∂u
∂x

,
∂u
∂y

,
∂u
∂ z

)
，再考虑哈密尔顿算子 ∇

∇ =

(
∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂ z

)
则

grad u = ∇u

看作是 ∇与 u的数乘，关于 ∇我们有如下性质

• ∇(u+ v) = ∇u+∇v

• ∇(uv) = u∇v+ v∇u

• ∇(
u
v
) =

v∇u−u∇v
v2

散度定义为，对于
−→
F = (P,Q,R)，

div
−→
F =

∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂ z

= ∇ ·−→F

有如下性质
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• ∇ ·
(−→

F +
−→
G
)
= ∇ ·−→F +∇ ·−→G

• u是实函数，则 ∇ · (u−→F ) = u∇ ·−→F +∇u ·−→F

旋度1定义为

curlF = ∇×−→
F =

(
∂R
∂y

− ∂Q
∂ z

,
∂P
∂ z

− ∂R
∂x

,
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
旋度有性质

• ∇× (
−→
F +

−→
F ) = ∇×−→

F +∇×−→
G

• ∇× (u
−→
F ) = u∇×−→

F +∇u×−→
F

• ∇ ·
(

∇×−→
F
)
= 0

• ∇×∇u = 0

定义 Laplace算子为

∆u =
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 = ∇ ·∇u

0.3 Gauss公式

定理 0.3 (Gauss公式) 反正是一个性质很好的 P,Q,R，有∫∫
∂Ω

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy =
∫∫∫

Ω

(
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂ z

)
dxdydz

也可以写成∫∫
∂Ω

(Pcosα +Qcosβ +Rcosγ) dS =
∫∫∫

Ω

(
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂ z

)
dxdydz

其中 −→n = (cosα,cosβ ,cosγ)为 ∂Ω的单位外法向量.

注 0.2 利用散度可以将 Gauss公式写成∫∫
∂Ω

−→
F ·−→n dS =

∫∫∫
Ω

div
−→
F dΩ =

∫∫∫
Ω

∇ ·−→F dxdydz

1也有地方记为 rot，但 curl更为现代化(暴论)
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令 ω 为二阶微分形式

ω = Pdy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy

则有

dω =

(
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂ z

)
dx∧dy∧dz

则 Gauss公式也可以写成 ∫
∂Ω

ω =
∫

Ω

dω

0.4 Stokes公式

定理 0.4 (Stokes公式) 总之 S是很好的带边光滑曲面，P,Q,R是很好的函

数，则∫
∂S

Pdx+Qdy+Rdz=
∫∫

S

(
∂R
∂y

− ∂Q
∂ z

)
dydz+

(
∂P
∂ z

− ∂R
∂x

)
dzdx+

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy

注 0.3 我们可以借散度，把 Stokes公式写成∫
∂S

(−→
F ·−→τ

)
ds =

∫∫
S

(
∇×−→

F
)
·−→n dS

令 ω 为一阶微分形式

ω = Pdx+Qdy+Rdz

则有

dω = (Ry −Qz)dy∧dz− (Rx −Pz)dz∧dx+(Qx −Py)dx∧dy

所以 Stokes可以写成 ∫
∂S

ω =
∫

S
dω
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0.5 Green,Gauss,Stokes的大一统：Stokes

定理 0.5 (Stokes!!!!) 设 ω 是某个微分形式，则∫
∂M

ω =
∫

M
dω

定理 0.6 (旋度定理) 令 d−→s = (dx,dy,dz)，−→n dS = (dydz,dzdx,dxdy)，∫
∂ s

−→
F · d−→s =

∫∫
S

(
∇×−→

F
)
·−→n dS

定理 0.7 (散度定理) ∫∫
∂D

F ·−→n dS =
∫∫∫

D
(∇ ·F) dV

0.6 胡言乱语

ω 为区域 D上的 1-形式，其中 D ⊆ R2或者 R3，有

{恰当形式} ⊆ {闭形式}

记 1-阶闭形式构成的空间为 Z 1
dR(D)2.

记 1-阶恰当形式构成的空间为 B1
dR(D)3.

商空间记为 H 1
dR(D) = Z 1

dR(D)/B1
dR(D)，为 1阶 dRham上同调群.

若 η1,η2 ∈ Z 1
dR(D)，则 η1 ≃ η2的充分必要条件为

η1 −η2 ∈ B1
dR(D)⇐⇒∃u, s.t. , du = η1 −η2

2 dω = 0，零点 Zero，所以用 Z.
3Boundary，其中 dR表示 dRham
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0.7 一些应用

定理 0.8 u,v很好的函数∫∫
D

v∆udxdy =−
∫∫

D
(∇v ·∇u)dxdy+

∫
∂D

(v∇u ·−→n ) ds

注 0.4 可以看做是分部积分的推广.

实际上就是证明∫∫
D
(v∆u+∇v ·∇u)dxdy =

∫
∂D

(v∇u ·−→n ) ds

利用 Green公式我们有

RHS =
∫∫

D
∇ · (v∇u)dxdy

再结合

∇ · (u−→F ) = u∇ ·−→F +∇u ·−→F

得证.

推论 0.1 u ∈C2(D)，u|
∂D = 0，则在上面定理中取 u = v，有∫∫

D
u∆udxdy =−

∫∫
D

∇u ·∇udxdy

推论 0.2 ∆u = 0，u|
∂D = 0，D是一个有界的很好的区域，则

u ≡ 0

注 0.5 这是因为 ∫∫
D

∇u ·∇udxdy =−
∫∫

D
u∆udxdy = 0

从而 ∇u ≡ 0，则有

u ≡ 0

例 0.1 还可以得到对于 u,v ∈C2(D)，有∫∫
D
(u∆v− v∆u)dxdy =

∫
∂D

(
u

∂v
∂
−→n

− v
∂u
∂
−→n

)
ds
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0.8 积分与路径无关

定理 0.9 ω ∈ Z 1
dR(D)，则以下命题是等价的：

• ω 是恰当形式.

• 对区域中任意两点 A,B 及连接 A,B 的光滑路径 γAB，
∫

γAB

ω 仅与 A,B 有

关.

• 对区域中任意两点 A,B及连接 A,B的分段光滑路径 γAB，
∫

γAB

ω 仅与 A,B

有关.

• 对区域中任意两点 A,B及连接 A,B的路径 γAB(有限段折线)，
∫

γAB

ω 仅与

A,B有关.

• 对于任意闭路(光滑，分段光滑，有限段折线)γ ⊆ D，有
∫

γ

ω = 0.
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