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Chapter 1

微分与积分

1.1 C −R 方程

定理 1.1 (Cauchy-Riemann 方程)

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 为开区域 D 上的函数，z0 = x0 + iy0，则 f 在 z0 处

可导的充分必要条件为

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) ,

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0)

注 1.1 我们有

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

定义 1.1 将 f(z) = f(x, y) 看做是 z 与 z̄ 的函数，定义复微商：

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

定理 1.2 u, v 在 D 上可微，则 f = u+ iv 解析的充分必要条件为
∂f

∂z̄
= 0.

注 1.2 我们实际上还有 f ′ =
∂f

∂z
= 2

∂u

∂z
.

1
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1.2 多值函数

阅读《复分析：可视化方法》中 2.6 节内容，写的非常详尽.

1.3 复积分

定理 1.3 设 w(t) = u(t) + iv(t)，满足 u, v 有原函数 U, V，则 w(t) 有原函

数 W (t) = U(t) + iV (t)，则 ∫ b

a

w(t) dt = W (t)|ba

定义 1.2 设 Γ: z(t) = x(t) + iy(t), a ≤ t ≤ b 是一条路径，f(z(t)) 在路径上

可积，则沿 Γ 的曲线积分定义为∫
Γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt =

∫
Γ

udx− vdy + i

(∫
Γ

vdx+ udy

)

例 1.1 对任何复数 a 及正数 r > 0，有

1

2πi

∫
|z−a|=r

(z − a)n dz =

0, n ̸= −1

1, n = −1
, n 是整数

1.4 Cauchy 积分定理

定理 1.4 Γ 是正向简单闭路径，内部为 D，D = D∪Γ，若 f ∈ H(D)，则∫
Γ

f(z)dz = 0

笔记 1.1 由于我们并没有 ux, uy, vx, vy 的连续性的假设，所以我们无法直接利

用 Green 定理来说明这件事情.

详细的证明(参考的是 Goursat 的证明)在技术上写起来比较复杂，但大致思想

是：
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• 证明在 D 中任何一个三角形边界上的积分为 0(使用闭集套定理，结合导数

诱导的不等式放缩证明).

• 证明 D 上简单闭折线上的积分为 0(利用三角形分割闭折线即可).

• 证明简单闭曲线可以被闭折线逼近.

定理 1.5 函数 f(z) 在单连通区域 D 内解析，C 为 D 内任一闭曲线(不必

是简单的)，则 ∫
C

f(z)dz = 0

证明: 把 C 拆分为有限个简单闭曲线即可. □

推论 1.1 由 Cauchy 积分定理我们可以有以下推论：D 是单连通区域，f ∈
H(D)，则

• 对于 D 中任何闭路径 Γ，有

∫
Γ

f(z)dz = 0.

• 对于 D 中任何从 z1 到 z2 的两条路径 Γ1 与 Γ2，有∫
Γ1

f(z)dz =

∫
Γ2

f(z)dz

定理 1.6 (多连通域的 Cauchy 积分定理) 多连通域中，有∫
Γ

f(z)dz =
n∑

k=1

∫
Γk

f(z)dz

1.5 原函数，积分与路径无关
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定义 1.3 F, f 定义在开区域 D 中，若有

F ′(z) = f(z), ∀z ∈ D

则称 F 为 f 在 D 上的一个原函数.

定理 1.7 f 在 D 上连续且有原函数 F，则对任何从 z1 到 z2 的任何路径 Γ

有 ∫
Γ

f(z)dz = F (z2)− F (z1)

证明: 不妨设 Γ: z(t) = x(t) + iy(t), a ≤ t ≤ b 是光滑曲线，于是∫
Γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt = F (z2)− F (z1)

□

定理 1.8 若 f(x) 在开域 D 中连续且其积分与路径无关，则 f 有原函数.

证明: 直接构造

F (z) =

∫ z

z0

f(w) dw

从而有
F (z +∆z)− F (z)

∆z
=

1

∆z

∫ z+∆z

z

f(w)dw

取 z 到 z +∆z 的路径为直线1，从而有

1

∆z

∫ z+∆z

z

f(w)dw =
1

∆z

∫ 1

0

f(z + t∆z) ·∆zdt =

∫ 1

0

f(z + t∆z)dt

由连续性我们知道 F ′(z) = f(z). □

1取足够小的标准邻域，可以做到直线连通，即凸集
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1.6 Cauchy 型积分，Cauchy 积分公式，导数公式

定理 1.9 设 Γ 是一条路径，f 在 Γ 上连续，则 Cauchy 型型型积积积分分分

g(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)dw

w − z

作为 z 的函数在 C− Γ 上解析，并且 g 在 C− Γ 上无穷次可导，其导数公式

为

g(n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(w)dw

(w − z)n+1
, z ∈ C− Γ

证明: 取定 z ∈ C − Γ，并且令 ρ = inf{|z − w| : w ∈ Γ} > 0，取 ∆z ̸= 0 且

|∆z| < ρ

2
，有

g(z +∆z)− g(z)

∆z
=

1

2πi

∫
Γ

f(w)dw

(w − z −∆z)(w − z)

令差函数

λ(∆z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)dw

(w − z −∆z)(w − z)
− 1

2πi

∫
Γ

f(w)dw

(w − z)2

计算得

λ(∆z) =
∆z

2πi

∫
Γ

f(w)dw

(w − z −∆z)(w − z)2

由于 f(z) 在 Γ 上有界，从而不妨设 |f(w)| ≤ M，于是

|λ(∆z)| ≤ |∆z|
2π

· M
ρ
2 · ρ2

· |Γ| → 0(∆z → 0)

从而我们可以归纳得证. □

定理 1.10 (Cauchy积分公式与导数公式) 设正向简单闭路径 Γ 的内

部为 D，f ∈ H(D)，则对任何 z ∈ D，有

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)dw

w − z
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此外 f 在 D 上无穷次可导，并且对任何的 n ≥ 0，z ∈ D 有

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(w)dw

(w − z)n+1

证明: 任意取定 z ∈ D，再取 ε > 0，使得 Γε = {w : |w − z| = ε} 及其内部包含
在 D 中，由多连通域的 Cauchy 积分定理我们知道∫

Γ

f(w)dw

w − z
=

∫
Γε

f(w)dw

w − z
= i

∫ 2π

0

f(z + εeit)dt

上述对充分小的 ε 都成立，从而利用 f 的连续性，我们取极限有

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)dw

w − z

□

注 1.3 对复周线仍然成立，证明利用多连通域的 Cauchy 积分定理即可.

推论 1.2 (平均值性质) 设 D 是开域，f ∈ H(D)，则对任何 z ∈ D 及

ε > 0，只要 {w : |w − z| ≤ ε} ⊂ D，就有

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z + εeit)dt

定理 1.11 (Morera 定理) 若 f(z) 在开域 D 中连续，并且对 D 中任一

闭路径 Γ 有

∫
Γ

f(z)dz = 0，则 f ∈ H(D).

证明: 由积分与路径无关我们知道 f 是一个解析函数的导数，而我们知道解析

函数是无穷次可导的，从而 f 解析. □

定理 1.12 (Cauchy 不等式) 设函数 f(z) 在区域 D 内解析，a 为 D 内

一点，以 a 为圆心 R 为半径作圆，只要圆周及圆内部都在 D 中，则

|f (n)(a)| ≤ n!M(R)

Rn
, M(R) = sup

|z−a|=R

|f(z)|
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1.7 最大模原理

引理 1.1 设 D 是开域，f ∈ H(D). 若 |f(z)| 在 D 中是常数，则 f(z) 是

常数.

证明: 若 |f(z)| ≡ 0，显然 f(z) ≡ 0，下设 |f(z)| ≡ c(̸= 0)，于是

u2(x, y) + v2(x, y) = c2 ̸= 0

对两边求偏导有

uux + vvx = 0, uuy + vvy = 0

但是由 C −R 方程知道

ux = vy, uy = −vx

从而我们知道 {
uux + vvx = 0

vux − uvx = 0

解得 ux = vx = 0，从而 f 是常数. □

定理 1.13 (最大模原理) 设 D 是开域，f ∈ H(D)，若 |f(z)| 在 D 内某

点达到最大，则 f 是常数.

证明: 不妨设 |f(z)| 在 D 内达到最大值 M > 0. 设

D1 = {z ∈ D : |f(z)| < M} , D2 = {z ∈ D : |f(z)| = M}

若能证明 D2 是开集，则由于 D1 与 D2 是不相交的开集，且并集为 D，则知

道 D1 = ∅，从而由引理知道是常数.

假设 D2 不是开集，则有 c ∈ D2，使 D2 不是 c 的邻域. 但是 c ∈ D 而且 D 是

开集，从而有 r > 0 使得 V (c, r) ⊂ D，此时 V (c, r) 中必定有 D1 中的点，不妨设

Γ: z = c+ reit, 0 ≤ t ≤ 2π

位于 D 中，并且有 0 < t0 < 2π 使得 z0 = c+ reit0 ∈ D1.
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由于 |f(z0)| < M，所以由连续性，有 δ, η > 0，使得

|f(c+ reit)| ≤ M − η, 0 < t0 − δ ≤ t ≤ t0 + δ < 2π

从而由平均值性质我们有

M = |f(c)| = 1

2π

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(c+ reit)dt

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ t0−δ

0

|f(c+ reit)|dt+ 1

2π

∫ t0+δ

t0−δ

|f(c+ reit)|dt+ 1

2π

∫ 2π

t0+δ

|f(c+ reit)|dt

<
M

2π
(t0 − δ) +

M − η

2π
· 2δ + M

2π
(2π − t0 − δ) = M

矛盾，故 D2 是开集，从而证毕. □

推论 1.3 设 D 是开域，f ∈ H(D)，则当 f 非常数时，|f(z)| 在 D 上不可

能达到最大.

推论 1.4 设 D 是有界开域，f ∈ H(D)，f 在 D 上连续，非常数，则 |f(z)|
的最大值能且只能在 ∂D 上达到.

定理 1.14 (最小模原理) 设 D 是有界开域，f ∈ H(D)，f 在 D 上连续，

非常数，且没有零点，则 |f(z)| 的最小值能且只能在 ∂D 上达到.

命题 1.1 设 f 在开域 D 解析且非常数，若 |f(z)| 在 D 中达到最小值 m，

则 m = 0.

证明: 反证，若 m > 0，考虑函数
1

f(x)
，使用最大模原理即可. □

例 1.2 f = u+ iv 在开域 D 中解析且非常数，则 u 不能在 D 中达到最大值.

证明: 考虑 ef 在 D 中解析且非常数，从而

|ef | = |eu · eiv| = eu

在 D 中不能达到最大值，从而 u 不能达到. □
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1.8 Schwarz 定理，Liouville 定理，代数基本定理

引理 1.2 (Schwarz) 设 Γ 是正向简单闭路径，D 是其内部，z0 ∈ D，f ∈
H(D − {z0}). 若 f 在 z0 连续，则 f 在 z0 解析，从而 f ∈ H(D).

证明: 在 D 中取 z ̸= z0，并且在 D 中取两个分别以 z0 和 z 为中心，以 r > 0

为半径的闭圆.

由多连通域的 Cauchy 定理，我们有∫
Γ

f(w)dw

w − z
=

∫
|w−z0|=r

f(w)dw

w − z
+

∫
|w−z|=r

f(w)dw

w − z

但由 Cauchy 公式，我们有∫
|w−z|=r

f(w)dw

w − z
= 2πif(z)

此外，由连续性我们知道

lim
r→0

∫
|w−z0|=r

f(w)dw

w − z
= lim

r→0

∫ 2π

0

f(z0 + reit)

z0 + reit − z
· ireitdt = 0

这样我们知道对于 z ̸= z0，有

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)dw

w − z

但上式右边是Cauchy型积分，在 D 中解析，因此由 f 在 z0 的连续性知道

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)dw

w − z
对一切 z ∈ D 成立，故 f 在 z0 解析. □

定理 1.15 (Schwarz) 设 f 在 |z| < 1 中解析，|f(z)| ≤ 1，f(0) = 0，则

(1) |f(z)| ≤ |z| 而且 |f ′(0)| ≤ 1;

(2) 若有 0 < z0 < 1 使得 |f(z0) = |z0| 或 |f ′(0)| = 1，则有实数 α 使得

f(z) = eiαz.

证明: 令

g(z) =


f(z)

z
, 0 < |z| < 1

f ′(0), z = 0
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则 g(z) 在 0 < |z| < 1 上解析，在 z = 0 连续，由 Schwarz 引理我们知道在

|z| < 1 时解析. 现任意固定 z, |z| < 1，任取 r 使得 |z| < r < 1，由最大模原理，我

们有

|g(z)| ≤ sup{|g(w)| : |w| = r} = sup

{∣∣∣∣f(w)w

∣∣∣∣ : |w| = r

}
≤ 1

r

在上述不等式中令 r → 1，我们知道

|g(z)| ≤ 1

从而我们知道 |f(z)| ≤ |z| 且 |f ′(0)| = |g(0)| ≤ 1.

若有 0 < |z0| < 1 使得 |f(z0)| = |z0| 或者 |f ′(0)| = 1，这说明 |g(z)| 在内部取
到最大模，说明 g(z) 是常数，从而 g(z) = eiα. □

定理 1.16 (Liouville) 有界整函数必是常数.

证明: 设 f 是有界整函数，|f(z)| ≤ M，任意固定 z ∈ C，则对任何 R > 0，由

导数公式

|f ′(z)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|w−z|=R

f(w)dw

(w − z)2

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
· M
R2

· 2πR =
M

R

但当 R → ∞ 时，M

R
→ 0，从而 f ′(z) = 0，由 z 的任意性得证. □

定理 1.17 (代数基本定理) n(n ≥ 1) 阶多项式至少有一个零点.

证明: 设 P (z) =
n∑

k=0

akx
k，an ̸= 0，n ≥ 1. 假设 P (z)无零点，于是 Q(z) =

1

P (z)

是一个整函数，由

|P (z)| ≥ |anzn| − [|a0|+ |a1z|+ · · ·+ |an−1zn−1|]
= |z|n

{
|an| −

[∣∣∣a0
zn

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣an−1

z

∣∣∣]}
从而存在 R > 0，对于 |z| > R，有 |P (z)| ≥ Rn |an|

2
，从而 |P (z)| 有最小值，

从而 Q(z) 是有界整函数，从而 Q(z) 为常数，因此 P (z) 为常数，这是矛盾的. □
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1.9 解析函数与调和函数

记 ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
为 Laplace 算子.

定义 1.4 如果二元实变函数 H(x, y) 在区域 D 内有二阶连续偏导数，且满

足拉普拉斯方程

∆H = 0

则称 H(x, y) 为区域 D 内的调调调和和和函函函数数数.

定义 1.5 在区域 D 内满足 Cauchy-Riemann 方程

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

的两个调和函数 u, v 中，v 被称为 u 在区域 D 内的共共共轭轭轭调调调和和和函函函数数数.

定理 1.18 f = u+ iv ∈ H(D)，则在区域 D 内 v(x, y) 为 u(x, y) 的共轭调

和函数.

证明: 注意到
∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x

所以有

∆u = 0

同理有

∆v = 0

□

定理 1.19 设 u(x, y) 是在单连通区域 D 内的调和函数，则存在函数 v 使

得 f = u+ iv 是 D 内的解析函数.

证明: 由于我们有
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0
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即 −∂u

∂y
,
∂u

∂x
在 D 内具有一阶连续偏导数，且

∂

∂y

(
−∂u

∂y

)
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)

从而我们知道 −∂u

∂y
dx+

∂u

∂x
dy 是全微分，令

−∂u

∂y
dx+

∂u

∂x
dy = dv(x, y)

则

v(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

−∂u

∂y
dx+

∂u

∂x
dy + C

从而我们知道 u, v 满足 Cauchy-Riemann 方程，从而 f 解析. □

笔记 1.2 任一个二元调和函数的任意阶偏导数也是调和函数.

定理 1.20 (调和函数的平均值性质) 若 u(z) 是 D = {z : |z − a| < R}
中的实调和函数，则对任何 0 < r < R，我们有

u(a) =
1

2π

∫ 2π

0

u(a+ reiθ) dθ

定理 1.21 (调和函数最大值最小值原理) 单连通开域 D 中的非常数

实调和函数 u = u(z) 不能在 D 中达到最大值与最小值.

证明: 假设 u(z) 在 D 中达到最大值 M，把 D 分解成下面两个不相交的集合：

D1 = {z ∈ D : u(z) < M} , D2 = {z ∈ D : u(z) = M}

利用调和函数的平均值性质定理我们知道 D2 是开集，而由于连续性我们知道

D1 是开集，从而我们知道两个不交开集的并是开集，所以我们知道 D1 = ∅, D2 =

D，从而 u 是常数，矛盾. □



Chapter 2

级数

2.1 基础概念

定义 2.1 ⋆

• 称 {fn(z)} 在 D 上收收收敛敛敛于 f(z)，若对每一个 z ∈ D，有 lim
n→+∞

fn(z) =

f(z)，此时我们记成 fn(z) → f(z)(z ∈ D).

• 称 {fn(z)} 在 D 上一一一致致致收收收敛敛敛于 f(z)，若对任何 ε > 0，存在 N ∈ N∗，

使得对一切 n > N 以及任意 z ∈ D，有 |f(z)− fn(z)| < ε，此时我们记

为fn(z) ⇒ f(z).

• 若 D 是开域，{fn(z)} 在 D 的任何一个紧子集上一致收敛于 f(z)，则

称 {fn(z)} 在 D 上紧紧紧一一一致致致收收收敛敛敛于 f(z)

定理 2.1 设 D 是开域，{fk(z)} 在 D 上紧一致收敛于 f(z)，则

• 若对 ∀k, fk(z) 在 D 上连续，则 f(z) 也在 D 上连续.

• 若对 ∀k，fk(z) 在 D 上解析，则 f(z) 也在 D 上解析，此外对任何

n ≥ 1，有 {f (n)
k (z)} 在 D 上紧一致收敛于 f (n)(z).

证明: 只证第二条，任取 z ∈ D 以及 V (z, ε) ⊂ D，在任取 V (z, ε) 中的闭路径，

13
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我们知道 {fk(z)} 在 Γ 上一致收敛 f(z)，从而易知

lim
k→+∞

∫
Γ

fk(z)dz =

∫
Γ

f(z)dz

但 {fk(z)}在D上解析，从而由 Cauchy定理，对一切 k ≥ 1有

∫
Γ

fk(z)dz = 0，

因此同样有

∫
Γ

f(z)dz = 0.

所以由 Γ 的任意性以及 Morera 定理知道 f(z) 在 V (z, ε) 中解析，再由 z ∈ D

的任意性我们知道 f(z) 在 D 上解析，下面证明 f
(n)
k (z) 紧一致收敛到 f (n)(z)，由

于对于任何的 V (a,R + ε) ⊆ D，∀z ∈ V (a,R + ε)，有

f
(n)
k (z) =

n!

2πi

∫
|w−a|=R+ε

fk(w)dw

(w − z)n+1
, f (n)(z) =

n!

2πi

∫
|w−a|=R+ε

f(w)dw

(w − z)n+1

由于 Γ: |w− a| = R+ ε 是紧集，所以 fk(w) 在 Γ 上一致收敛于 f(z)，从而我

们可以得到 f
(n)
k (z) 在 V (a,R) 上一致收敛于 f (n)(z). □

2.2 幂级数

定理 2.2 幂级数 P (z) =
+∞∑
j=0

cjz
j 如果在 z = a 处收敛，则它在圆盘 |z| <

|a| 内处处收敛.

证明: 我们只需要证明在圆盘内绝对收敛即可，由于 P (a) 收敛，所以存在 M

对所有 n 满足

|cnan| < M

如果 |z| < |a|，则令 ρ =
|z|
|a|

< 1，所以有 |cnzn| < Mρn，从而

|Pn(z)− Pm(z)| ≤ M(ρm+1 + · · ·+ ρn) =
M

1− ρ
(ρm+1 − ρn+1)

对于充分大的 m,n 可以任意小，从而证毕. □

注 2.1 更进一步地分析，如果 P (z) 不是在平面上处处收敛，则必然会在某一

点 d 处发散，现在假设 P (z) 在某个离原点比 d 更远的地方收敛，由上面的定理我
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们知道在 d 处收敛，这产生了矛盾，从而我们知道离原点比 d 更远的点全部发散，

从而我们会有下面的结论.

推论 2.1 若 P (z) 在 z = d 处发散，则它在圆 |z| = |d| 外各点都发散.

如此重复下去，我们最终会得到一个确定的圆周，在圆周内都收敛，在圆周外

都发散，此时圆的半径我们称之为收敛半径.

要注意，圆周上的点的收敛性与发散性我们是不知道的.

定理 2.3 设
∞∑

m=0

cm(z − a)m 是幂级数. 令

r = lim
m→+∞

|cm|
1
m , R =


1

r
, 0 < r < ∞,

0, r = ∞,

∞, r = 0,

则

1. 对任何 z ∈ V (a,R) ,级数绝对收敛,从而级数本身收敛;

2. 对任何 z /∈ V̄ (a,R) ,级数不收敛 (即发散);

3. 级数在 V (a,R) 中紧一致收敛;

4. 级数的和函数 S (z) =
∞∑

m=0

cm(z − a)m 在 V (a,R) 中解析;

5. 级数在 V (a,R) 中可逐项求导,即当 z ∈ V (a,R) 时

S(n) (z) =
∞∑

m=0

[cm(z − a)m]
(n)
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2.3 Taylor 展开，解析函数的零点，唯一性定理

定理 2.4 设 z0 ∈ C, 0 < R ≤ +∞, f ∈ H (V (z0, R)) . 则对任何 z ∈
V (z0, R) 有

f (z) =
+∞∑
n=0

f (n) (z0)

n!
(z − z0)

n

上式称为 f (z) 在 z0 点的 Taylor 展开或幂级数展开. 因此,若函数 f 在点 z0

解析,则在 z0 的一个邻域中可以展开成 Taylor 级数.

证明: 先设 z0 = 0 . 任意固定 z ∈ V (0, R) . 再取 r > 0 使 |z| < r < R . 此时由

Cauchy 积分公式,

f (z) =
1

2πi

∫
|w|=r

f (w) dw

w − z

由于 |w| = r > |z| ,
∣∣∣ z
w

∣∣∣ < 1 因此

1

w − z
=

1

w
· 1

1− z
w

=
1

w

∞∑
k=0

( z

w

)k

=
∞∑
k=0

1

wk+1
zk

上述级数在圆周 |w| = r 上是一致收敛的,因此
∞∑
k=0

f (w)

wk+1
zk 在 |w| = r 上一致

收敛于
f (w)

w − z
. 于是由导数公式,

f (z) =
1

2πi

∫
|w|=r

f (w) dw

w − z
=

∞∑
k=0

[
1

2πi

∫
|w|=r

f (w) dw

wk+1

]
zk =

∞∑
k=0

f (k) (0)

k!
zk

对于一般的 z0 平移即可. □

推论 2.2 为使 f 在 z0 解析,充要条件是在 z0 附近 f 可以表示为一个幂级

数.

定理 2.5 若函数 f 在点 z0 附近可以表示为一个幂级数

f (z) =
∞∑
k=0

ck(z − z0)
k
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则该幂级数必是 f 在点 z0 的 Taylor 级数,即 ck =
f (k) (z0)

k!
.

证明: 此时在 f (z) =
∞∑
k=0

ck(z − z0)
k 两边关于 z 求 n 次导数,则知

f (n) (z) =
∞∑
k=n

ck · k (k − 1) · · · (k − n+ 1) (z − z0)
k−n

故 f (n) (z0) = cn · n! . □

定义 2.2 如果 f 在 z0 解析，在 z0 附近 f 的泰勒展开形如

f(z) =
+∞∑
k=m

ck(z − z0)
k, m ≥ 1, cm ̸= 0

我们称 z0 为 f 的 m 阶零点.

定理 2.6 设函数 f 在点 z0 解析,则为使 z0 是 f 的 m 阶零点,充要条件是

f 在 z0 附近有形状 f (z) = (z − z0)
mg (z) ,其中 g (z) 在 z0 解析, g (z0) ̸= 0 .

证明: 设 z0 是 f 的 m 阶零点,于是 f (z) =
∞∑

k=m

ck(z − z0)
k ,其中 cm ̸= 0 .

这样在 z0 附近有 f (z) = (z − z0)
m

∞∑
k=m

ck(z − z0)
k−m = (z − z0)

mg (z) ,其中

g (z) =
∞∑

k=m

ck(z − z0)
k−m 在 z0 解析,而且 g (z0) = cm ̸= 0 .

反之设 f (z) = (z − z0)
mg (z) ,其中 m 是正整数, g (z) 在 z0 解析, g (z0) ̸= 0 .

于是在 z0 附近 g (z) =
∞∑
k=0

bk(z − z0)
k ,其中 b0 = g (z0) ̸= 0 . 因此

f (z) =
∞∑
k=0

bk(z − z0)
k+m = b0(z − z0)

m + b1(z − z0)
m+1 + · · ·

从而 z0 是 f 的 m 阶零点. □
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注 2.2 若 z0 是 f 的 m 阶零点, m ≥ 1 ,则在 z0 附近除 z0 外, f 没有其他零

点,即 f 的任何一个有限阶零点都是孤立的. 反之,若 z0 是 f的零点集的聚点,即零

点 z0 不是孤立的,则 f 在 z0 的 Taylor 展开式中的所有系数全为 0,从而 f 在 z0 的

一个邻域中恒为 0 . 这个结论导致下面的定理.

定理 2.7 (解析函数的唯一性定理) 设 f 在开域 D 中解析. 若 f 的零

点集有一个属于 D 的聚点,则 f 在开域 D 中恒为 0 .

证明: 设 D1 = {z ∈ D : z 是 f 的零点的聚点 }, D2 = D −D1 .

由上面注得知 D1 是开集. 其次, D2 中的点或者是 f 的孤立的零点, 或者不是

f 的零点, 从而 D2 也是开集.

这样连通开集 D 是这两个不相交的开集 D1 和 D2 的并，故 D1 和 D2 中必有

一个是空集.

由于 D1 ̸= ∅ ,故 D2 = ∅ . 于是 D1 = D ,即 D 中所有点都是 f 的零点. □

推论 2.3 若 f ∈ H (D) ,非常数,则对任何 a ∈ C ,集合 Ea = {z ∈ D :

f (z) = a} 中的点都是 Ea 的孤立点,它们称为 f 的 a 点.

推论 2.4 设 f 和 g 都在 D 中解析, E ⊂ D, E 在 D 中有聚点. 若 f 和 g

在 E 中相等,则 f 和 g 在 D 中相等.

2.4 Laurent 级数

定义 2.3 形如
∞∑

k=−∞

ck(z − z0)
k 的函数项级数称为 Laurent 级级级数数数，其中 z0

和 {ck}k=0,±1,±2,··· 都是复数.

注 2.3 幂级数一定有收敛点,但 Laurent 级数不一定有收敛点,例如
∞∑

n=−∞
zn .

引理 2.1 设 0 ≤ r < R,A = {z : 0 ≤ r < |z − z0| < R} 是圆环. 若
∞∑

ck(z − z0)
k 在 A 上收敛,则它在 A 上绝对而且紧一致收敛.
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定理 2.8 设 0 ≤ r < R,A = {z : 0 ≤ r < |z − z0| < R} , f ∈ H (A) ,则

(i) 积分

ck =
1

2πi

∫
|z−z0|=ρ

f (z) dz

(z − z0)
k+1

, k = 0,±1,±2, · · ·

仅与整数 k 有关,而与 ρ ∈ (r, R) 无关;

(ii) 对任何 z ∈ A , f (z) =
∞∑

k=−∞

ck(z − z0)
k.

证明: 固定整数 k . 任取 r < ρ1 < ρ2 < R . 由多连通域的 Cauchy 定理,

1

2πi

∫
|z−z0|=ρ1

f (z) dz

(z − z0)
k+1

=
1

2πi

∫
|z−z0|=ρ2

f (z) dz

(z − z0)
k+1

为证 (ii), 固定 z ∈ A ,并取 r < r1 < |z − z0| < R1 < R .

再取充分小的 ε > 0 使 V̄ (z, ε) ⊂ {w : r1 < |w − z0| < R1}，由多连通域的
Cauchy 定理,∫

|w−z0|=R1

f (w) dw

w − z
=

∫
|w−z0|=r1

f (w) dw

w − z
+

∫
|w−z|=ε

f (w) dw

w − z

但由 Cauchy 公式知

∫
|w−z|=ε

f (w) dw

w − z
= 2πif (z) ,从而

f (z) =
1

2πi

∫
|w−z0|=R1

f (w) dw

w − z
− 1

2πi

∫
|w−z0|=r1

f (w) dw

w − z
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现在当 |w − z0| = R1 (> |z − z0|) 时,

1

w − z
=

1

w − z0
· 1

1− z−z0
w−z0

=
1

w − z0

∞∑
k=0

(
z − z0
w − z0

)k

=
∞∑
k=0

1

(w − z0)
k+1

(z − z0)
k

上面最后一个级数关于圆周 |w − z0| = R1 上的 w 一致收敛. 于是

1

2πi

∫
|w−z0|=R1

f (w) dw

w − z
=

∞∑
k=0

1

2πi

∫
|w−z0|=R1

f (w) dw

(w − z0)
k+1

· (z − z0)
k

另一方面,当 |w − z0| = r1 (< |z − z0|) 时,

−1

w − z
=

1

z − z0
· 1

1− w−z0
z−z0

=
1

z − z0

∞∑
k=0

(
w − z0
z − z0

)k

=
−1∑

k=−∞

1

(w − z0)
k+1

(z − z0)
k

上面最后一个级数关于圆周 |w − z0| = r1 上的 w 一致收敛. 于是

− 1

2πi

∫
|w−z0|=r1

f (w) dw

w − z
=

−1∑
k=−∞

1

2πi

∫
|w−z0|=r1

f (w) dw

(w − z0)
k+1

· (z − z0)
k

从而我们知道证毕. □

注 2.4 Laurent 展开可以逐项求导.



Appendix A

复变函数结课作业

问题： 学完这门课最大的收获是什么？最大的感想是什么？

回答： 学完复变函数最大的收获是学到了一种和实函数大相径庭的观点，教会我

更多地从几何化的观点去看问题。最大的感想是我们有时候视角不能仅仅局限于实

数中，当遇到一个看起来和复数毫无关系的问题时，我们从恰当的角度引入复数可

能让问题迎刃而解.

问题： 这门课给你印象最深刻的内容是什么？你最喜欢的内容是什么？

回答：给我印象最深刻的定理无异是 Cauchy积分定理，他在一定程度上揭示了解

析函数的优良性质，复变函数的很多内容都是基于 Cauchy 积分定理的.

我喜欢的内容有很多，让我印象最深刻的是看《复分析：可视化方法》时里面

用图像一点一点向我揭示为何“收敛半径”称之为半径，为何我们要说收敛圆盘.

我在这里第一次理解了一个幂级数在某点处展开原来收敛内域是呈现一个完美的

圆形，并进一步了解到收敛半径就是到最近的奇点或支点的距离.

然后就是可视化方法上面还提到解析函数将无穷小圆映射为无穷小圆，这也是

非常数的全纯函数是开映射的底层逻辑.

另外一个印象深刻的东西就是 Rouche 定理，他以一种奇妙的方式将零点问题

大大简化，并且告诉我们只需要考虑边界上的事情就可以，这让我十分惊讶.

还有一个我十分喜欢的事实是整函数环的所有有限生成理想都是主理想，这件

事情告诉我们原来整函数环上也有一种求“最大公约数”的结构在内.
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