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Chapter 1

傅里叶分析

1.1 引入

定义 1.1 设 f (x) 和 g (x) 在 [a, b] 上可积,如果∫ b

a

f (x) g (x) dx = 0

则称 f (x) 和 g (x) 在 [a, b] 上正交. 如果一列函数 {fn (x)} 中的任意两个函数
都正交, 则称这一列函数是一个正交函数系.

我们把三角级数中出现的一列函数

{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, · · · , cosnx, sinnx, · · · }

称为三角函数系.

定义 1.2 三角函数系是 [−π, π] 上的一个正交函数系.

证明: 首先 ∫ π

−π

cosnx dx = 0,

∫ π

−π

sinnx dx = 0, n = 1, 2, · · ·

这表明常数函数 1 与所有 cosnx, sinnx 都正交. 其次,由积化和差公式,对任意

正整数 m,n 成立∫ π

−π

sinmx cosnx dx =
1

2

∫ π

−π

[sin (m+ n)x+ sin (m− n)x] dx = 0

1
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进而,当 m ̸= n 时成立∫ π

−π

cosmx cosnx dx =
1

2

∫ π

−π

[cos (m+ n)x+ cos (m− n)x] dx = 0

∫ π

−π

sinmx sinnx dx = −1

2

∫ π

−π

[cos (m+ n)x− cos (m− n)x] dx = 0

这就表明了三角函数系在 [−π, π] 上是一个正交函数系. □

我们约定一些记号：

X =

{
f

∣∣∣∣ f 定义与 [−π, π]，满足
∫ π

−π |f |
2dx < +∞

f 在 [−π, π] 上可积且绝对可积(Riemann可积 + 广义积分)

}
Xn = Span {1, cosx, sinx, · · · , cosnx, sinnx} , dimRXn = 2n+ 1

我们要研究的是 Xn 关于 X 的逼近问题，我们需要在 X 上定义一个内积结

构，即 ∀(f, g) ∈ X ×X，有

(f, g) 7→ ⟨f, g⟩ =
∫ π

−π

f · gdx

逼近问题：∀f ∈ X，考虑 inf
g∈Xn

||f − g||. 我们令

h := h(α0, α1, · · · , αn, β1, · · · , βn) = ||f − α0 −
n∑

k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)||2

故

h =

∫ π

−π

(
f − α0 −

n∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

)2

dx

Observation: h 为 R2n+1 上的凸函数，且严格凸，从而我们知道存在最小值.

∂2h

∂α2
0

=

∫ π

−π

2dx = 4π,
∂2h

∂αi∂αj
= 0,

∂2h

∂αi∂βj
= 0,

∂2h

∂βi∂βj
= 0

∂2h

∂α2
i

=

∫ π

−π

2 cos2 ixdx = 2π,
∂2h

∂β2
i

=

∫ π

−π

2 sin2 ixdx = 2π, i = 1, 2, · · · , n

从而我们知道 Hesse 矩阵满足

H = diag(4π, 2π, · · · , 2π)
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从而 Hesse 矩阵正定，从而 h 在 R2n+1 上有唯一的极小值点，从而有唯一的

最小值点，即当梯度向量为 0 的时候，我们有

∂h

∂αm
=

∫ π

−π

−(cosmx)

(
f − α0 −

n∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

)
dx

= −
∫ π

−π

f cosmxdx+ αm

∫ π

−π

cos2mxdx = 0

从而我们计算得出

αm =

∫ π

−π f cosmxdx∫ π

−π cos
2mxdx

类似地

βm =

∫ π

−π f sinmxdx∫ π

−π sin
2mxdx

所以我们计算得出

α0 =
1

2π

∫ π

−π

fdx, αk =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos kxdx, βk =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin kxdx, k ≥ 1

定义 1.3 我们称上面计算出的 an := αn，bm := βm 为Fourier系数.

我们定义

Snf(x) =
a0
2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

我们利用 Snf(x) 逼近 f(x)，计算有

||Snf − f ||2 =
∫ π

−π

f 2dx+

∫ π

−π

(Snf)
2dx− 2

∫ π

−π

(Snf)fdx

我们知道∫ π

−π

(Snf)
2dx =

a20
4

∫ π

−π

1dx+
n∑

k=1

(
a2k

∫ π

−π

cos2 kxdx+ b2k

∫ π

−π

sin2 kxdx

)
= π

(
a20
2
+

n∑
k=1

(a2k + b2k)

)
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−π

(Snf)fdx =
a0
2

∫ π

−π

f(x)dx

+
n∑

k=1

(
ak

∫ π

−π

f(x) cos kxdx+ bk

∫ π

−π

f(x) sin kxdx

)
= π

(
a20
2
+

n∑
k=1

(a2k + b2k)

)
所以我们知道

||Snf − f ||2 =
∫ π

−π

f 2dx− π

(
a20
2
+

n∑
k=1

(a2k + b2k)

)

从而我们得到了

定理 1.1 (Parseval 不等式) ∀f ∈ X，我们有

1

π

∫ π

−π

f 2dx ≥ a20
2
+

n∑
k=1

(a2k + b2k)

注 1.1 ∀f ∈ Xn，我们有

1

π

∫ π

−π

f 2dx =
a20
2
+

n∑
k=1

(a2k + b2k)

注 1.2 对于 f ∈ X，在 n → +∞ 时等号仍然成立.(我们将在后面证明这件事情)

注 1.3 ∀f ∈ X，我们有 ||Snf || ≤ ||f ||.

我们注意到

Snf(x) =
1

π

∫ π

−π

[
1

2
+

n∑
k=1

cos kx cos kt+ sin kx sin kt

]
f(t)dt

=
1

π

∫ π

−π

(
1

2
+

n∑
k=1

cos k(x− t)

)
f(t)dt
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定义 1.4 我们定义 Dirichlet 核 为

Dn(x) =
1

2
+

n∑
k=1

cos kx =


sin

2n+ 1

2
x

2 sin
x

2

, x ̸= 0

2n+ 1

2
, x = 0

我们有

Dn(x) = Dn(x+ 2π), Dn(x) = Dn(−x),
1

π

∫ π

−π

Dn(x)dx = 1

但是我们需要注意 Dn(x) 的符号不定.

笔记 1.1 我们在某种程度上可以修正 Dirichlet 核，我们定义

D∗
n(x) =


sin

2n+ 1

2
x

x
, x ̸= 0

2n+ 1

2
, x = 0

我们可以有一个估计∣∣∣∣∣∣ 1

2 sin
x

2

− 1

x

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 2(

x

2
− x2

48
+ o(x3))

2 sin
x

2
x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Lδx

其中 Lδ > 0，x ∈ [−δ, δ]，δ 充分小.

定义 1.5 我们定义 Fejer 核：

Fn(x) =
1

n

n∑
k=1

Dn(x) =
1

2n

sin
nx

2

sin
x

2

2

, x ̸= 0

x = 0 的时候取极限，从而我们知道

• Fn(x) = Fn(x+ 2π), Fn(x) = Fn(−x)

• Fn(x) ≤ min

{
n

2
,
1

2n

(π
x

)2}
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• ∀δ > 0，我们有

1

π

∫
[−π,π]\[−δ,δ]

Fn(x)dx ≤ 1

π

π2

2nδ2
· 2π = O(

1

nδ2
) → 0(n → +∞)

我们下面利用 Fejer 核处理一些问题：

定理 1.2 (稠密性定理) ∀f ∈ {g : g ∈ C[−π, π], g(−π) = g(π)}，则对于
∀ε > 0，存在 n ∈ N，hn ∈ Xn，使得 sup

x∈[−π,π]

|f − hn| < ε.

证明: 我们取

hn(x) =
S0f + S1f + · · ·+ Sn−1f

n
=

1

π

∫ π

−π

Fn(x− y)f(y)dy

结合

1

π

∫ π

−π

Fn(x)dx =

n∑
k=1

∫ π

−π Dn(x)dx

n
= 1

从而我们知道

|f(x)− hn(x)| =

∣∣∣∣f(x)− 1

π

∫ π

−π

Fn(x− y)f(y)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1π
∫ π

−π

Fn(x− y)[f(x)− f(y)]dy

∣∣∣∣
≤ 2 sup |f |

π

∫
|x−y|≥δ

Fn(x− y)dy

+

sup
|u−v|≤δ

|f(u)− f(v)|

π

∫
|x−y|≤δ

Fn(x− y)dy

最后式子的两部分分别记作 A,B，我们可以估计：B 在 δ → 0 的时候趋于 0，

而

A = O(
1

nδ2
) → 0(n → +∞)

所以我们可以知道 n 充分大时总能小于 ε. □
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定理 1.3 对于 ∀f ∈ X，∃fn ∈ Xn，使得

lim
n→+∞

||f − fn|| = lim
n→+∞

∫ π

−π

[f(x)− fn(x)]
2 dx = 0

证明: Step 1: 假设 f 黎曼可积，我们不妨设 f(−π) = f(π)，又因为 f 黎曼可

积，所以存在 M > 0 使得 |f(x)| ≤ M .

我们知道对于 ∀ε > 0，存在连续函数 g 使得∫ π

−π

|f(x)− g(x)|dx < ε

我们不妨要求

g(−π) = g(π) = f(−π) = f(π)

从而我们由稠密性定理知道存在 hn ∈ Xn，使得

sup
x∈[−π,π]

|g(x)− h(x)| ≤ εn → 0(n → +∞)

从而我们有估计∫ π

−π

|f − hn|2dx ≤ 2

∫ π

−π

|f − g|2dx+ 2

∫ π

−π

|g − hn|2dx

≤ 4M

∫ π

−π

|f − g|dx+ 4πεn

≤ 4Mε+ 4πεn → 0

从而第一种情况得证.

Step 2: f ∈ X，则我们不妨设 f 在 x = −π 处有唯一奇点，则对任意的 δ > 0，

有 f ∈ R[−π + δ, π]，所以我们知道

lim
δ→0

∫ π

−π+δ

f(x)dx =

∫ π

−π

f(x)dx, lim
δ→0

∫ π

−π+δ

f 2(x)dx =

∫ π

−π

f 2(x)dx

我们取 δ0 充分小，定义

f̃(x) =


0, x ∈ [−π,−π + δ0]

f(x), x ∈ [−π + δ0, π)

0, x = π
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从而我们知道 f̃ ∈ R[−π, π]，故根据 Step 1我们知道对 ∀ε > 0，存在 hn ∈ Xn，

对于 Mδ = sup
x∈[−π+δ,π]

|f̃ |，有

∫ π

−π

∣∣∣f̃(x)− hn(x)
∣∣∣2 dx ≤ CMδ(ε+ εn)

故我们知道∫ π

−π

|f − hn|2dx ≤ 2

∫ π

−π

|f − f̃ |2dx+ 2

∫ π

−π

|f̃ − hn|2dx

≤ 2

∫ −π+δ

−π

f 2dx+ 2CMδ(ε+ εn)

令 δ 充分小控制第一项，n 充分大控制第二项即可. □

定理 1.4 (Plancherel 定理) f 可积，绝对可积，平方可积，则我们有

1

π

∫ π

−π

f 2(x)dx =
a20
2
+

+∞∑
n=0

(
a2n + b2n

)
证明: 这里等价于证明 lim

n→+∞
||Snf − f || = 0，而我们知道

||Snf − f || ≤ ||Sng − g||+ ||Snf − Sng||+ ||f − g||

由于前面的注，我们知道 ||Snf − Sng|| = ||Sn(f − g)|| ≤ ||f − g||，从而我们知
道

||Snf − f || ≤ ||Sng − g||+ 2||f − g||

定理 1.3 告诉我们，对任何 ε > 0，存在 m ∈ N，g ∈ Xm，使得 ||f − g|| < ε

2
，

又对于 ∀n > m，我们有 Sng = g，从而我们知道当 n > m 时，有

||Snf − f || < 0 + ε = ε

从而由定义我们知道证明完毕. □

1.2 傅里叶级数的收敛性

在这一部分一个基本的问题是判断 Snf(x)
n→+∞−→ f(x) 的逐点收敛性.
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我们注意到

Snf(x) =
1

π

∫ π

−π

Dn(x− t)f(t)dt

又注意到

1

π

∫ π

−π

Dn(x)dx = 1 =⇒ 1

π

∫ π

−π

Dn(x− t)dt = 1

我们先建立一个引理：

引理 1.1 (Riemann-Lebesgue引理) f 在 [a, b] 可积 or 广义可积 + 绝对

可积，则知

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλxdx = lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sinλxdx = 0

证明: 通过阶梯函数逼近证明即可. □

固定 x0，我们记 Snf(x0) 可能的极限值为 S，定义

φx0
(y) = f(x0 + y) + f(x0 − y)− 2S

我们注意到

Snf(x0) =
1

π

∫ π

−π

sin
(2n+ 1)(t− x0)

2

2 sin
t− x0

2

f(t)dt

=
1

π

∫ π−x0

−π−x0

sin
2n+ 1

2
y

2 sin
y

2

f(x0 + y)dy (y = t− x0)

=
1

π

∫ π

−π

sin
2n+ 1

2
y

2 sin
y

2

f(x0 + y)dy (2π 周期延拓)

=
1

π

∫ π

0

sin
2n+ 1

2
y

2 sin
y

2

(f(x0 + y) + f(x0 − y)) dy
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所以我们知道

Snf(x0) → S(n → +∞)

⇐⇒ lim
n→+∞

∫ π

0

Dn(y)φx0
(y)dy = 0 (∗)

但是由 Riemann-Lebesgue 引理我们知道

lim
n→+∞

∫ π

δ

Dn(y)φx0
(y)dy = lim

n→+∞

∫ π

δ

sin(
2n+ 1

2
y)

φx0
(y)

2 sin
y

2

dy = 0

所以我们还知道

(∗) ⇐⇒ lim
n→+∞

∫ δ

0

Dn(y)φx0
(y)dy = 0 (∗∗)

此外，我们还注意到∣∣∣∣∣∣ 1

2 sin
x

2

− 1

x

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 2(

x

2
− x2

48
+ o(x3))

2 sin
x

2
x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Lδx → 0

所以我们发现由 Riemann-Lebesgue 引理有

lim
n→+∞

Dn(y)−
sin

2n+ 1

2
y

y

φx0
(y)dy

= lim
n→+∞

 1

2 sin
y

2

− 1

y

φx0
(y) sin

2n+ 1

2
ydy = 0

所以我们知道

(∗∗) ⇐⇒ lim
n→+∞

∫ δ

0

D∗
n(y)φx0

(y)dy = 0 (∗ ∗ ∗)

上面的讨论导致了下面的定理.

定理 1.5 (Riemann局部化定理) Snf(x0) 收敛到 S 的充分必要条件是，
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存在 0 < δ ≤ π，使得

lim
n→+∞

∫ δ

0

sin
2n+ 1

2
y

y
φx0

(y)dy = 0

即收敛性仅由 f 在 x0 任意小邻域内的值决定.

笔记 1.2 更进一步，我们分析

lim
n→+∞

∫ δ

0

(
sin

(
n+

1

2

)
y − sinny

)
φx0

(y)

y
dy

= lim
n→+∞

∫ δ

0

cos
1

2
y − 1

y
φx0

(y) sinnydy + lim
n→+∞

∫ δ

0

sin
1

2
y

y
φx0

(y) cosnydy = 0

也即局部化定理可以进一步优化为：

lim
n→+∞

∫ δ

0

sinny

y
φx0

(y)dy = 0

定理 1.6 (Lipschitz 定理) f 可积，绝对可积，周期 2π，在 x0 点存在左

右极限，若满足单侧 Holder 条件，即存在 α1, α2 > 0，c1, c2 > 0，使得

|f(x0 + u)− f(x+0 )| ≤ c1u
α1, u > 0, 充分小

|f(x0 − u)− f(x−0 )| ≤ c2u
α2, u > 0, 充分小

则有

lim
n→+∞

Snf(x) =
f(x+0 ) + f(x−0 )

2

证明: 我们注意到

|φx0
(y)| ≤ C(yα1 + yα2), 0 < y < δ

我们知道

lim
δ→0

∣∣∣∣∫ δ

0

sinny

y
φx0

(y)dy

∣∣∣∣ ≤ C lim
δ→0

∫ δ

0

yα1 + yα2

y
dy = 0
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所以对任意的 ε > 0，存在 δ0 > 0，使得∣∣∣∣∫ δ0

0

sinny

y
φx0

(y)dy

∣∣∣∣ < ε

2

又由 Riemann-Lebesgue 引理，我们有

lim
n→+∞

∫ δ

δ0

sinny

y
φx0

(y)dy = 0

所以存在 N > 0，对任意 n > N，有∣∣∣∣∫ δ

δ0

sinny

y
φx0

(y)dy

∣∣∣∣ < ε

2

所以我们有 n > N 时， ∣∣∣∣∫ δ

0

sinny

y
φx0

(y)dy

∣∣∣∣ < ε

即

lim
n→+∞

∫ δ

0

sinny

y
φx0

(y)dy = 0

由局部化定理我们知道成立. □

定理 1.7 (Dini 定理) f 在 [−π, π] 可积且绝对可积，若存在充分小 δ > 0

使得
φx0

(u)

u
在 [0, δ] 可积且绝对可积，则我们知道 Snf(x) → S.

证明: 由黎曼引理和局部化定理自然成立. □

笔记 1.3 g定义在 X 上，g在 X 上连续，称 g在 x0 ∈ X 上满足局部 Dini条件，

如果 ∃δ0 > 0，使得

∫ δ0

0

wx0
(δ)

δ
δ < +∞，其中 wx0

(δ) := sup
|x−x0|<δ,|y−y0|<δ

|g(x)−g(y)|.

注 1.4 Holder 连续性可以推出 Dini 条件.

注 1.5 Lipschitz 定理用 Dini 定理就直接秒了.

推论 1.1 f 在 x0 处可微，则我们知道 Snf(x0) → f(x0).

证明: 局部满足 Lipschitz 条件. □
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定理 1.8 (Dirichlet-Jordan 判别法) f 在 x0 的某一邻域内单调，则

lim
n→+∞

Snf(x) =
f(x+0 ) + f(x−0 )

2

证明: 令 S =
f(x+0 ) + f(x−0 )

2
，我们分析下面的式子∫ δ

0

sinnu

u

(
f(x0 + u)− f(x+0 )

)
du+

∫ δ

0

sinnu

u

(
f(x0 − u)− f(x−0 )

)
du

记其中第一部分为 Aδ，第二部分为 Bδ，使用积分第二中值定理，我们有

Aδ =
(
f(x0 + 0)− f(x+0 )

) ∫ ξ

0

sinnu

u
du+

(
f(x0 + δ)− f(x+0 )

) ∫ δ

ξ

sinnu

u
du

=
(
f(x0 + δ)− f(x+0 )

) ∫ δ

ξ

sinnu

u
du

我们注意到 ∫ δ

ξ

sinnu

u
du =

∫ nδ

nξ

sin t

t
dt

记 φ(x) =

∫ x

0

sin t

t
dt，φ 连续且在无穷处有极限，所以我们知道存在 M > 0，

使得对于任意 x > 0，有

|φ(x)| ≤ M

所以我们知道

|Aδ| ≤ 2M
∣∣f(x0 + δ)− f(x+0 )

∣∣
同理我们有

|Bδ| ≤ 2M
∣∣f(x0 − δ)− f(x−0 )

∣∣
由于单调性，故我们知道当 δ 充分小的时候 Aδ, Bδ 均趋于 0，故我们知道对

于固定的 δ0，存在充分小的 δ < δ0，使得

Aδ0 +Bδ0 = Aδ +Bδ +

∫ δ0

δ

sinnu

u
φx0

(u)du

使得 Aδ, Bδ 充分小，且当 n 充分大时由 Riemann-Lebesgue 引理我们知道∫ δ0

δ

sinnu

u
φx0

(u)du 也充分小，从而由局部化定理我们知道成立. □
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定义 1.6 称 f 满足有界变差条件，如果对任何不相交的区间 I1, · · · , Ik ⊆
[a, b]，存在 M > 0，对于 ∀xk, yk ∈ Ik，满足

k∑
i=1

|f(yk)− f(xk)| ≤ M

记a f ∈ BV [a, b].

aBV 指 Bounded variation

注 1.6 ⋆

(1) f 单调，有 f ∈ BV [a, b].

(2) f, g 单调，有 f ± g ∈ BV [a, b].

(3) f ∈ BV [a, b] 等价于存在单调递增函数 g1, g2 使得 f = g1 − g2.

上面第三个论述可以从下面的等式中寻找灵感：
n∑

k=1

an =
n∑

k=1

|ak| −
n∑

k=1

(|ak| − ak)

我们不加证明地给出下面的定理：

定理 1.9 Dirichlet-Jordan 定理对有界变差函数成立.

1.3 傅里叶级数的逐项求导与逐项积分

我们先建立两个引理以方便处理后面的问题.

引理 1.2 (一般情况的牛顿莱布尼茨公式) f(x) 是 [a, b] 上的连续函

数，除有限个点外处处可导，且 f ′(x) 在 [a, b] 上可积，则以下牛顿莱布尼茨

公式成立. ∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

证明: 仅需考虑广义积分情况再逼近即可. □
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引理 1.3 (一般情况的分部积分公式) f, g 在 [a, b] 上可积，且绝对可

积，令

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, G(x) =

∫ x

a

g(t)dt

则 ∫ x

a

F (t)g(t)dt = F (t)G(t)|xa −
∫ x

a

G(t)f(t)dt

证明: Step 1: 处理 f, g 连续的情况，这个是以前的结论.

Step 2: f, g 黎曼可积，利用连续函数逼近，逐项比较偏差即可.

Step 3: f, g 有唯一奇点，利用黎曼可积函数逼近即可. □

我们下面建立傅里叶级数的逐项微分定理.

定理 1.10 (逐项微分定理) f 为 2π周期，可积且绝对可积，f 的形式傅

里叶级数为

f ∼ a0
2
+

+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

如果 f 在 [−π, π] 上除有限个点外处处可导，且 f ′ 可积+绝对可积，则我们有

f ′ ∼
+∞∑
n=1

(−nan sinnx+ nbn cosnx)

并且进一步有

f(x) =
a0
2
+

+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

证明: 见书. □

下面建立逐项积分定理，这个定理十分强大，因为这个定理甚至不需要要求傅

里叶级数收敛.

定理 1.11 (逐项积分定理(弱版本)) f ∈ X(平方可积)，为 2π 周期，

则有 ∫ x

0

f(t)dt =
a0
2
x+

+∞∑
n=1

(∫ x

0

an cosntdt+

∫ x

0

bn sinntdt

)
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证明: 我们注意到等价于去证明∫ x

0

f(t)dt = lim
k→+∞

∫ x

0

Skf(t)dt

不妨设 x ∈ [−π, π]，我们有∣∣∣∣∫ 2

0

(f(t)− Skf(t)) dt

∣∣∣∣2 ≤
∫ x

0

(f(t)− Skf(t))
2 dt

∫ x

0

1dt

≤ x

∫ π

−π

(f(t)− Skf(t))
2 dt

Plancherel−→ 0(k → +∞)

□

定理 1.12 (逐项积分定理) f 可积且绝对可积，为 2π 周期，则∫ x

0

f(t)dt =
a0
2
x+

+∞∑
n=1

(∫ x

0

an cosntdt+

∫ x

0

bn sinntdt

)

证明: 定义 G(x) =

∫ x

0

(
f(t)− a0

2

)
dt，由 a0 定义知

G(x)−G(x+ 2π) = −
∫ x+2π

x

f(t)dt+ a0π = 0

我们知道 G 为 2π 周期，我们设 G 的形式傅里叶级数为

G(x) ∼ A0

2
+

+∞∑
n=1

(An cosnx+Bn sinnx)

我们计算 An，有

An =
1

π

∫ π

−π

G(x) cosnxdx

=
1

π

(
sinnx

n
G(x)

∣∣∣∣π
−π

−
∫ π

−π

(f(x)− a0
2
)
sinnx

n
dx

)
= −1

n
· 1
π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx = −bn
n

同理我们有

Bn =
an
n
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我们还有 G(0) = 0，再由于

G(x) =

∫ x

0

∣∣∣f(t)− a0
2

∣∣∣ dt− ∫ x

0

∣∣∣f(t)− a0
2

∣∣∣− (f(t)− a0
2

)
dt

所以 G(x) 可以拆为两个单调递增函数的差，故是有界变差函数，从而满足

Dirichlet-Jordan 判别法，我们知道

G(x) =
A0

2
+

+∞∑
n=1

(
−bn

n
cosnx+

an
n

sinnx

)
由 G(0) = 0，我们知道

A0

2
=

+∞∑
n=1

bn
n

代入即证明. □

笔记 1.4 我们注意到如果 f 可积且绝对可积，我们有

+∞∑
n=1

bn
n

< +∞

例 1.1 如 g(x) =
+∞∑
k=2

sinnx

lnn
，虽然 g 在 R 上逐点收敛，但是由于

+∞∑
n=2

1

n lnn
= +∞

所以 g(x) 不是任何一个可积且绝对可积函数的傅里叶级数.

1.4 一些拾遗

我们约定等价关系 ∼ 满足 −π ∼ π，则我们知道

[−π, π]/ ∼= {z : |z| = 1} = S1

f 定义于 [−π, π] 为 2π 周期函数，对于任何的 n，我们定义傅里叶系数

f̂(n) =

∫ π

−π

f(x)e−inxdx
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定理 1.13 (Fejer定理) f 是 2π周期的可积绝对可积的函数，并且在 x0处

有左右极限，则 f 的傅里叶级数在 Cesaro 和意义下收敛于
1

2
[f(x+0 ) + f(x−0 )]，

特别当在 x0 连续时，收敛于 f(x0).

命题 1.1 f 是 2π 周期的可积绝对可积的函数，x0 是连续点或者第一类间

断点，如果 f 的 Fourier 级数在 x0 收敛，则一定收敛到
1

2
[f(x+0 ) + f(x−0 )].

证明: 由 Fejer 定理，若 Fourier 级数收敛于 A，则 Cesaro 和收敛于 A，从而得

证. □

命题 1.2 如果 f 是 2π 周期的连续函数，则 Fourier 级数的 Cesaro 和是一

致收敛于 f 的.

傅里叶级数的内积形式：

定理 1.14 f, g 均在 [−π, π] 上可积且平方可积，an, bn 是 f 的傅里叶系数，

cn, dn 是 g 的傅里叶系数，则我们有

1

π

∫ π

−π

f(x)g(x)dx =
a0c0
2

+
+∞∑
n=1

(ancn + bndn)

证明: 考虑极化恒等式：fg =

(
f + g

2

)2

−
(
f − g

2

)2

，然后对右边两部分单独

使用 Parseval 等式即可. □
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