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Chapter 1: 代数学拾遗

1.1 表示的概念

R 为环，V 为 R-模，群 G 在 R 上的线性表示为群同态

ρ : G→ GL(V )

当 V 是自由 R-模的时候可以把 GL(V ) 看成是 R 上的矩阵，其秩称为表示的 degree. 有时直接把

表示记为 V，称 V 为 representation module 或者 representation space(当 R 是域时).

令 F 是一个域，A 是一个 F-结合代数(可能非交换)，如果 A 作为 F-线性空间是有限维的，就
称 A 为有限维代数. 笔记中代数都默认有幺元.

给定任意的群 G 和环 R，可以构造 G 相对于 R 的 group algebra RG = R[G] 为以 G 中元素

为基的自由模，其上的乘法如下定义(∑
g∈G

agg

)
·

(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
k∈G

(∑
gh=k

agbh

)
k

若 V 是一个 G 在 R 上的表示，不难看出 V 可以被看成是一个 RG-模1，并且可以得到一一对

应的关系.

定理 1.1.1: 表示与模的对应

G 在 R 上的表示与 RG-模存在一个典范的一一对应关系.

证明: 任给 G 在 R 上的一个表示 V，我们知道 V 是一个 RG-模，作用为(∑
agg
)
v =

∑
ag(ρ(g)v)

反过来，任给一个 RG-模 V，可以给出一个 G 到 GL(V ) 的同态：

g 7→ (v 7→ gv)

容易验证互逆，故双射.

此后将把表示和 RG-模混为一谈，从模的观点看会得到许多有益的性质.

1若非指出，默认为左模.
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CHAPTER 1. 代数学拾遗 2

任给一环 A，可将 A视为左 A-模，为了强调其模结构，将其记为 AA. 取 A = RG时得到的左

RG-模对应的表示称为 regular representation. 正则表示可以帮助我们判断是否半单，见后文.

给定表示 V，我们称 V 的一个 RG-子模为子表示，所谓 RG-子模就是在 G 作用下不变的子

模，当 R 为域的时候也称为 G-不变子空间.

定义表示的 equivalent 就是其对应模的同构，换句话说，表示之间的态射是一个满足共变条

件的模同态 f : V → W，所谓共变条件为下图交换

V W

V W

f

g g

f

即检查

f(gv) = gf(v)

这样的 f 也被称为缠结算子. 表示的直和定义为作为 RG-模的直和.

1.2 半单表示

首先要介绍著名的 Maschke 定理.

定理 1.2.1: Maschke

V 是有限群 G 在域 F 上的表示，其中 |G| 在 F 上可逆，则 V 是完全可约的.

证明: 其策略为酉化投影得到正交补，任给 V 的 G-不变子空间 W，取一个典范的 F-线性投影

π : V → W

其问题在于 π 未必是 FG-线性的，所以不能得到直和分解

V = W ⊕Ker π

为了得到分解，需要把 π 修改成 FG-线性的，并且保持其像空间为 W，令

π′ =
1

|G|
∑
g∈G

g ◦ π ◦ g−1 : V → V

验证 G-等变性：

π′(hv) =
1

|G|
∑
g∈G

g(π(g−1hv))

=
1

|G|
∑
g∈G

hh−1g(π(g−1hv)) = hπ′(v)

故 π′ 为 FG-线性，同时易见为 V 到 W 的投影，故得到直和分解

V = W ⊕Ker π′
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故知完全可约.

若代数 A 的模 V 没有非平凡的子模，则称 V 是 irreducible 或者 simple. 若 V 的任意子模

U 均存在补子模，即存在子模 W 使得

V = U ⊕W

则称 V 是 semisimple 或者 completely reducible.

易见所谓单模当且仅当被任意非零元生成，从而知道代数 A 的单模都形如 A/m，其中 m 是 A

的极大理想：若 V 为 A-单模，取 x ∈ V 为非零元，考虑态射

φ : A→ V, a 7→ ax

此为满态射，得到模同构

A/Kerφ ∼= V

若 Kerφ 非极大理想，则知存在包含 Kerφ 的极大理想对应着 V 的一个非平凡子模，与单模矛盾.

现在考虑 A 是域 F 上的有限维代数，要说明其单模同构类是有限的，注意到任何一个单模都
形如 A/m，其中 m 是极大理想，故知其为合成列

A ⊋ I ⊋ · · ·

的一个合成因子，由 Jordan-Holder 定理知道合成列的合成因子在同构意义下相同(可能顺序不同)，

故结合有限长度知道单模有限. 此外，知道单模满足

dimk V = dimk(A/m) ≤ dimk A <∞

从而有限维代数的单模都是有限维的.

1.3 半单代数的结构

定理 1.3.1: 完全可约模的刻画

A-模 V 是完全可约的当且仅当 V 是若干不可约 A-模的直和.

证明: 左推右是易见的，至于右推左，若 V 为不可约模的直和

V =
⊕

Vi

任取 V 的子模 U，考虑所有与 U 交为 {0}的子模构成的集合，利用 Zorn引理可见其有极大元 W，

若 W ⊕ U ⊊ V，则存在 x ∈ V \U ⊕W，设其为

x =
∑

xi, xi ∈ Vi

知有 xj 使得 xj ∈ V \U ⊕W，否则 x ∈ U ⊕W，故由 Vj 不可约知

(U ⊕W ) ∩ Vj = {0}
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知 W ⊕ Vj ∈ S 与极大元矛盾，得证.

对于任意的 A-模 U，可以定义其 socle，记为 Soc(U)，定义为 U 的所有子单模的和，这是 U

的唯一的最大半单子模，如若添加要求取出 U 的所有与单模 S 同构的子模的和，也是唯一的. 从而

知道如果

U = Sa11 ⊕ · · · ⊕ Sarr

为若干半单模的直和，其中 ai 为 Si 的直和重数，则 Si 的同构类完全由 U 决定.

定理 1.3.2: Schur’s Lemma

A 为幺环，S1 与 S2 为单 A-模，则若 S1 与 S2 不同构时均有 HomA(S1, S2) = 0，同构时有

HomA(S1, S2) ∼= EndA(S1) 是除环. 此外当 A 是代数闭域 k 上有限维代数时，有任意 S1 的自

同态都是数量积，即 EndA(S1) ∼= k.

证明: 第一个论断是显然的，对于第二个论断，任给 θ : S1 → S2，取一个特征值 λ，知道

θ − λI : S1 → S1

是一个不可逆的态射，从而 θ − λI = 0，即 θ = λI.

推论 1.3.3

G 是有限群，ρ 是 G 的不可约表示，若矩阵 M 满足与任意 ρ(g) 交换，则 M 是纯量矩阵.

证明: 因为与任意 ρ(g) 交换知道是 CG-模态射，故 C 上不可约表示的态射只能是纯量的.

引理 1.3.4

对任意幺环 A，有 EndA(AA) ∼= Aop.

证明是显然的，注意到对两个自同态 φ, ψ，有

(φ ◦ ψ)(1) = φ(ψ(1) · 1) = ψ(1)φ(1)

我们称一个环是 semisimple，如果其上的任何模都是半单的，从而我们由 Maschke 定理知道

若域 F 的特征不整除 |G|，则 FG 是半单环.

定理 1.3.5: 半单环的等价条件

A 是半单环当且仅当 AA 作为左 A-模是半单的.
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证明: 只需要证右推左，先说明有限生成 A-模都是半单的，设 v1, · · · , vn 是 M 的生成元，取 AA

的不可约分解为

AA = I1 ⊕ · · · ⊕ Ir

易见 Ii 为 A 的非零极小左理想，容易见到

φij : Ii → Iivj, a 7→ avj

为满射，结合 Ii 极小知道是单射，从而同构，知 Iivj 不可约，注意到

M =
∑
j

Avj =
∑
i

(
∑
i

Ii)vj =
∑
i,j

Iivj

故 M 为单模的和，从而半单.于是证明了有限生成的情况，现在对任意的模 M，考虑 M 的所有半

单子模，由 Zorn 引理知道存在极大元 N，若 N ̸= M，任取 x ∈ M −N，考虑由 x 生成的循环子

模 Ax. 因为 Ax 由单个元素生成，它显然是有限生成的 A-模. 根据前面的证明，Ax 是半单模. 此

时考虑子模 N +Ax. 由于 N 是半单模，Ax 也是半单模，而半单模的和依然是半单模，故 N +Ax

是半单的. 但由于 x /∈ N，我们有：

N ⊊ N + Ax

这与 N 是 M 中极大半单子模的假设相矛盾！因此，假设 N ̸= M 不成立，必定有 N = M . 这证

明了任意 A-模 M 都是半单的，从而 A 是半单环.

现在我们可以说明我们的主定理.

定理 1.3.6: Artin-Wedderburn

A 是 k 上有限维代数，满足任意有限维 A-模都是半单的，则 A 可以表达成一些除环上矩阵

代数的直和，特别地，若

AA ∼= Sn1
1 ⊕ · · · ⊕ Snr

r

其中 Si 是互不同构的单模，ni 为直和重数，则有

A ∼= Mn1(D1)⊕ · · · ⊕Mnr(Dr)

其中 Di = EndA(Si)
op，如果 k 是代数闭的，则 Di = k.

证明: 若有模直和分解

U = U1 ⊕ · · · ⊕ Ur

则 EndA(U) 可以看成是一个 r× r 的矩阵，其 i, j 元素为 HomA(Uj, Ui) 中的元素. 注意到若 i ̸= j，

则由 Schur 引理

HomA(S
nj

j , S
ni
i ) = 0

从而知道

EndA(AA) ∼= EndA(S
n1
1 )⊕ · · · ⊕ EndA(S

nr
r )
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并且有

EndA(S
ni
i ) = HomA(S

ni
i , S

ni
i ) ∼= Mni

(EndA(Si)) =Mni
(Dop

i )

结合 Mni
(Dop

i )op ∼= Mni
(Di)(这是一个自然同构，利用转置来构造)，所以有

A ∼= EndA(AA)
op ∼=

r⊕
i=1

Mni
(Dop

i )op ∼= Mn1(D1)⊕ · · · ⊕Mnr(Dr)

最后，若 k 代数闭，知道 Di = EndA(Si)
op = kop = k.

Remark 1.3.1

其逆定理也是成立的，即任何矩阵代数的有限直和，必然是一个半单代数. 此外，除环上的矩

阵代数被称为单代数，它的特点是除了零理想和它自身之外，没有其他的双边理想. 后面会说

明虽然模的分解同构可能不唯一，但作为 A 的子集，这些矩阵代数直和项是唯一确定的.

Remark 1.3.2

A 是 k 上有限维代数，若满足任意有限维 A-模都是半单的，这足以推出任意 A-模都是半单

的，即 A 是半单代数. 其原因在于 AA 是有限维的，从而半单，于是等价于 A 半单.

定理 1.3.7: Artin-Wedderburn 定理的逆定理

设 A 是一个代数，若 A 同构于有限个除环上的全矩阵环的直和，即

A ∼=
r⊕
i=1

Mni
(Di)

其中 Di 为除环，ni ≥ 1 为正整数，则 A 是一个半单代数.

证明: 要证 A 是半单的，即证 A 作为自身的左模可以分解为单子模的直和，由于 A =
r⊕
i=1

Ri(其

中 Ri = Mni
(Di))，且 A 对 Ri 的左乘作用完全通过投影到分量 Ri 来实现. 因此，Ri 作为左 A-模

的子模结构，与其作为左 Ri-模的子模结构完全相同.

故此，我们只需证明：任意单个全矩阵环 R =Mn(D) 作为自身的左 R-模是半单的，即可推导

出 A 是半单的左 A-模.

第第第一一一步步步：：：构构构造造造左左左理理理想想想(列列列空空空间间间切切切片片片)：对于 k = 1, 2, . . . , n，定义 R 的子集 Lk 如下：

Lk = {M ∈ R |M 的第 j 列全为 0,∀j ̸= k}

即 Lk 中的矩阵仅在第 k 列可能有非零元素. 对于任意 X ∈ R 和 Y ∈ Lk，根据矩阵乘法规则，积

XY 的第 j 列等于 X 乘以 Y 的第 j 列. 由于 Y 除第 k 列外全为 0，积 XY 也除第 k 列外全为 0.

因此 XY ∈ Lk，这说明 Lk 是 R 的一个左理想(即左子模).

第第第二二二步步步：：：证证证明明明矩矩矩阵阵阵环环环是是是列列列空空空间间间的的的直直直和和和：对于任意矩阵 M ∈ R，我们可以将其唯一地分解为 n

个矩阵之和：

M =M1 +M2 + · · ·+Mn
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其中 Mk ∈ Lk，且 Mk 的第 k 列与 M 的第 k 列完全相同. 因此，作为左 R-模，我们有如下的直和

分解：

R = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln

第第第三三三步步步：：：证证证明明明列列列空空空间间间是是是单单单模模模：接下来证明每个 Lk 都是单模. 作为左 R-模，Lk 同构于 D 上的

n 维列向量空间 Dn，且 R 在 Lk 上的左乘作用，等同于全矩阵环 Mn(D) 对列向量空间的自然作

用. 设 v ∈ Lk 是任意一个非零元素(对应一个非零列向量). 我们需要证明由 v 生成的循环子模 Rv

等于整个 Lk. 由于 D 是除环，在向量空间 Dn 中，只要向量 v ̸= 0，对于任意目标向量 w ∈ Dn，

总存在一个矩阵 X ∈ Mn(D) 使得 Xv = w. 这意味着 Rv = Lk. 因此，Lk 中除了 0 子模和其自身

外，不存在任何真子模，故 Lk 是单模.

综上所述，R = Mn(D) 可以被完全分解为 n 个单模 Lk 的直和，故 R 是半单代数. 由于原代

数 A 是有限个此类半单代数的直和，因此 A 必然也是半单代数，逆定理得证.

推论 1.3.8

令 A 是一个 k 上有限维半单代数，若有单模分解

AA = Sn1
1 ⊕ · · · ⊕ Snr

r

则 S1, · · · , Sr 为 A 的单子模的所有同构类，当 k 是代数闭的时候，我们有 ni = dimk Si，并

且

dimk A = n2
1 + · · ·n2

r

证明: 所有单模的同构类必定出现在该分解中，因为每个单模都可以表示为 AA 的同态像，因此

也必定是其中一个模 Si 的同态像. 当 k 是代数闭域时，由 Schur 引理可知，所有的除环 Di 都与 k

一致，且 EndA(S
ni
i ) ∼= Mni

(k). 由 Artin-Wedderburn定理给出的环分解 A =Mn1(k)⊕ · · ·⊕Mnr(k)

可直接得到

dimk A = n2
1 + · · ·+ n2

r

我们是通过将 A 与 End(AA)
op 等同起来从而获得这个分解的，这种等同方式是将元素 a ∈ A

视作自同态“右乘 a”. 由此我们可以看出，如果 i ̸= j，将 S
nj

j 中的元素右乘 Mni
(k) 中的元素，

结果为 0. 因此，Sni
i 是 A(在 A 的初始分解中)唯一包含能被 Mni

(k) 从右侧进行非零作用的元素的

直和项. 我们可以推断出，作为左 A-模，Mni
(k) ∼= Sni

i . 这是因为，左边的项同构于 A 模掉一个特

定的左子模所得的商模(该左子模由被直和项 Mni
(k) 通过右乘所零化的元素组成)，而右边的项则

是这个商模的一个像；并且，为了满足 dimk A =
∑
i

dimk S
ni
i ，它们必须是同构的. 因此

dimkMni
(k) = n2

i = dimk S
ni
i = ni dimSi

从而推得 dimSi = ni.

我们可以在群表示论的语境下重述一些结果.
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推论 1.3.9

G 是一个有限群，k 是一个域使得 |G| 可逆，则

(1) 作为环，kG 是除环上矩阵代数的直和.

(2) 若 k 是代数闭的，设 S1, · · · , Sr 为 kG 的完全同构类，令 di = dimk Si，则有

|G| = d21 + · · ·+ d2r

对于 Abel 群而言，我们有如下结果：

推论 1.3.10

设 G 是一个有限阿贝尔群，在一个使得 |G| 可逆的代数闭域 k 上，G 的每一个单表示的次数

都是 1，且非同构的单表示的数量等于 |G|. 特别地，我们可以推断出，每个有限阶且其阶数
与 k 的特征互素的可逆矩阵都是可对角化的.

证明: 我们知道群代数 kG 是半单的，又因为 kG 是一个交换环，从而不可约分解中出现的矩阵

直和项的阶必须全是 1，且其中出现的除环也必须是交换的. 事实上，既然我们假设了 k 是代数闭

域，这些除环就必须全都是 k. 这意味着不可约表示的次数全都是 1，因此它们的数量必定是 |G|，
因为

|G| = d21 + · · · d2r = r

一个有限阶矩阵在它所作用的向量空间上，给出了一个由它所生成的循环群的表示；并且，由

于该群的阶数是可逆的，这个表示是半单的. 由我们刚才所证明的结论可知，它是 1 维空间的直和.

只要选取这些 1 维空间中的向量作为基向量，该矩阵即为对角矩阵.

1.4 双陪集

给定群 G 的子群 H 与 K，我们可以对每个 g ∈ G 定义 (H,K)-double coset

HgK := {hgk | h ∈ H, k ∈ K}

若 Ω是一个左 G-集，即 G在其上有群作用，我们使用 G\Ω来表示群 G在 Ω上作用的轨道集，令

[G\Ω] 为一个轨道代表元集. 同理如果 Ω 是一个右 G-集，我们令 Ω/G 与 [Ω/G] 为对应的轨道集和

轨道代表元集. 若 Ω 是一个可递的 G-集，对任意的 ω ∈ Ω 都有

Ω ∼= G/ StabG(ω)

作为集合同构.
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定理 1.4.1: 双陪集分解

设 H,K ≤ G，则

(1) 每个 (H,K)-双陪集是 H 的右陪集的不相交并，也是 K 的左陪集的不相交并.

(2) 任意两个 (H,K)-双陪集要么相同，要么不相交. (H,K)-双陪集构成 G 的一个划分.

(3) (H,K)-双陪集的集合与轨道 H\(G/K) 之间存在双射，也与轨道 (H\G)/K 之间存在双
射，对应映射为

HgK 7→ H(gK) ∈ H\(G/K)

HgK 7→ (Hg)K ∈ (H\G)/K.

在接下来的结果中，我们区分左共轭和右共轭：gx = gxg−1 和 xg = g−1xg. 之后我们将记

cg(x) =
gx，使得 cg : H → gH 是由 g 进行左共轭的同态，且 cg−1(x) = xg.

定理 1.4.2

设 H,K 是 G 的子群，g ∈ G 是一个元素. 我们有如下同构

HgK/K ∼= H/(H ∩ gK) 作为左 H-集

以及

H\HgK ∼= (Hg ∩K)\K 作为右 K-集.

因此，双陪集 HgK 是 |H : H ∩ gK| 个左 K-陪集的并，也是 |K : Hg ∩K| 个右 H-陪集的

并. 我们有

|G : K| =
∑

g∈[H\G/K]

|H : H ∩ gK|

以及

|G : H| =
∑

g∈[H\G/K]

|K : Hg ∩K|

证明: HgK 是左 K-陪集的一个 H-轨道的并. 其中一个陪集在 H 中的稳定子为

StabH(gK) = {h ∈ H | hgK = gK}
= {h ∈ H | hgK = K}
= {h ∈ H | hg ∈ K}
= H ∩ gK

因此，HgK/K ∼= H/(H ∩ gK) 作为左 H-集，且 HgK 中左 K-陪集的个数等于 |H : H ∩ gK|. 将所
有双陪集上的这些数求和，我们得到左 K-陪集的总数 |G : K|. 关于右 H-陪集的论证是类似的.
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1.5 Hopf 代数



Chapter 2: 有限群的表示

2.1 特征标

G 是有限群，考虑 ρ : G→ GL(V ) 是 G 的有限维表示，我们定义 ρ 的 character χ 为

χ : G→ C, g 7→ tr(ρ(g))

称 χ 的 degree 为 dimV，有

χ(1) = dimV

我们称表示 ρ与 V afford特征标 χ，我们为了强调表示的对应关系，有时也把 χ记为 χρ 或者 χV .

很显然，由于 trace 是类函数，即对于相似的矩阵取值一致，我们可以知道 χ 是 G 上的class

function，即在同一个元素的共轭类上取值一致，我们不加证明地罗列特征标的一些简单性质如

下：

命题 2.1.1: 特征标的性质

令 χ 为 C 上 G 的表示 ρ 的特征标，对 g, h ∈ G，有

(1) χ(1) = dimC ρ = dimC V .

(2) 若 g 的阶为 n，则 χ(g) 是 n 次单位根的和.

(3) |χ(g)| ≤ χ(1)，取等当且仅当 ρ(g) 是一个纯量乘法.

(4) χ(g) = χ(1) 当且仅当 ρ(g) = 1，即 g ∈ Ker ρ.

(5) χ(g−1) = χ(g).

(6) χ(hgh−1) = χ(g).

(7) 若 V 与 W 作为 CG-模同构，则作为 G 上的函数 χV = χW .

唯一需要解释一下的可能就是 (4)，因为 ρ(g) 可对角化，所以若特征值的和为 χ(1) 当且仅当

特征值全是 1，也当且仅当是单位矩阵.

要了解一个特征标在 G 上的取值，只需要对 G 的同构类的代表元考虑即可，而 G 的 charac-

ter table 就刻画了这些信息.

11
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特征标表有 m 列，其中 m 是 G 的共轭类的个数，有 n 行，其中 n 是 G 的所有互不同构的不

可约表示的个数. 如下图是 S3 的特征标表，我们将会在后面展示其妙处.

g () (12) (123)

|CG(g)| 6 2 3

χ1 1 1 1

χsign 1 −1 1

χ2 2 0 −1

2.2 表示的构造

我们可以从已有表示来构造新的表示，表示的构造实际上是 RG-模的构造，首先看到的是表示

的直和，即若 V,W 是 G 的两个表示，我们可以考虑其直和

V ⊕W

定义 kG-作用为

rg(v ⊕ w) = r · (gv)⊕ (gw)

此外可以构造表示的张量积 V ⊗RW，定义作用为

rg(v ⊗R w) = r · (gv)⊗R (gw)

还有一类非常重要的构造是 hom构造，即考虑 HomR(V,W )，我们需要在其上定义一个作用，即对

f : V → W，我们需要定义 g · f 如下

(g · f)(v) = gf(g−1v)

如此定义是为了让缠结算子对应 HomR(V,W ) 的不动点，即若 f 是缠结算子，则有

f(gv) = gf(v) ⇐⇒ g−1f(gv) = f(v) = (g−1f)(v)

当 W = R 时，G 在 R 上的作用是平凡作用，我们在 HomR(V,R) 上定义的作用为

(gf)(v) = f(g−1v)

我们将 HomR(V,R) 记为 V ∗，称为 V 的 dual representation.

命题 2.2.1

M,N 为 G 在环 R 上的表示，M 或者 N 其中一个是有限秩的自由 R-模，则我们有 RG-模

同构

HomR(M,N) ∼= M∗ ⊗R N
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证明: 直接给出同构：
α : M∗ ⊗R N → HomR(M,N)

φ⊗ v 7→ (u 7→ φ(u)v)

可以对 M 或者 N 是有限秩自由模的情况讨论，然后证明确实是同构.

定理 2.2.2

V,W 为 G 在特征零的域 k 上的有限维表示，则

(1) V ⊕W 的特征标为 χV + χW .

(2) V ⊗k W 的特征标为 χV · χW .

(3) V ∗ 的特征标为 χV ∗(g) = χV (g
−1) = χV (g).

(4) Homk(V,W ) 的特征标为 χV ∗ · χW .

证明: (1) 我们有

χV⊕W (g) = tr(ρV (g)⊕ ρW (g)) = tr(ρV (g)) + tr(ρW (g)) = χV (g) + χW (g)

(2) 我们有

χV⊗kW (g) = tr(ρV (g)⊗ ρW (g)) = tr(ρV (g)) · tr(ρW (g)) = χV · χW

(3) 我们需要弄清楚 g 在 V ∗ 上的作用，即

(gf)(v) = f(ρ(g)−1v)

取 ρ(g) 的特征向量 v1, · · · , vn，有
ρ(g)vi = λivi

取 vi 的对偶基 v∗1, · · · , v∗n，则有

ρ∗(g)(v∗i )(v) = v∗i (ρ(g)
−1v)

设

v =
∑

aivi

则有

ρ(g)−1(
∑

aivi) =
∑

aiλ
−1
i vi

所以

v∗i (ρ(g)
−1v) = v∗i

(∑
aiλ

−1
i vi

)
= aiλ

−1
i = λ−1

i v∗i (v)
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故知 ρ∗(g) 的特征值为 λ−1
i ，从而

χV ∗(g) = tr(ρ∗(g)) =
∑

λ−1
i = tr(ρ(g)−1) = χV (g

−1)

(4) 注意到 Homk(V,W ) ∼= V ∗ ⊗k W，则由 (3) 立刻得到.

在 V ⊗R V 中，我们可以构造对称张量空间

S2(V ) = ⟨v1 ⊗ v2 + v2 ⊗ v1⟩

为对称张量张成的线性空间，同理有反对称张量空间

Λ2(V ) = ⟨v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1⟩

于是我们得到

V ⊗ V = S2(V )⊕ Λ2(V )

2.3 特征标的正交关系

对 RG-模 V，我们定义

V G = {v ∈ V : gv = v ∀g ∈ G}

引理 2.3.1

在任意环 R 上，有 HomR(V,W )G = HomRG(V,W ).

这就是我们之前定义 G 在 HomR(V,W ) 上作用的用意，由定义是立刻得到的.

引理 2.3.2

V 是一个 RG-模，其中 R 是一个环使得 |G| 是可逆元，则

π :=
1

|G|
∑
g∈G

g : V → V G

是一个 RG-模的投影映射，特别地，V G 是 V 的一个 RG-模直和项. 当 R 是特征零的域 k

时，有

tr

(
1

|G|
∑
g∈G

g

)
= dimk V

G

证明: 容易验证

π(hv) = π(v) = hπ(v)

所以 π 自然是一个 RG-模态射，并且很显然在 V G 上是 id，把 V 中元素映入 V G 中，所以还有

π2 = π ⇐⇒ π(id− π) = 0
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所以可以造出以 V G 为直和项的直和分解. 最后，由于投影映射的 trace 就是像空间的维数，所以

得到最后的式子.

我们可以通过逐点定义加法与乘法运算来将 G 上的类函数视为一个 C-代数. 我们记 cc(G) 为

G 的共轭类，把 G 上的类函数记为 Ccc(G). 若 | cc(G)| = n，则我们知道

Ccc(G) ∼= Cn

这是一个 C-代数同构，由 Artin-Wedderburn 定理的逆定理知道 Cn 是半单代数，即 Ccc(G) 是半单

代数.

我们可以利用 Cn 的 Hermitian form 来定义类函数的内积为：

⟨χ, ψ⟩ := 1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g) =
∑

g∈cc(G)

1

|CG(g)|
χ(g)ψ(g)

其中 CG(g) 是 g 的中心化子，也是 g 在共轭作用下的迷向子群，我们有

Cl(g) =
|G|

|CG(g)|

其中 Cl(g) 是 g 所在的共轭类.

由定义，我们也有

⟨χφ, ψ⟩ = ⟨χ, φ∗ψ⟩

其中 φ∗(g) = φ(g) 是由复共轭定义的类函数. 若 χ, ψ 是特征标，则我们注意到 ψ∗ 是对偶表示的特

征标，这与我们之前计算的对偶表示特征标定义是一致的.

在特征标的情况下，我们有

⟨χ, ψ⟩ =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g−1)ψ(g)

=
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g−1)

= ⟨ψ, χ⟩

从而我们得到

⟨χ, ψ⟩ = ⟨ψ, χ⟩ = ⟨χ, ψ⟩

故特征标的 Hermite 型是实数.

定理 2.3.3: 行正交关系

G 是有限群，V,W 是 G 的单复表示，则

⟨χV , χW ⟩ =

1 V ∼= W

0 otherwise
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证明: 注意到 HomC(V,W ) 的特征标就是 χV · χW，则我们有

dimCHomCG(V,W ) = dimC HomC(V,W )G

= tr

(
1

|G|
∑
g∈G

g

)
=

1

|G|
∑
g∈G

χHomC(V,W )(g)

=
1

|G|
∑
g∈G

χV (g)χW (g)

= ⟨χV , χW ⟩

Schur 引理告诉我们同构是 1 不同构是 0.

Remark 2.3.1

其行正交表示在内积意义下特征标表中不同的两行是相互正交的. 所以可以将其视为一组正交

基来刻画任何一个表示的特征标.

我们利用行正交关系立刻得到.

推论 2.3.4

令 V 是一个有限维 CG-模，则我们有分解

V = Sn1
1 ⊕ · · · ⊕ Snr

r

其中 S1, · · · , Sr 为互不同构的单模，我们有

ni = ⟨χV , χSi
⟩

特别地，ni 被 V 唯一决定.

推论 2.3.5

对有限维复表示 V 与 W，有 V ∼= W 当且仅当 χV = χW .

证明: 左推右显然，反之若 χV = χW，可见 V 与 W 的单模分解成分相同，故同构.

利用特征标我们也可以判断一个模是不是单模.

推论 2.3.6

χ 为复表示 V 的特征，则 ⟨χ, χ⟩ 是一个正整数，当且仅当 V 是单模的时候等于 1.

证明: 设

V = Sn1
1 ⊕ · · · ⊕ Snr

r



CHAPTER 2. 有限群的表示 17

则我们知道

⟨χ, χ⟩ =
r∑
i=1

n2
i

为一个正整数，并且当且仅当只有唯一单模成分的时候等于 1.

考虑 G 在 CG 上的正则表示，令 χCG 为正则表示的特征.

引理 2.3.7

有

χCG(g) =

|G|, g = 1

0, otherwise

证明: 对 g ∈ G 为在基 G 上的置换，其矩阵为置换矩阵，若 g ̸= 1，我们知道没有任何基被保持

不动，所以对角线上全是 0，故得证.

推论 2.3.8

令 χ1, · · · , χr 为 G 的所有单复表示特征，其中 d1, · · · , dr 为其次数，则

⟨χCG, χi⟩ = di

因此

(1)
r∑
i=1

d2i = |G|.

(2) 对 g ̸= 1，有
r∑
i=1

diχi(g) = 0.

证明: 很显然有

⟨χCG, χi⟩ =
1

|G|
|G|χi(1) = di

因此有

χCG = d1χ1 + · · ·+ drχr

取 g ̸= 1 就得到 (2).

2.4 单复特征的数量

我们令 Z(A) 表示环 A 的 center.
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引理 2.4.1

(1) 对任意的交换环 R，我们有

Z(Mn(R)) = {λI | λ ∈ R} ∼= R

(2) G 的单复特征的数量等于 dimC Z(CG).

证明: (1) 是线性代数的基本结论.

(2) Artin-Wedderburn 定理提供了 CG 的分解

CG ∼= Mn1(C)⊕ · · · ⊕Mnr(C)

则推论 1.3.8 告诉我们每一个 Mni
(C) 都对应了一个单模同构类，通过取中心知道每一个矩阵直和

因子都贡献了 Z(CG) 的一个维数.

引理 2.4.2

令 x1, · · · , xt 为 G 的共轭类的代表元，R 是一个环，令 xi ∈ RG 为 xi 所在共轭类元素的和.

则 Z(RG) 是自由 R-模，其基为 x1, · · · , xt.

证明: 注意到

gxi =
∑
y∼xi

gy =

(∑
y∼xi

gyg−1

)
g = xig

接着设
∑
g∈G

agg ∈ Z(RG). 下证若 g1 ∼ g2，则 ag1 = ag2 . 设 g2 = hg1h
−1. 在 h

(∑
g∈G

agg
)
h−1 中 g2 的

系数是 ag1，而在
∑
g∈G

agg 中 g2 的系数是 ag2 . 由于 G 的元素在 RG 中 R-线性无关，这两个系数必

须相等. 由此可见，Z(RG) 的每个元素都可以表示成若干 xi 的 R-线性组合.

最后，我们注意到各个 xi 在 R 上线性无关，因为每个 xi 都是若干群元素之和，其支集与其余

xj 的支集互不相交.

定理 2.4.3

G 是有限群，下面的数全部相等：

(1) G 的单复特征的数量.

(2) G 的单复表示同构类的数量.

(3) G 的共轭类的数量.
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证明: 单复特征数量等于单复表示同构类的数量，此外注意到单复特征的数量等于 dimC Z(CG)，
而后者的基的数量为 G 的共轭类的数量，故得证.

于是我们立刻看到 G 的特征标表是正方形的，即行列数量相同，并且 G 的单复表示构成了类

函数 Ccc(G) 的一组正交基.

我们现在不仅有特征标表的行正交，还有还有列正交关系.

推论 2.4.4: 列正交关系

令 X 为 G 的特征标表，将其视为一个矩阵，则有

XTX = C

其中

C =


|CG(x1)| 0 · · · 0

0 |CG(x2)| · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · |CG(xr)|


其中 xi 为 G 的同构类的代表元. 或者我们可以写成

r∑
i=1

χi(g)χi(h) =

|CG(h)|, g ∼ h

0, g ≁ h

证明: 注意到行正交关系本质上就是

XC−1XT = I

于是我们知道

XT = (XC−1)−1 = CX
−1

故

XTX = C

得证.

2.5 特征的代数性质

定理 2.5.1: 特征是代数整数

g ∈ G 为有限群 G 的一个元素，χ 为 G 的任意特征标，则 χ(g) 是一个代数整数.

证明: χ(g) 是单位根的和，从而是代数整数.
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命题 2.5.2

ZG 的中心 Z(ZG) 在 Z 上整. 因此若 x1, · · · , xr 为 G 的共轭类的代表元，xi ∈ ZG 为共轭

类中元素的和，λ1, · · · , λr ∈ C 为代数整数，则
r∑
i=1

λixi ∈ Z(CG) 在 Z 上整.

证明: ZG 的交换子环是 Z 上的有限代数，即作为模有限生成，所以其上的元素都是整的.

令 ρ1, · · · , ρr 为 G 的单表示，次数为 d1, · · · , dr，其特征分别为 χ1, · · · , χr. 则每个 ρi : G →
Mdi(C) 可以延拓为

ρi : CG =
⊕

Mdi(C) →Mdi(C)

即到第 i 个直和分量的投影.

命题 2.5.3

对于固定的 i，若 x ∈ Z(CG)，则 ρi(x) = λI，λ ∈ C. 事实上有

ρi(x) =
1

di
tr(ρi(x)) · I

令 x =
∑
g∈G

agg，则有

ρi(x) =
1

di

∑
g∈G

agχ(g) · I

证明: 由于 x 在中心，所以 ρi(x) 与任意矩阵 ρi(g) 交换. 知道 ρi(x) 是一个单模的 G-等变映射，

从而由 Schur 引理知为 λI，所以知道 λ =
1

di
tr(ρi(x)). 后续显然.

定理 2.5.4

单复表示的次数 di | |G|.

证明: 令 x =
∑
g∈G

χi(g
−1)g，很显然 x ∈ Z(CG)，则我们由上面的命题知道

ρi(x) =
1

di

∑
g∈G

χi(g
−1)χi(g) · I =

|G|
di
I

由于 x 在 Z 上整，而 OQ = Z，所以
|G|
di

∈ Z.
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2.6 幂等元与直和分解

定义 2.6.1: 幂等元

环 A 的元素 e 被称为是幂幂幂等等等元元元如果 e2 = e，称为是中中中心心心幂幂幂等等等元元元如果 e ∈ Z(A). 幂等元 e, f 被

称为是正正正交交交的的的如果 ef = fe = 0，幂等元 e 被称为是 primitive 的，如果 e = e1 + e2 为两个

正交幂等元的和则 e1 = 0 或 e2 = 0. 我们称 e 是 primitive central idempotent element

如果是本原的中心幂等元.

命题 2.6.2

A 是一个幺环，则

A = A1 ⊕ · · · ⊕ Ar

使得 Ai 为双边理想到直和分解与把幺元表示为正交中心幂等元之和的方式一一对应

1 = e1 + · · · er

对应方式为 Ai = Aei. 其中 Ai 作为环不能进行直和分解当且仅当 ei 是一个本原的中心幂等

元. 如果每个 Ai 都是作为环不可直和分解的，则 Ai 与对应的本原中心幂等元都是被唯一决

定的. 并且每一个中心幂等元都可以写成这些确定的本原中心幂等元的和.

证明: 证明很直接也很显然，略.

由命题可知不同的本原中心幂等元必然正交，确切地说，若 e, f ∈ A 是两个不同的本原中心幂

等元，则

ef = 0.

证明如下：由于 e, f 都是中心幂等元，所以 ef = fe，且

(ef)2 = e2f 2 = ef,

因此 ef 也是中心幂等元. 又因为

e = ef + e(1− f),

其中 ef 与 e(1− f) 都是中心幂等元，并且二者正交：

(ef) e(1− f) = e2f(1− f) = ef(1− f) = 0.

由于 e 是本原中心幂等元，它不能分解成两个非零正交中心幂等元之和，因此只能有

ef = 0 或 ef = e.

同理，由

f = ef + (1− e)f,
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且 f 也是本原中心幂等元，只能有

ef = 0 或 ef = f.

若 ef ̸= 0，则必须同时有 ef = e 与 ef = f，从而 e = f，这与 e, f 不同矛盾. 故只能有

ef = 0.

需要注意的是，若去掉“中心”这一条件，上述结论一般不成立. 也就是说，不同的本原幂等

元未必正交. 例如在矩阵环 M2(k) 中，

e =

(
1 0

0 0

)
, f =

(
1 1

0 0

)
,

都有

e2 = e, f 2 = f,

但

ef =

(
1 1

0 0

)
= f ̸= 0.

因此，“不同的本原幂等元必正交” 只有在它们是中心幂等元时才成立.

根据命题，若

1 = e1 + · · ·+ er

是 A 中本原中心幂等元的分解，则对应地有环的直和分解

A = Ae1 ⊕ · · · ⊕ Aer,

其中每个 Aei 都是不可分解环. 这些本原中心幂等元 ei，以及与之对应的不可分解直和因子 Aei，

称为 block.

从直观上看，本原中心幂等元将整个环分割成若干彼此独立的部分，每一部分对应一个块；不

同块之间由于正交性而互不干扰.

当 A = CG 是有限群 G 的复群代数时，由 Maschke 定理与 Wedderburn 结构定理可知，

CG ∼=
⊕
i

Mni
(C).

因此 CG 分解为若干矩阵环的直和. 在这种情形下，每一个块就是其中一个矩阵环分量，而对应的

块幂等元正是在该分量中等于单位元、在其余分量中等于零的元素，即

ei = (0, . . . , 0, Ini
, 0, . . . , 0).

这些 ei 满足

e2i = ei, eiej = 0 (i ̸= j), 1 = e1 + · · ·+ er.
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进一步地，CG 的本原中心幂等元可以用不可约特征标显式写出. 若 χ ∈ Irr(G) 是 G 的一个不

可约复特征标，则对应的块幂等元为

eχ =
χ(1)

|G|
∑
g∈G

χ(g−1) g.

这些元素满足：

e2χ = eχ, eχeψ = 0 (χ ̸= ψ), 1 =
∑

χ∈Irr(G)

eχ.

因此有分解

CG =
⊕

χ∈Irr(G)

CGeχ.

本原中心幂等元与环的不可分解直和因子一一对应；这些对象称为块. 不同的本原中心幂等元

必然正交，而在复群代数 CG 中，它们正对应于 Wedderburn 分解中的各个矩阵环分量，并可由不

可约特征标公式显式给出. 现在证明 CG 的相关叙述.

定理 2.6.3

χ1, · · · , χr 为 G 的单表示，di 为其次数，则 CG 的本原中心幂等元为

χi(1)

|G|
∑
g∈G

χ(g−1)g

对应的 CG 不可分解直和项对应表示 ρi 使得特征为 χi.

证明: 设 ρi 是赋予不可约特征标 χi 的表示，则 ρi 诱导出一个代数同态

ρi : CG→Mdi(C),

它正是将 CG 作为若干矩阵环直和分解时投影到第 i 个矩阵直和项上的投影. 另一方面，对任意域

k，矩阵环 Mn(k) 作为环是不可分解的，事实上

Z(Mn(k)) ∼= k,

而域中的非零幂等元只有 1. 因此 Mn(k) 没有非平凡的中心幂等元，从而不能分解为两个非零双边

理想的直和. 于是，CG 作为矩阵环直和的分解，就是它分解为不可分解环直和项的唯一分解. 与这

些不可分解直和项对应的原始中心幂等元，正是各个直和项中的单位矩阵. 因此，它们恰好是那些

元素 ei ∈ CG，满足
ρi(ei) = I, ρj(ei) = 0 (i ̸= j).

下面验证定理中给出的元素确实满足这一性质. 计算得

ρj

(
di
|G|

∑
g∈G

χi(g
−1)g

)
=

di
|G|

∑
g∈G

χi(g
−1)ρj(g).
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由于 ρj 投影到第 j 个矩阵直和项，而该项中的中心元必为标量矩阵，上式可写为

ρj

(
di
|G|

∑
g∈G

χi(g
−1)g

)
=

di
|G|dj

∑
g∈G

χi(g
−1)χj(g) · I.

再利用特征标内积的定义，

⟨χi, χj⟩ =
1

|G|
∑
g∈G

χi(g
−1)χj(g),

得到

ρj

(
di
|G|

∑
g∈G

χi(g
−1)g

)
=
di
dj
⟨χi, χj⟩ · I.

由不可约特征标的正交关系，

⟨χi, χj⟩ = δi,j,

于是

ρj

(
di
|G|

∑
g∈G

χi(g
−1)g

)
=
di
dj
δi,j · I = δi,j · I.

这里最后一步是因为当 i = j 时有
di
dj

= 1，而当 i ̸= j 时 δi,j = 0. 因此，定理陈述中给出的元素确

实在第 i 个矩阵直和项上投影为单位矩阵，在其余各项上投影为零矩阵. 故它们正是 CG 的原始中
心幂等元.

2.7 Burnside 定理

定理 2.7.1: Burnside’s paqb Theorem

G 是一个群，|G| = paqb，其中 p, q 为素数，则 G 可解.

证明: 用反证法. 设结论不成立，并在所有不可解且阶为 paqb 的群中，取一个阶最小的群 G.

第第第 1 步步步：：：G 是是是非非非交交交换换换单单单群群群，，，且且且其其其阶阶阶不不不是是是素素素数数数幂幂幂.

若 G 是交换群，则 G 可解；若 |G| 是素数幂，则 G 是 p-群，从而可解，这都与假设矛盾.

又若 G 有非平凡正规子群 N，则 N 与 G/N 的阶都仍为 paqb 形，并且都比 G 小. 由 G 的极

小性，N 与 G/N 都可解，于是 G 也可解，矛盾.

故 G 必为单群；又它既不可解，也就不可能是交换群. 因此 G 是非交换单群，且 |G| 不是素
数幂.

第第第 2 步步步：：：存存存在在在元元元素素素 g ∈ G，，，其其其共共共轭轭轭类类类大大大小小小为为为 qd，，，其其其中中中 d > 0.

取 P 为 G 的一个 Sylow p-子群. 由于 |G| 不是素数幂，所以 P ̸= G. 又 P 是 p-群，故中心

Z(P ) 非平凡. 取

1 ̸= g ∈ Z(P ).
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因为 g 与 P 中每个元素交换，故

P ⊆ CG(g).

于是

|G : CG(g)|

整除 |G : P |，因而是 q 的幂. 记

|G : CG(g)| = qd.

由于 g ̸= 1 且 G 为单群，g 不可能在中心中，所以其共轭类不是单点，从而 d > 0. 注意到

|G : CG(g)|

正是 g 的共轭类大小.

第第第 3 步步步：：：存存存在在在一一一个个个非非非平平平凡凡凡不不不可可可约约约特特特征征征标标标 χ，，，使使使得得得 q ∤ χ(1) 且且且 χ(g) ̸= 0.

反设：只要 χ ̸= 1 且 q ∤ χ(1)，就有 χ(g) = 0.

设 R 为 C 中代数整数所成的环. 考虑特征标表中单位元所在列与 g 所在列的正交关系：

1 +
∑
χ ̸=1

χ(1)χ(g) = 0.

根据反设，凡是满足 χ(g) ̸= 0 的非平凡不可约特征标 χ，必有 q | χ(1). 因此上式左边除 1 之外的

每一项都属于 qR，于是

1 ∈ qR.

这说明

q−1 ∈ R.

但 q−1 ∈ Q，而一个有理代数整数必为整数，所以 q−1 ∈ Z，矛盾.

故存在某个非平凡不可约特征标 χ，满足

q ∤ χ(1), χ(g) ̸= 0.

第第第 4 步步步：：：证证证明明明
qdχ(g)

χ(1)
是是是代代代数数数整整整数数数.

设

g =
∑
h∼g

h ∈ CG,

其中求和遍及 g 的所有共轭元. 由于 g 是共轭类和，故

g ∈ Z(CG).

设 ρ 是赋予特征标 χ 的表示. 由中心元在不可约表示下作用为标量矩阵可知，

ρ(g) =
1

χ(1)

∑
h∼g

χ(h) · I.
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由于共轭元具有相同特征标值，而 g 的共轭类大小为 qd，得

ρ(g) =
qdχ(g)

χ(1)
· I.

另一方面，g ∈ ZG，故 ρ(g) 整于 ρ(Z) = Z · I. 因此其标量

qdχ(g)

χ(1)

是代数整数.

第第第 5 步步步：：：推推推出出出
χ(g)

χ(1)
是是是代代代数数数整整整数数数.

因为 q ∤ χ(1)，所以存在整数 λ, µ，使得

λqd + µχ(1) = 1.

于是
χ(g)

χ(1)
= λ

qdχ(g)

χ(1)
+ µχ(g).

右边第一项由第 4 步知是代数整数，第二项 χ(g) 也是代数整数，因此

χ(g)

χ(1)

是代数整数.

第第第 6 步步步：：：证证证明明明 |χ(g)| = χ(1).

设

ζ =
χ(g)

χ(1)
.

由第 5 步，ζ 是代数整数. 设 ζ 的所有代数共轭为 ζ1, . . . , ζn. 它们也都是代数整数，因此其范数

N(ζ) = ζ1 · · · ζn

也是代数整数. 另一方面，N(ζ) 是 ζ 的极小多项式常数项的符号差，因此是有理数. 由于有理代数

整数必为整数，故

N(ζ) ∈ Z.

又 χ(g) ̸= 0，所以 ζ ̸= 0，从而

N(ζ) ̸= 0.

现在考察 χ(g). 因为 ρ(g) 有有限阶，所以它的全部特征值都是单位根. 设这些特征值为

λ1, . . . , λχ(1),

则

χ(g) = λ1 + · · ·+ λχ(1).
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由三角不等式，

|χ(g)| ≤ χ(1),

故

|ζ| ≤ 1.

同理，对 ζ 的每个代数共轭也有绝对值不超过 1. 于是

|N(ζ)| ≤ 1.

但 N(ζ) 是非零整数，所以只能有

|N(ζ)| = 1.

这迫使每个共轭都满足绝对值恰等于 1，特别地

|ζ| = 1.

因此 ∣∣∣∣χ(g)χ(1)

∣∣∣∣ = 1,

即

|χ(g)| = χ(1).

第第第 7 步步步：：：导导导出出出矛矛矛盾盾盾.

定义子集

H = {h ∈ G | |χ(h)| = χ(1) }.

我们先说明 H 是正规子群.

设 ρ(h) 的特征值为 λ1, . . . , λχ(1)，它们都是单位根，于是

χ(h) = λ1 + · · ·+ λχ(1).

因为每个 λi 的模都为 1，所以

|χ(h)| = χ(1)

当且仅当所有 λi 都相等. 也就是说，这当且仅当 ρ(h) 是某个标量矩阵. 于是

H = {h ∈ G | ρ(h) 是标量矩阵 }.

显然这对乘法、逆元与共轭都封闭，因此 H 是正规子群.

又因为标量矩阵彼此交换，所以

H/Ker ρ

是交换群.

由第 6 步知，g ∈ H，且 g ̸= 1，因此 H 非平凡. 由于 G 是单群，必有

H = G.
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于是对每个 h ∈ G，ρ(h) 都是标量矩阵，从而 ρ(G) 是交换群. 这说明

G/Ker ρ

是交换群.

但 χ 是非平凡不可约特征标，所以 ρ 不是平凡表示，故

Ker ρ ̸= G.

而 G 是单群，所以只能有

Ker ρ = 1.

于是

G ∼= G/Ker ρ

是交换群. 这与第 1 步中 G 非交换矛盾.

矛盾表明最初假设不成立. 因此任意阶为 paqb 的有限群都是可解群.

2.8 循环群与直积

命题 2.8.1: 循环群的特征群

令 G 是一个 n 阶循环群，令 ξn ∈ C 为一个本原的 n-次单位根，则 G 的单复特征为

χr(x
s) = ξrsn

其中 0 ≤ r ≤ n− 1.

证明: 证明是显然的，首先如上构造的都是一维表示，所以肯定是单表示，此外数量与 G 的共轭

类数量相同，所以自然就是全部的单表示.

考虑群 G1, G2 的表示 ρ1 : G1 → GL(V1) 与 ρ2 : G2 → GL(V2)，我们可以定义 G1 × G2 在

V1 ⊗R V2 上的作用

(g1, g2)(v1 ⊗ v2) = g1v1 ⊗ g2v2

当 R 是域的时候，我们可以选择 V1, V2 的基，则 (g1, g2) 的作用实际上为矩阵 ρ1(g1)⊗ ρ2(g2) 的作

用，从而当 R = C 时我们有
χV1⊗V2(g1, g2) = χV1(g1)χV2(g2)

定理 2.8.2: 直积的单特征

令 V1, · · · , Vm 与 W1, · · · ,Wn 为 G1 与 G2 的所有单复表示. 则 Vi ⊗Wj 为 G1 × G2 的所有

单复表示.
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证明: 注意到

⟨χVi⊗Wj
, χVi⊗Wj

⟩ =
1

|G1||G2|
∑

g1∈G1,g2∈G2

χVi⊗Wj
(g1, g2)χVi⊗Wj

(g1, g2)

=
1

|G1||G2|
∑

g1∈G1,g2∈G2

χVi(g1)χVi(g1)χVj(g2)χVj(g2)

= ⟨χVi , χVi⟩⟨χWj
, χWj

⟩
= 1

所以 χVi⊗Wj
是单表示，现在注意到 dimVi ⊗Wj = dimVi · dimWj，所以有

m∑
i=1

n∑
j=1

(dimVi ⊗Wj)
2 =

m∑
i=1

n∑
j=1

(dimVi · dimWj)
2 =

m∑
i=1

d2i ·
n∑
j=1

e2j = |G1||G2| = |G1 ×G2|

因此这就是所有了.

推论 2.8.3: 直积群的特征标表

G1 ×G2 的特征标表为 G1 与 G2 的特征标表的张量积.

定义 2.8.4: 特征群

考虑交换群 G，对 G 的任意两个特征 φ, ψ，我们可以定义

(φ · ψ)(g) = φ(g)ψ(g)

从而其特征构成一个交换群，记为 Ĝ.

由前面的定义我们立刻知道

命题 2.8.5: 循环群的特征群

G 是 n-阶有限循环群，则

G ∼= Z/nZ ∼= Ĝ

现在由有限交换群的分解知道任何一个有限交换群都是有限循环群的直积，所以立刻得到下面

的定理：

定理 2.8.6: 有限交换群

设 G 是一个有限交换群，则 G ∼= Ĝ.

证明: 注意到 G的循环直积因子的单特征的积是 G的单特征，通过数量比较可以看到恰好就是这

些. 再注意到 G 的特征是一维复表示，而一维复表示的特征就是本身，并且一维表示都是单表示，

所以 Ĝ 本质上就由所有单复表示构成. 综上得证.



CHAPTER 2. 有限群的表示 30

于是可以得到：

定理 2.8.7: 有限交换群的刻画

对于有限群 G，TFAE：

(1) G 是交换群.

(2) G 的单复表示都是 1 维的.

2.9 商群表示的拉回

考虑一个群同态 f : G→ H，我们可以从 H 的表示得到 G 上的表示，即给定

ρ : H → GL(V )

则有

ρ ◦ f : G→ GL(V )

我们称这个 G 上的表示为 H 表示的拉回或者提升或者 inflation.

命题 2.9.1: 商群的不可约拉回表示

G 是有限群，N ◁G，则若 χ 是 G/N 的一个不可约表示，则其拉回 χ̃ 是 G 的不可约表示.

证明: 注意到 χ̃(g) = χ(gN)，所以有

⟨χ̃, χ̃⟩ = 1

|G|
∑
g∈G

χ̃(g)χ̃(g) =
|N |
|G|

∑
gN∈G/N

χ(gN)χ(gN) = 1

所以是不可约的.

命题 2.9.2

有限群 G 在任何域 k 上的一维表示都是 G/G′ 一维表示的拉回.

证明: 由于一维表示 ρ 的值域是交换群，所以肯定有

G′ = [G,G] ⊂ Ker ρ

所以立刻得到 ρ : G/G′ → GL(1, k)，反之亦然.
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2.10 诱导与限制

现在我们来考虑如何从子群的表示来构造群的表示. 令 H 是 G的一个子群，V 是一个 RH-模，

我们定义一个 RG-模

V ↑GH= RG⊗RH V

上面 RG 为 (RG,RH)-双模，其作用为

x ·

(∑
g∈G

agg ⊗ v

)
=

(
x
∑
g∈G

agg

)
⊗ v

其中 x, g ∈ G, ag ∈ R, v ∈ V . 我们称 V induced from H to G，并且称 V ↑GH 为 induced module.

算子 ↑GH 被称为 induction.

Example 2.10.1

我们立刻有 R ↑G1 ∼= RG⊗R R ∼= RG.

命题 2.10.1: 诱导模的结构

令 H 为 G 的一个子群，令 V 为一个 RH-模，令 g1H, · · · , g|G/H|H 为左陪集 G/H 的全部

元素，则

V ↑GH=
|G/H|⊕
i=1

gi ⊗ V

为模的直和分解，每一个 gi ⊗ V 作为 R-模同构于 V，在此意义下 V 是自由 R-模，有

rankR(V ↑GH) = |G/H| rankR V

若 x ∈ G，则 x(gi⊗V ) = gj⊗V，其中存在 h ∈ H 使得 xgi = gjh. 因此 R-子模 gi⊗V ⊂ V ↑GH
在 G 的作用下为置换作用. 这个作用是可递的，并且如果 g1 ∈ H，则 StabG(g1 ⊗ V ) = H.

证明: 我们知道有右 RH-模同构：

RGRH =

|G/H|⊕
i=1

giRH ∼= RH |G/H|

现在

RG⊗RH V =

|G/H|⊕
i=1

giRH

⊗RH V

=

|G/H|⊕
i=1

(giRH ⊗RH V )

=

|G/H|⊕
i=1

gi ⊗RH V

故得到第一个等式. 并且作为 R-模我们有 giRH ⊗RH V ∼= RH ⊗RH V ∼= V，所以得到秩关系. 后面

都是显然的.
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命题 2.10.2

令 M 是一个 RG-模，并且有一个 R-子模 V 使得 M 为 R-子模 {gV | g ∈ G} 的直和. 令

H = {g ∈ G | gV = V }. 则有 RG-模同构 M ∼= V ↑GH .

证明: 很显然可以看出来 V 是一个 RH-模，所以我们定义态射

RG⊗RH V →M, g ⊗ v 7→ gv

容易验证这是 RG-模同态，可以验证这就是同构.

命题 2.10.3

令 H 为 G 的一个子群，V 为一个 CH-模，特征为 χ，则 V ↑GH 的特征为

χ ↑GH (g) =
1

|H|
∑

t∈G,t−1gt∈H

χ(t−1gt) =
∑

t∈[G/H],t−1gt∈H

χ(t−1gt)

证明: 利用向量空间分解

V ↑GH=
|G/H|⊕
i=1

gi ⊗ V

我们得到 g 在 V ↑GH 上的迹等于 g 在那些在 g 作用下不变的空间 t ⊗ V 上的迹的总和，其中

t ∈ [G/H]. 这是因为如果 t⊗ V 在 g 的作用下不能保持不变，那么在 g 的分块矩阵分解中，我们对

应位置的对角线上将会得到一个零矩阵. 因此，我们只能从满足 gt⊗ V = t⊗ V 的子空间 t⊗ V 中

获得非零的贡献. 这种情况发生当且仅当 t−1gt⊗ V = 1⊗ V，也就是 t−1gt ∈ H. 我们有

χ ↑GH (g) =
∑

t∈[G/H]
t−1gt∈H

tr(g|t⊗V )

现在 g 作用在 t⊗ V 上的方式为

g(t⊗ v) = t(t−1gt)⊗ v = t⊗ (t−1gt)v

因此 g 在该空间上的迹为 χ(t−1gt). 将此结果与上一个表达式结合即得证.

从大群 G 到子群 H 的限制是显然的，就是单纯的限制，作用没有任何区别，为了强调其限制

结构，我会记为 W ↓GH . 限制与诱导的结构可以推广到一半的环扩张以及模上，比如给定环同态
A→ B，可以将 B-模限制成 A-模，而 A-模同样可以利用张量积扩张成 B-模.

我们还有所谓的 coinduction 构造，即给定一个 A-模 V，我们可以利用态射空间

HomA(B, V )
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来得到一个 B-模结构，作用为

(bf)(−) := f(− · b)

可以证明对于有限群而言，诱导和余诱导是同构的. 即

RG⊗RH V ∼= HomRH(RG, V )

于是有

Ind(V ) ∼= Coind(V ) =⇒ χIndV = χCoindV

我们在交换代数中有如下结论：

定理 2.10.4: Tensor-Hom 伴随

A→ B 为环同态，V 是一个 A-模而 W 是一个 B-模. 则我们有

(1) 诱导-限制伴随：HomB(B ⊗A V,W ) ∼= HomA(V,W ↓BA).

(2) 限制-余诱导伴随：HomA(W ↓BA, V ) ∼= HomB(W,HomA(B, V )).

(3) 诱导的传递性：给定 B → C，则 C ⊗B (B ⊗A V ) ∼= C ⊗A V .

Remark 2.10.1

事实上前两个伴随为下面的特殊情况，任给两个环 A,B(不要求他们之间有环同态)，考虑一

个 (A,B)-双模 T，则有自然同构

HomA(T ⊗B W,V ) ∼= HomB(W,HomA(T, V ))

注意 B 是一个 (A,B)-双模 ABB，所以注意到

HomA(W ↓BA, V ) ∼= HomA(ABB ⊗B W,V ) ∼= HomB(W,HomA(B, V ))

此即限制-余诱导伴随，若考虑 B 是一个 (B,A)-双模 BBA，把上面同构的 A,B 位置互换一下

有

HomB(T ⊗A V,W ) ∼= HomA(V,HomB(T,W ))

令 T 为 B 即

HomB(B ⊗A V,W ) ∼= HomA(V,HomB(B,W )) ∼= HomA(V,W ↓BA)

令 V 是 H 的一个表示，特征为 χ，W 是 G 的表示，特征为 ψ，用 χ ↑GH 与 ψ ↓GH 来表示诱导
与限制特征.
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定理 2.10.5: Frobenius 互反律

令 H < G 为 G 的子群，χ 为 H 的一个复特征，ψ 为 G 的一个复特征，则有 Frobenius 互

反律：

HomRG(V ↑GH ,W ) ∼= HomRH(V,W ↓GH), HomRH(W ↓BA, V ) ∼= HomRG(W,HomRH(RG, V ))

或者写成

HomRG(Ind
G
H V,W ) ∼= HomRH(V,Res

G
HW ), HomRH(Res

G
H , V ) ∼= HomRG(W,Coind

G
H V )

从而有

⟨χ ↑GH , ψ⟩G = ⟨χ, ψ ↓GH⟩H = ⟨ψ ↓GH , χ⟩H = ⟨ψ, χ ↑GH⟩G

证明: 由 Schur 引理，我们知道

dimC HomCG(V1, V2) = ⟨χV1 , χV2⟩G

所以我们知道

⟨χ ↑GH , ψ⟩G = dimC HomCG(V ↑GH ,W ) = dimC HomCH(V,W ↓GH) = ⟨χ, ψ ↓GH⟩H

然后由于内积是实数就得到后面的.

定理 2.10.6: 限制与诱导的传递性

令 H < K < G 为 G 的子群，χ 为 H 的一个复特征，ψ 为 G 的一个复特征，则

(1) 诱导的传递性：IndGK(Ind
K
H V ) ∼= IndGH V，从而 (χ ↑KH) ↑GK= χ ↑GH .

(2) 限制的传递性：ResKH(Res
G
KW ) ∼= ResGHW，从而 (ψ ↓GK) ↓KH= ψ ↓GH .

(3) 米奇妙妙乘法：χ ↑GH ·ψ = (χ · ψ ↓GH) ↑GH .

证明: 本质上都是模的同构，注意到

CG⊗CK (CK ⊗CH V ) ∼= CG⊗CH V

所以

IndGK(Ind
K
H V ) ∼= IndGH V

所以诱导传递性得证. 再注意到

(CHCKCK)⊗CK ((CKCGCG)⊗CGW ) ∼= (CHCGCG)⊗CGW

所以

ResKH(Res
G
KW ) ∼= ResGHW
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所以限制的传递性得证. 最后的乘法实际上是在说

IndGH V ⊗C W ∼= IndGH(V ⊗C ResGHW )

任给一个 CG-模 U，我们有

HomCG

(
IndGH(V )⊗C W, U

)
∼= HomCG

(
IndGH(V ), HomC(W,U)

)
(应用张量-Hom 伴随)

∼= HomCH

(
V, ResGH HomC(W,U)

)
(应用 Frobenius 互反律)

= HomCH

(
V, HomC(Res

G
HW,Res

G
H U)

)
(限制函子进入内部 Hom)

∼= HomCH

(
V ⊗C ResGHW, Res

G
H U

)
(在群 H 上应用张量-Hom 伴随)

∼= HomCG

(
IndGH(V ⊗C ResGHW ), U

)
(反向应用 Frobenius 互反律)

从而由米田引理立刻得到同构，得证.

2.11 对称幂与外幂

若 V 是域 k 上的线性空间，则其 n-次对称幂(symmetric power) 为向量空间

Sn(V ) = V ⊗n/I

其中 I 为所有

(· · · ⊗ vi ⊗ vj ⊗ · · · )− (· · · ⊗ vj ⊗ vi ⊗ · · · )

张成的子空间，于是在 Sn(V ) 中张量积是可交换的，所以在 Sn(V ) 里，我们不再使用带有顺序暗

示的符号 ⊗，而是直接写成普通的乘积形式 v1v2 . . . vn. 事实上，如果 u1, · · · , ur 为 V 的一组基，

我们有线性空间的同构：

Sn(V ) ∼= k[u1, · · · , ur]n

后者是 n 次齐次多项式空间. 所以可以得到

dimk S
n(V ) = dimk k[u1, · · · , ur]n =

(
n+ r − 1

n

)
现在定义 n 次外幂(exterior power) 为

Λn(V ) = V ⊗n/J

其中 J 为所有

(· · · ⊗ vi ⊗ vj ⊗ · · · ) + (· · · ⊗ vj ⊗ vi ⊗ · · · )

与

(· · · ⊗ vi ⊗ vi ⊗ · · · )
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生成的子空间. 此即外代数，我们有

dimk Λ
n(V ) =

(
r

n

)
, n ≤ dimk V, dimk Λ

n(V ) = 0, n > dimV

群 G 在 V 上的作用可以推广至 Sn(V ) 和 Λn(V ) 如下

g · (v1v2 · · · vn) = (gv1)(gv2) · · · (gvn)

g · (v1 ∧ · · · ∧ vn) = (gv1) ∧ · · · ∧ (gvn)

我们也可以从群作用的角度来构造 Sn(V ) 与 Λn(V )，考虑置换群 Sn，定义 Sn 在 V ⊗n 上的作

用为

σ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(n)

其逆是为了自然的左作用，从而我们知道

I = {w − σ(w) | w ∈ V ⊗n, σ ∈ Sn}, J = {w − sign(σ)σ(w) | w ∈ V ⊗n, σ ∈ Sn}

我们也可以寻找 V ⊗n 中有类似性质的向量，定义对称张量：

{w ∈ V ⊗n | σ(w) = w for all σ ∈ Sn}

与斜对称张量：

{w ∈ V ⊗n | σ(w) = sign(σ)w for all σ ∈ Sn}

一般情况下，作为 G 的表示，商空间 Sn(V ) 与对称张量子空间是不同构的，外幂与斜对称张

量同理，但是当特征零的时候是同构的. 特别地，当 n = 2 时，只要特征不为 2，就有

v1 ⊗ v2 =
1

2
(v1 ⊗ v2 + v2 ⊗ v1) +

1

2
(v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1)

利用一下维数论证可以得到：

S2(V ) ∼= symmetric tensors, Λ2(V ) ∼= skew-symmetric tensors

并且

V ⊗ V ∼= symmetric tensors⊕ skew-symmetric tensors ∼= S2(V )⊕ Λ2(V )

上述同构与直和分解是作为 kG-模的. 即为表示的同构与分解.

命题 2.11.1

令 χ 为 G 在 V 上的复表示特征，则有

χS2(V )(g) =
1

2

(
χ2(g) + χ(g2)

)
, χΛ2(V )(g) =

1

2

(
χ(g)2 − χ(g2)

)
证明: 对每个 g ∈ G，将表示 V 限制到循环群 ⟨g⟩ 上，即 V ↓G⟨g⟩，它是一维表示的直和. 因此我们

可以选择 V 的一组基 u1, . . . , ur，使得

g · ui = λiui
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其中 λi 是标量.

单项式 u2i (1 ≤ i ≤ r)和 uiuj(1 ≤ i < j ≤ r)构成 S2(V ) 的一组基，因此 g 在该空间上的特征值

为 λ2i (1 ≤ i ≤ r)和 λiλj(1 ≤ i < j ≤ r). 从而

S2χ(g) =
r∑
i=1

λ2i +
∑

1≤i<j≤r

λiλj

=
1

2

(
(λ1 + · · ·+ λr)

2 + (λ21 + · · ·+ λ2r)
)

=
1

2

(
χ(g)2 + χ(g2)

)
.

类似地，Λ2(V ) 以 ui ∧ uj(1 ≤ i < j ≤ r)为基，因此 g 在 Λ2(V ) 上的特征值为 λiλj(1 ≤ i < j ≤ r)，

于是
Λ2χ(g) =

∑
1≤i<j≤r

λiλj

=
1

2

(
(λ1 + · · ·+ λr)

2 − (λ21 + · · ·+ λ2r)
)

=
1

2

(
χ(g)2 − χ(g2)

)
.

故得证.

2.12 构造复特征标表

1. 基本信息，在构造群 G 的复特征标表时，首先需要确定以下基本信息：

• G 的共轭类；

• G 的交换化 G/G′(其中 G′ = [G,G] 是导出子群)；

• G 的所有一维特征标与 G/G′ 的特征标一一对应.

2. 构造次数大于 1 的特征标，我们可以通过以下途径构造次数大于 1 的特征标：

• G 的自然表示(例如 G 本身作为矩阵群或置换群时自带的表示)；

• 从商群提升得到的表示(若 N ◁G，则 G/N 的表示可自然提升为 G 的表示)；

• 从子群诱导得到的表示；

• 已知表示的张量积；

• 已知表示的对称幂和外幂；

• 已知表示的对偶表示(逆步表示).

作为诱导表示的特例，我们有置换表示——它是从平凡模诱导而来的.

3. 分解与验证，通过上述方法得到的表示未必是单表示，因此我们需要：
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• 利用正交关系检验所得特征标是否不可约，并减去已知的不可约特征标分量，从而分离出新
的不可约特征标；

• 在处理诱导特征标时，可借助 Frobenius 互反律来计算不可约分量的重数.

正交关系同时也为计算的正确性提供了校验，并能帮助我们补全特征标表的最后一行. 此外，

以下两个事实也十分有用：

• 每个不可约特征标的次数整除 |G|；

• 所有不可约特征标次数的平方和等于 |G|，即
∑
χ

χ(1)2 = |G|.

2.13 Mackey 定理

设 H < G，g ∈ G，V 是 H 的一个表示. 我们定义 gH 的表示 gV 为把 gV = V 视为相同的集

合，若 gh ∈ gH，则定义
gh · v = hv

因此若 ρ : H → GL(V ) 为原本的表示，则其共轭表示为下面的复合同态

gH
cg−1

→ H
ρ→ GL(V )

其中 cg−1(gh) = h. 当研究诱导表示的结构时，先有

V ↑GH=
⊕

g∈[G/H]

g ⊗ V

子空间 g ⊗ V 实际上是 gH 的一个表示，作用为：

(ghg−1) · (g ⊗ v) = ghg−1g ⊗ v = gh⊗ v = g ⊗ hv

定理 2.13.1: Mackey decomposition formula

令 H,K 为 G 的子群，V 是一个 RK-模，则有 RH-模同构：

(V ↑GK) ↓GH∼=
⊕

g∈[H\G/K]

(
g
(
V ↓KHg∩K

))
↑HH∩gK

证明: 我们有 V ↑GK=
⊕

x∈[G/K]

x⊗ V . 考虑一个特定的双陪集 HgK. 这些项

⊕
x∈[G/K]
x∈HgK

x⊗ V
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构成了一个在 H 的作用下不变的 R-子模，因为它是在 H 的置换作用下的一个 R-子模轨道的直和.

现在
StabH(g ⊗ V ) = {h ∈ H | hg ⊗ V = g ⊗ V }

= {h ∈ H | g−1hg ∈ StabG(1⊗ V ) = K}

= H ∩ gK.

因此，作为 H 的一个表示，由命题 2.10.2 可知该子空间为 (g ⊗ V ) ↑HH∩gK . 正如在本定理陈述之前

所观察到的，作为 H ∩ gK 的表示，有 g ⊗ V ∼= g(V ↓KHg∩K). 将这些表达式结合起来即得此结论.

作为 Mackey 定理的一个应用，我们考虑由多重可递的 G-集合产生的置换模. 如果一个 G-集

合 Ω 至少有 n 个元素，并且对于每一对 n-元组 (a1, . . . , an) 和 (b1, . . . , bn)，其中 ai 是 Ω 中互不相

同的元素，且 bi 也是 Ω 中互不相同的元素，都存在一个 g ∈ G 使得对所有的 i 都有 gai = bi，我

们就称 Ω 是 n-可递的(或者更准确地说，G 在 Ω 上的作用是 n-可递的). 例如，Sn 在 {1, . . . , n} 上
的作用是 n-可递的，并且可以证明只要 n ≥ 3，An 在 {1, . . . , n} 上的作用就是 (n − 2)-可递的. 注

意，如果 G 在 Ω 上是 n-传递作用的，那么它在 Ω 上也是 (n− 1)-传递作用的.

引理 2.13.2

设 Ω 是一个至少有 n 个元素的 G-集合(其中 n ≥ 1)，并且设 ω ∈ Ω. 则 G 在 Ω 上的作

用是 n-可递的，当且仅当 G 在 Ω 上的作用是可递的，且 StabG(ω) 在 Ω − {ω} 上的作用是
(n− 1)-可递的.

证明: 如果 G 的作用是 n-可递的，那么 G 的作用也是可递的；并且如果 a2, . . . , an 和 b2, . . . , bn

是 Ω 中 n− 1 个互不相同的点的两个列表，且它们都不等于 ω，那么存在 g ∈ G 使得 g(ω) = ω 且

对于所有的 i 都有 g(ai) = bi. 这表明 StabG(ω) 在 Ω− {ω} 上的作用是 (n− 1)-可递的.

反之，假设 G 在 Ω 上的作用是可递的，并且 StabG(ω) 在 Ω−{ω} 上的作用是 (n− 1)-可递的.

设 a1, . . . , an 和 b1, . . . , bn 是 Ω 中 n 个互不相同的点的两个列表. 由 G 在 Ω 上的传递性，我们可以

找到 u, v ∈ G 使得 ua1 = ω 且 vω = b1. 元素 ω, ua2, . . . , uan 是互不相同的，点 ω, v−1b2, . . . , v
−1bn

也是互不相同的，因此我们可以找到 g ∈ StabG(ω) 使得当 2 ≤ i ≤ n 时有 guai = v−1bi. 现对于

1 ≤ i ≤ n 有 vguai = bi，这就证明了 G 在 Ω 上的作用是 n-可递的.

命题 2.13.3

只要 Ω 是一个 G-集合，置换模 CΩ 就可以写成 CG-模的直和

CΩ = C⊕ V

对于某个模 V . 假设 |Ω| ≥ 2，从而 V ̸= 0. 表示 V 是单的当且仅当 G 在 Ω 上的作用是 2-传

递的. 在这种情况下，V 不是平凡表示.
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证明: 任取 G 在 Ω 上的一个轨道. 作为 G-集合，它同构于某个子群 H ≤ G 的 G/H，因此

C[G/H] 是 CΩ 的一个直和项，其特征标为 1 ↑GH . 由于 Frobenius 互反律

⟨1, 1 ↑GH⟩G = ⟨1, 1⟩H = 1

我们可以推断 C 是 C[G/H] 的一个和项，从而也是 CΩ 的和项.

在构成第三句话的等价命题中，如果 G 在 Ω 上有超过一个轨道，那么等价性的两边都不成立，

因此我们可以假设 Ω = G/H. CΩ 的特征标为 1 ↑GH，我们计算

⟨1 ↑GH , 1 ↑GH⟩G = ⟨(1 ↑GH) ↓GH , 1⟩H
= ⟨

∑
g∈[H\G/H]

(g1) ↑HH∩gH , 1⟩H

=
∑

g∈[H\G/H]

⟨1 ↑HH∩gH , 1⟩H

=
∑

g∈[H\G/H]

⟨1, 1⟩H∩gH

=
∑

g∈[H\G/H]

1

= |H\G/H|,

这里使用了两次 Frobenius 互反律和 Mackey 公式. 现在 |H\G/H| 是 H 在 G/H 上的轨道数. 根

据引理 2.13.2，如果 G 在 Ω 上的作用是 2-传递的，则这个数为 2；否则，它大于 2(因为假设了

|Ω| ≥ 2). 将 C[G/H] = S1 ⊕ · · · ⊕ Sn 写作单表示的直和，我们有

⟨1 ↑GH , 1 ↑GH⟩G ≥ n,

并且当且仅当该表达式中有 2 个单表示且它们并不同构时，我们会得到这个内积的值为 2. 这等价

于要求 V 是单的，因为只有当 G 在 G/H 上的作用是平凡的(我们的假设排除了这一点)时，V 才

可能是平凡表示. 无论在何种情况下，我们都可以得出结论 V 不是平凡表示.

2.14 Clifford 定理

定理 2.14.1: Clifford 定理弱形式

设 k 为任意域，U 为一个单 kG-模，且 N 是 G 的一个正规子群.那么 U ↓GN 作为一个 kN-模

是半单的.

证明: 设 V 为 U ↓GN 的任意一个单 kN -子模. 对于每个 g ∈ G，gV 也是一个 kN -子模，因为如

果 n ∈ N，利用 N 是正规的这一事实，我们有 n(gv) = g(g−1ng)v ∈ gV . 显然 gV 也是单的，因为

如果 W 是 gV 的一个 kN -子模，那么 g−1W 将会是 V 的一个子模. 现在
∑
g∈G

gV 是单 kG-模 U 的
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一个非零 G-不变子空间，因此
∑
g∈G

gV = U . 作为一个 kN -模，我们看到 U ↓GN 是所有单子模的和，

由此知 U ↓GN 是半单的.

在证明中出现的 kN -子模 gV 同构于我们之前见过的模. 由于 N ◁ G，共轭模 gV 是 gN = N

的一个表示. 映射
gV → gV

v 7→ gv

是一个 kN -模的同构，因为如果 n ∈ N，对 gV 的作用为 n · v = g−1ngv，且对 gV 的作用为

n(gv) = g(g−1ngv). 同时回想一下，当我们描述诱导模时也出现过这些模. Clifford 定理的一部分断

言，单模 U 实际上是一个诱导模.

定理 2.14.2: Clifford 定理

设 k 为任意域，U 为单 kG-模，且 N 是 G 的一个正规子群. 我们可以写出 U ↓GN= Sa11 ⊕
· · · ⊕ Sarr ，其中 Si 是互不同构的单 kN-模，其出现的重数为 ai. (我们将直和项 Saii 称为齐

次分支. )那么

(1) G 传递地置换这些齐次分支；

(2) a1 = a2 = · · · = ar 且 dimS1 = dimS2 = · · · = dimSr；并且

(3) 如果 H = StabG(S
a1
1 )，那么作为 kG-模有 U ∼= Sa11 ↑GH .

证明: 由弱形式可知 U ↓GN 是半单的，从而可以如断言那样写成直和. 我们观察到，根据推论 1. 2.

7，齐次分支 Saii 可以被刻画为同构于若干 Si 副本之直和的唯一最大 kN -子模. 如果 g ∈ G，那么

g(Saii ) 是一组同构单模 gSi 的直和，因此根据此刻画，它必然包含在某个齐次分支中：对某个 j 有

g(Saii ) ⊆ S
aj
j . 由于 U = g(Sa11 ) ⊕ · · · ⊕ g(Sarr )，通过计算维数可以得到 g(Saii ) = S

aj
j . 因此，G 置

换这些齐次分支. 由于
∑
g∈G

g(Sa11 ) 是单模 U 的一个非零 G-不变子模，它必然等于 U，因此 G 在齐

次分支上的作用是传递的. 这就证明了(1)；而由于对于任何数对 (i, j)，我们都能找到 g ∈ G 使得

g(Saii ) = S
aj
j ，故得到 ai = aj 且 dimSi = dimSj，(2)得证.最后，(3)是命题 2.10.2的直接推论.

定理 2.14.3: 代数闭域上 Abel 群的不可约表示

设 k 为任意代数闭域. 如果 G 是阿贝尔群，那么每个单 kG-模的维数都为 1.

证明: 考虑单 kG-模 S 并设 g ∈ G. 在对 S 的作用中，g 有一个特征值 λ，并带有非零的特征空

间 Sλ. 由于所有的元素 h ∈ G 都与 g 交换，我们有 hSλ = Sλ(此处的理由是：如果 v ∈ Sλ，则

gv = λv，因此 g(hv) = h(gv) = hλv = λhv，所以 hv ∈ Sλ；并且 h 的作用也是可逆的). 由此可知，
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Sλ 是 S 的一个 kG-子模，再由 S 的单性可知 Sλ = S. 这就说明每个元素 g ∈ G 在 S 上的作用都

是标量乘法，而像这样的单模 S 维数必须为 1.

推论 2.14.4

设 k 为任意代数闭域并且 G 是一个 p-群. 那么 G 的每一个单模都具有 U ↑GH 的形式，其中
U 是某个子群 H 的 1 维模.

证明: 我们对 |G| 进行归纳. 设 ρ : G → GL(S) 为 G 在 k 上的单表示，并令 N = Ker ρ. 那么 S

实际上是一个 G/N 的表示. 如果 N ̸= 1，那么 G/N 是一个阶数比 G 小的群，因此由归纳法可知，

S 作为 G/N 的表示具有所断言的结构，因此作为 G 的表示也是如此. 因此，我们可以假设 N = 1

并且 G 嵌入到 GL(S) 中.

如果 G 是阿贝尔群，那么所有的单表示都是 1 维的，于是我们就证明完毕了. 现在假设 G 不

是阿贝尔群. 那么 G 有一个不在群中心的正规阿贝尔子群 A. 为了构造这个子群 A，令 Z2(G) 表

示 G 的第二中心，即 Z(G/Z(G)) 在 G 中的原像. 如果 x 是 Z2(G) − Z(G) 中的任意元素，那么

A = ⟨Z(G), x⟩ 是一个不包含在 Z(G) 中的正规阿贝尔子群.

我们应用 Clifford 定理：

S ↓GA= Sa11 ⊕ · · · ⊕ Sarr

并且 S = V ↑GK，其中 V = Sa11 且 K = StabG(S
a1
1 ). 我们断言 V 必然是一个单 kK-模，因为如果它

有一个真子模 W，那么 W ↑GK 将会是 S 的一个真子模，而 S 是单的. 如果 K ̸= G，那么通过归纳

法 V = U ↑KH，其中 U 是 1 维的，因此 S = (U ↑KH) ↑GK= U ↑GH 具有要求的形式.

最后我们证明 K = G 的情况不可能发生. 因为如果它发生，那么 S ↓GA= Sa11 ，并且由于 A 是

阿贝尔群，则 dimS1 = 1. 因此 A 的元素必定通过标量乘法作用在 S 上. 由于这种作用会与 G 的

作用交换，而 G 忠实地表示在 S 上，我们推断出 A ⊆ Z(G)，产生矛盾.

对于某个子群 H 以及 H 的 1 维表示 U，形如 U ↑GH 的表示被称为monomial. 一个所有不可

约复表示都是单项表示的群 G 被称为 M-群. 因此，p-群(以及超可解群)都是 M-群.

2.15 有限群的 Peter-Weyl 定理

回忆命题 2.2.1 与引理 2.3.1，立刻得到

HomCG(V,W ) = HomC(V,W )G = (V ∨ ⊗W )G

考虑将 C[G] 视为 G 上全体函数构成的线性空间，由于

f =
∑
g∈G

f(g)δg
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其中 δg(h) = δg,h，若 g ̸= h 则取值 0，反之为 1，于是我们得到了一组基底，通过这组基底很显然

可以得到与群代数的线性空间同构. 而若需要代数视角的同构，需要在函数代数中将乘法定义为卷

积，即

(f1 ∗ f2)(g) :=
∑
h∈G

f1(h)f2(h
−1g)

现在我们都将 C[G] 视为函数空间，考虑 G×G 在 C[G] 上的左右正则作用

(g1, g2)f := ρ(g1, g2)f :=
(
x 7→ f(g−1

1 xg2)
)

引入矩阵系数，设 π 为 G 的一个表示，则 π 的一个矩阵系数是 G 上的函数

πv,f (g) = ⟨v, π∨(g)f⟩ = ⟨π(g−1)v, f⟩, v ∈ π, f ∈ π∨

于是我们定义了 G×G 表示的同态

π ⊗ π∨ → C[G], v ⊗ f 7→ (v, π∨(−)f)

我们给出矩阵系数的正交关系：

定理 2.15.1: 矩阵系数正交关系

设 π, σ 是 G 的不可约表示，v ∈ π, f ∈ π∨, w ∈ σ, t ∈ σ∨，则

1

|G|
∑
g∈G

πv,f (g
−1)σw,t(g) =


0, π ≇ σ

⟨v, t⟩⟨w, f⟩
dimπ

, π ∼= σ

证明: 给定 v ∈ π 与 t ∈ σ∨，我们定义 T : π∨ → σ∨ 如下：

T (f) :=
∑
g∈G

πv,f (g
−1)σ∨(g)t

这是线性映射 T0 = f 7→ ⟨v, f⟩t 的 Weyl 酉化，所以自然落在 HomG(π
∨, σ∨) 中，由 Schur 引理我们

只需要考虑同构的情况，计算 T 的迹，一方面为

T ∼= λ · id =⇒ tr(T ) = λ · dim π

另外一方面

tr(T0) = ⟨v, t⟩

所以

tr(T ) =
∑
g∈G

tr(gT0g
−1) =

∑
g∈G

tr(T0) = |G|⟨v, t⟩

故

λ =
|G|⟨v, t⟩
dim π
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所以发现 ∑
g∈G

πv,f (g
−1)σw,t(g) = ⟨w, T (f)⟩ = ⟨w, λf⟩ = |G|⟨v, t⟩

dimπ
⟨w, f⟩

因此得到
1

|G|
∑
g∈G

πv,f (g
−1)σw,t(g) =

⟨v, t⟩⟨w, f⟩
dimπ

有了这个东西，我们注意到所谓的特征就是一堆矩阵系数的和，注意到

χ(g) = tr(π(g)) =
∑
vi

πvi,v∨i (g)

其中 vi 是表示空间 V 的一组基，v∨i 是对偶基，利用上面矩阵系数的正交关系立刻可以得到定理

2.3.3. 所以矩阵系数的正交关系是更加底层本质的内容，利用这个定理我们还可以得到不同不可约

表示的矩阵系数是正交的，并且同一个不可约表示不同位置的矩阵系数还是线性无关的，要看到这

一点只需要考察 ∑
i,j

cijπvi,v∨j (g) = 0

我们乘上 πvl,v∨k (g
−1) 并对 g 求和，得到∑

i,j

cij
|G|

dimπ
⟨vi, v∨k ⟩⟨vl, v∨j ⟩ = 0

可以得到 ckl = 0，从而可知对任意 k, l 都成立，即所有 cij = 0，所以线性无关.

定理 2.15.2: 有限群情况下的 Peter-Weyl 定理

我们有 G×G 表示的典范的同态：

C[G] ∼=
⊕
π

π ⊗ π∨

证明: 利用矩阵系数立刻得到同态 ⊕
π

π ⊗ π∨ → C[G]

前面的讨论告诉我们不同表示的矩阵系数是线性无关的，统一表示的不同位置的矩阵系数是线性无

关的，所以必定是单射，而维数告诉我们

dimC[G] = |G| =
∑
χ

(dimχ)2 =
∑
χ

dim(χ⊗ χ∨) = dim

(⊕
π

π ⊗ π∨

)

维数相同，又是单射，所以同构.
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2.16 Artin 定理

2.17 Brauer 定理

2.18 有限群的淡中忠郎重构定理

我们要明白群代数 C[G] 作为 C 上有限维代数的结构，一言以蔽之即它是一个 Hopf 代数，首

先我们知道 C[G] 中的函数由乘法的卷积给出，将 C[G] 中的元素记为∑
g∈G

ag[g], ag ∈ C

其中 [g] 视为 G 上函数满足对 h ̸= g 有 [g](h) = 0, [g](g) = 1，可以验证

[g] ∗ [h] = [gh]

其次，C[G] 上还有一个余代数结构，我们有余乘法

∆: C[G] → C[G]⊗ C[G],
∑
g∈G

ag[g] 7→
∑
g∈G

ag[g]⊗ [g]

与余单位

ε : C[G] → C,
∑
g∈G

ag[g] 7→
∑
g∈G

ag

可以验证 ∆ 是 G 的表示的同态(右正则表示). 我们直接计算可以得到：

引理 2.18.1

设 x ∈ C[G]，若 ∆(x) = x⊗ x，则 x ∈ G.

记 R(G)为 G上所有有限维表示给出的范畴(态射为表示的同态)，V 为所有有限维线性空间给
出的范畴(态射为线性映射)，我们有遗忘函子

F : R(G) → V , (π, V ) 7→ V

可以验证这两个范畴都是 Abel 范畴，在其上各自有张量积结构，可以看出 F 保持张量积结构

F ((π, V )⊗ (σ,W )) = V ⊗W

可以说明遗忘函子是正合且忠实的，我们尤其对遗忘函子的自同构群感兴趣，即遗忘函子到自身的

自然同构，将其记为 Aut(F )，令 Aut⊗(F ) 为所有保持张量积结构的自同构构成的子群. 所谓保持

张量积结构即给定自然变换 φ，有

φ(π,V ) ⊗ φ(σ,W ) = φ(π⊗σ,V⊗W )



CHAPTER 2. 有限群的表示 46

可以看出如果不考虑张量积的保持，直觉上就可以写出

Aut(F ) ∼=
∏

(πi,Vi) irre

GL(Vi)

是群同构.

引理 2.18.2

若 φ ∈ Aut⊗(F )，则

φ(R,C[G])(1) ∈ G

证明: 由引理只需要证明

∆(φ(R,C[G])(1)) = φ(R,C[G])(1)⊗ φ(R,C[G])(1)

由于 φ 保持张量积结构，所以

RHS = φ(R⊗R,C[G]⊗C[G])(1⊗ 1)

而由交换图

(R,C[G]) C[G] C[G]

(R⊗R,C[G]⊗ C[G]) C[G]⊗ C[G] C[G]⊗ C[G]

F

∆

φ(R,C[G])

∆ ∆

F φ(R⊗R,C[G]⊗C[G])

我们有

LHS = φ(R⊗R,C[G]⊗C[G])(∆(1)) = φ(R⊗R,C[G]⊗C[G])(1⊗ 1)

故得证.

引理 2.18.3

设 φ, ψ ∈ Aut⊗(F )，φ(R,C[G])(1) = ψ(R,C[G])(1)，则 φ = ψ.

证明: 我们只要证明可以从 φ(R,C[G])(1) 还原出任意的 π(π,V ) 即可，设 φ(R,C[G])(1) = g ∈ G，我们

将证明

φ(π,V )(v) = π(g−1)(v)

这是因为若 (π, V ) 是 G 的表示，则存在唯一的表示同态

fv : (R,C[G]) → (π, V ), fv(1) = v
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这个性质是显然的，于是考虑下图

C[G] V

C[G] V

fv

φ(R,C[G]) φ(π,V )

fv

立刻得到欲求等式.

现在我们定义一个映射

T : G→ Aut(F )

对任意的 g ∈ G，我们定义 φ = T (g) 为

φ(π,V ) = π(g)

于是可见

φ(π,V )⊗(σ,W ) = π(g)⊗ σ(g) = φ(π,V ) ⊗ φ(σ,W )

所以像落在 Aut⊗(F ) 中，故实际上定义了一个

T : G→ Aut⊗(F )

定理 2.18.4: 淡中忠郎重构定理

如上定义的映射 T 是群同构，即 G ∼= Aut⊗(F ).

证明: 容易验证是同态，先证单，若

T (g) = 1 ∈ Aut⊗(F )

则对任意的表示 (π, V )，都有 π(g) = 1是恒等映射，特别地，我们考虑右正则表示，由于右正则表

示是忠实的，所以若 π(g) = 1 那么 g = 1，所以是单射. 下面说明是满射，对任意的 φ ∈ Aut⊗(F )，

若 φ(R,C[G])(1) = g，那么有 T (g−1) = φ，这是因为

T (g−1)(R,C[G])(1) = R(g−1) = g

由前一个引理立刻得到.

淡中忠郎同构定理帮助我们从群的表示重构这个群，而非不仅仅是重构群代数. 重构群代数只

需要注意到遗忘函子是一个可表函子，即

F (V ) = HomC[G](C[G], V )

于是由米田引理立刻得到

Nat(F, F ) = Nat(HomC[G](C[G],−),HomC[G](C[G],−)) ∼= HomC[G](C[G],C[G]) ∼= C[G]

于是从遗忘函子重构处了群代数.
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