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Chapter 1: Sheaves

1.1 Presheaves and sheaves

定义 1.1.1: Presheaf

X 是一个拓扑空间，X 上由 Abel 群构成的 presheaf F 由以下内容构成：

(a) 对于每一个开集 U ⊂ X，有一个 Abel 群 F (U).

(b) 对于每一个开集的包含关系 V ⊆ U，有一个 Abel 群的态射 ρUV : F (U)→ F (V ).

且满足以下条件

(0) F (∅) = 0.

(1) ρUU 是恒等映射 F (U)→ F (U).

(2) 若 W ⊂ V ⊂ U 是开集，则有 ρUW = ρVW ◦ ρUV .

Remark 1.1.1

我们可以用范畴论的语言重新叙述这个定义，对于任意的拓扑空间 X，我们可以定义一个范

畴Top(X)，它的对象是X的开集，唯一的态射是含入映射，从而如果 V ⊈ U，则Hom(V, U) =

∅，如果 V ⊆ U，Hom(V, U) 只有一个元素. 那么现在我们就知道一个预层实际上就是一个从

Top(X) 到 Abel 群范畴 Ab 的一个反变函子.

我们可以把定义中的 Abel群换成环，集合，范畴 C中的元素等，得到关于其他东西的预层.如

果 F 是 X 上的一个预层，我们称 F (U) 是 F 在 U 上的 sections，并且有时用 Γ(U,F ) 来表示

群 F (U). 我们称态射 ρUV 为 restriction maps，并且有时对于 s ∈ F (U)，我们用 s|V 来表示
ρUV (s).

简单地说，层就是一个可以用局部信息来决定截面的预层.

1



CHAPTER 1. SHEAVES 2

定义 1.1.2: Sheaf

拓扑空间 X 上的预层 F 是一个 sheaf，如果满足下面的条件：

(3) U 是一个开集，{Vi} 是 U 的一个开覆盖，对于 s ∈ F (U)，如果 s|Vi = 0 对于所有的 i

成立，则 s = 0.

(4) U 是一个开集，{Vi} 是 U 的一个开覆盖，如果我们对于每一个 i 都有 si ∈ F (Vi)，并

且满足 si|Vi∩Vi = sj|Vi∩Vj，则存在一个唯一的((3)保证的)元素 s ∈ F (U)，使得 s|Vi = si

对于任意的 i 成立.

Remark 1.1.2

其中 (3)保证了唯一性，被称为 Locality axiom，(4)保证了存在性，被称为 Gluing axiom.

Remark 1.1.3

我们可以用正合列的语言来把层重新地定义一遍：对于拓扑空间 X，预层 F 是一个层，如果

满足对于任意开集 U ⊂ X，以及 U 的开覆盖 {Vi}，有下面序列是正合的.

0 F (U)
∏
i

F (Vi)
∏
i,j

F (Vi ∩ Vj)

s (s|Vi)i

(si)i (si|Vi∩Vj − sj|Vi∩Vj)ij

u v

我们来解释一下这个等价定义：
∏
i

F (Vi) 处的正合告诉我们，如果

(si|Vi∩Vj − sj|Vi∩Vj)ij = 0

也就是 (si)i ∈ Ker v = Imu，也就是说可以黏成一个 F (U) 中的截面，而 F (U) 处的正合告

诉我们要黏也只能黏成一个，因为是单射，所以我们就得到了 uniqueness 与 existence.

Remark 1.1.4

注意到上面的正合列可以写成：

F (U) = lim

 ∏
α∈I

F (Uα)
∏
α,β∈I

F (Uα ∩ Uβ)


所以层在界面层次是一个极限，于是利用极限可以和极限交换，知道层的极限还是层！
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Example 1.1.1

1) X 是拓扑空间，考虑

U 7→ (U) = {continuous functions U → R}

2) X 为一个微分流形，考虑

U 7→ F (U) = {C∞ functions U → R}

3) X 是拓扑空间，A 是 Abel 群，考虑

U 7→ F (U) = {locally constant functions(即在每个连通分支上是常值) U → A}

此时 F 称为以 A 为值的常值层，记为 AX .

Note 1.1.1

如果我们令 F (U) = A，对于任意的非空开集 U 都成立，限制映射为恒等映射，则我们得到

一个预层而非层，比如取 X = U ∪V，其中 U, V 是不交的开集，取 sU ∈ F (U)，sV ∈ F (V )，

其中 sU ̸= sV，我们知道不存在 s ∈ F (X) 使得 s|U = sU，s|V = sV . 所以并不是一个层.

定义 1.1.3: Morphisms and Isomorphisms

F 与 G 是 X 上的(预)层，则一个从 F 到 G 的 morphism φ 是一族群同态

φU : F (U)→ G (U), U 是 X 的开集

并且对任意的 V ⊂ U，满足下面图表交换：

F (U) G (U)

F (V ) G (V )

φU

ρUV ρ′UV

φV

其中 ρ 与 ρ′ 分别为 F 与 G 的限制映射. (预)层之间的 isomorphism就是有互逆元的态射.

Remark 1.1.5

已知 φ : F → G 是层的态射，并且 X 有一族在有限交下封闭的拓扑基 {Ui}，则我们可以说
态射 φ 被 φUi

: F (Ui)→ G (Ui) 唯一决定.

Remark 1.1.6

注意层之间的态射就是作为预层的态射，所以层范畴是预层范畴的一个满子范畴.
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1.2 Stalks and germs

定义 1.2.1: Stalk

F 是 X 的一个(预)层，x ∈ X 是一个点，则我们定义 F 在 x 处的 stalk 为

Fx := lim−→
U∋x

F (U)

更加具体地说，一个Fx中的元素被一个元素对 (U, s)表示，其中 U 是 x的邻域，s ∈ F (U)，

这个对称之为 germ. 两个芽 (U, s), (V, t) 表示同一个元素，如果存在开集 x ∈ W ⊂ U ∩ V，
使得 s|W = t|W .

Remark 1.2.1

实际上正向极限就是滤过余极限(filtered colimit)，滤过余极限有一些非常好的性质，比如在

某些特定的 Abel范畴中(如模范畴，Abel群范畴，层范畴)，有滤过范畴 I 与一个范畴 C，我

们有滤过余极限函子：

colimi∈I : Fct(I ,C )→ C

是正合函子，并且保持单射与满射.

Remark 1.2.2

• 如果 X 有一个在有限交意义下封闭的拓扑基 {Ui}，则任何 X 的层 F 都被 {F (Ui)} 完
全决定.

• F 是 X 的(预)层，U ⊂ X 是开集，则可以说 F |U 是 U 上的(预)层.

• F 是 X 的(预)层，s ∈ F (U) 诱导出 sx ∈ Fx，对于任意的 x ∈ U，我们取出 (U, s)，定

义 sx 为 (U, s) 在 Fx 中的等价类，容易验证是良定义的.

命题 1.2.1

如果 F 是一个层，则对 s, t ∈ F (U)，则我们可以说 s = t ⇐⇒ sx = tx, ∀x ∈ U .

证明: ⇒ 是显然的，对于 ⇐，由于 sx = tx，告诉我们存在 x ∈ Vx，使得 s|Vx = t|Vx，而 {Vx} 构
成一个开覆盖，于是由层的唯一性条件，我们知道 s = t.

对于任意的包含 x 的开集 U，我们会有典范态射

F (U)→ lim−→
x∈U

F (U) = Fx

现在若给定预层之间的态射

φ : F → G
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我们会自然有复合态射

F (U)→ G (U)→ Gx

并且容易验证这个态射与限制映射是相容的，即

F (U)

Gx

F (V )

结合正向极限的泛性质，我们立刻得到

F (U)

Fx Gx

F (V )

所以我们知道预层之间的态射可以诱导茎之间的态射，其具体的元素刻画为：

F (U) G (U)

s φU(s)

sx φx(sx) = [(U,φU(s))]

Fx Gx

φU

φx

容易验证这个定义不依赖代表元的选择，所以是良定义的.

命题 1.2.2: 态射由茎决定

若 φ, ψ 都是从 F 到 G 的态射，其中 G 是层，则我们有

φ = ψ ⇐⇒ φx = ψx,∀x ∈ X

证明: 首先我们注意到

F (U)→
∏
x∈U

Fx
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的典范映射是单射，所以若 φx = ψx 对任意的 x 成立，则有下面交换图成立

F (U)
∏
x∈U

Fx

G (U)
∏
x∈U

Gx

φU ψU ∏
φx=

∏
ψx

由于底部的水平态射是单射，所以我们知道 φU = ψU .

1.3 Kernels and images

定义 1.3.1: Kernel

给定层之间的同态 φ : F → G，我们可以定义 F 的一个子层 Kerφ 为映射 φ 的 kernel，定

义为

(Kerφ)(U) := KerφU

这样定义的确实是一个层，首先由于 (Kerφ)(U) 为 F (U) 的子集，于是自然满足 locality ax-

iom，下面只需要说明满足 gluing axiom 即可：令 {Ui} 为 U 的一个开覆盖，si ∈ (Kerφ)(Ui) 并且

相容，则由于 F 是一个层，我们知道 si 可以粘成 F (U) 中的一个截面 s，满足

s|Ui
= si

于是

φU(s)|Ui
= φUi

(si) = 0

则由 G 的 locality axiom 知道

φU(s) = 0 =⇒ s ∈ (Kerφ)(U)

引理 1.3.1: kernel 保持茎

对任意 x ∈ X，都有
(Kerφ)x = Kerφx

证明: 首先设 sx ∈ (Kerφ)x，从而存在开集 V 使得 sx 的一个代表元为 (s, V )，其中

s ∈ KerφV

于是

φx(sx) = (φV (s))x = 0 ∈ Gx



CHAPTER 1. SHEAVES 7

于是

sx ∈ Kerφx =⇒ (Kerφ)x ⊆ Kerφx

反过来，任给 sx ∈ Kerφx，令 (s, V ) 为一个代表元，由于

φx(sx) = (φV (s))x = 0

于是存在 W ⊂ V 使得

φV (s)|W = 0 ∈ G (W )

于是

s|W ∈ (Kerφ)(W ) =⇒ sx ∈ (Kerφ)x

定义 1.3.2: Image presheaf

定义层的态射 φ : F → G 的 image presheaf 为

U 7→ ImφU

这是 G 的一个 subpresheaf，但不一定是 sheaf，其虽然继承 G 满足 locality axiom，但是不一

定可以粘起来. 为了使其成为一个 sheaf，我们需要把截面从 image 变成 locally image，即如下.

定义 1.3.3: Image sheaf

对于预层之间的态射 φ : F → G，其中 G 是一个层，我们定义 φ 的 image sheaf 为

(Imφ)(U) = {t ∈ G (U) : there is a cover Ui of U and sections si ∈ F (Ui) such that t|Ui
= φUi

(si)}

容易验证这样的定义确实是一个层，但是对于 image，我们并没有

(Imφ)(U) = ImφU

一般情况下我们只有

ImφU ⊂ (Imφ)(U)

多的那些是 locally image，即局部是像. 但在某些情况下我们可以说他们俩相等.

命题 1.3.1

当对于任意的 U，φU : F (U)→ G (U) 是单射时，我们有

(Imφ)(U) = ImφU
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证明: 令 t ∈ (Imφ)(U)，设 si ∈ F (Ui) 为局部表示，即

t|Ui
= φUi

(si)

很显然有

φUi∩Uj
(si|Ui∩Uj

) = φUi
(si)|Ui∩Uj

= t|Ui∩Uj
= φUj

(sj)|Ui∩Uj
= φUi∩Uj

(sj|Ui∩Uj
)

由单射我们知道

si|Ui∩Uj
= sj|Ui∩Uj

所以我们知道可以粘成 s ∈ F (U)，并且满足

φU(s)|Ui
= φUi

(si) = t|Ui
=⇒ φU(s) = t

于是我们知道

t ∈ ImφU

引理 1.3.2: Image 保持茎

对任意的 x ∈ X，有
(Imφ)x = Imφx

证明: 令 tx ∈ Imφx，令 sx ∈ Fx 满足

φx(sx) = tx

选择 s ∈ F (V ) 与 t ∈ G (V ) 为代表元，则有对 V 进行适当的缩小，不妨设

φV (s) = t

于是

t ∈ (Imφ)(V ) =⇒ tx ∈ (Imφ)x

反过来，令 tx ∈ (Imφ)x，存在 U 使得 t ∈ (Imφ)(U)为代表元，从而存在 {Ui}为 U 的开覆盖，使

得

t|Ui
= φUi

(si)

对 Ui ∋ x，有
tx = (t|Ui

)x = (φUi
(si))|x = φx((si)x)

于是

tx ∈ Imφx



CHAPTER 1. SHEAVES 9

1.4 Injective, surjective and isomorphism

这里的定义很简单，就是利用 kernel 和 image 来定义.

定义 1.4.1: Injective and surjective

我们称层之间的映射 φ : F → G 是 injective 的，如果 Kerφ = 0，称是 surjective 的，如

果 Imφ = G .

一个判断单射和满射的办法就是通过检查在茎上的态射来判断，在此之前我们先引入一个引

理.

引理 1.4.1: 层由茎决定

F 的两个子层 H ,G 相等当且仅当 Hx = Gx, ∀x ∈ X.

证明: 只需要证明一边，若 Hx = Gx，对任意的 U ⊂ X，取 s ∈ G (U) 为一个截面，则有

sx ∈ Gx = Hx

于是存在 x 的一个邻域 Ux ⊂ U 和 tx ∈H (Ux)，使得 tx 为 sx ∈Hx 的代表元，即有

s|Ux = tx

所以有

tx|Ux∩Uy = s|Ux∩Uy = ty|Ux∩Uy

结合 {Ux} 是 U 的开覆盖，我们知道 {tx} 可以粘成 H (U) 中的一个截面 t，由于

tx = sx, ∀x ∈ U

我们知道

t = s

也即

G (U) = H (U)

所以 G = H .
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命题 1.4.1: 单射的刻画

对于层之间的态射 φ : F → G，TFAE：

(1) φ 是单射.

(2) φU : F (U)→ G (U) 对任意的开集 U 是单射.

(3) φx : Fx → Gx 对任意的 x ∈ X 是单射.

证明: 我们注意到

KerφU = (Kerφ)(U)

所以前两个自然等价，而

Kerφx = (Kerφ)x

所以 (1) 可以推 (3)，而若 (3) 成立，则有

(Kerφ)x = Kerφx = 0 = 0x

所以由上面引理

Kerφ = 0

也就是单射.

命题 1.4.2: 满射的刻画

对于层之间的态射 φ : F → G，TFAE：

(1) φ 是满射.

(2) φx : Fx → Gx 对任意的 x ∈ X 是满射.

证明: 同理有

Imφx = (Imφ)x

所以由引理自然得到.

Remark 1.4.1

满射相较于单射缺少了在开集上的检验，原因在于我们没有

(Imφ)(U) = ImφU
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定义 1.4.2: isomorphism

令 φ : F → G 为层之间的态射，我们称之为 isomorphism，如果存在一个逆 ψ : G → F 使

得

ψ ◦ φ = 1F , φ ◦ ψ = 1G

Remark 1.4.2

把层看成是函子，那么层之间的态射其实就是自然变换，层之间的同构就是自然同构. 而一个

自然变换是自然同构 ⇐⇒ 对于任意的范畴中的对象，都有自然变换在这个对象上的映射是

同构，即：考虑自然变换 α：

A B

F

G

α

则 α 是自然同构当且仅当对任意的 A ∈ A，有 αA : F (A)→ G(A) 是同构. 而把这个放到层上

面就相当于

Open(X) C

F

G

φ

同构当且仅当对任意的 U ⊂ X，都有

φU : F (U)→ G (U)

是同构.

命题 1.4.3: 同构的刻画

令 φ : F → G 为层之间的态射，TFAE：

(1) φ 是同构.

(2) 对任意的 x ∈ X，φx : Fx → Gx 是同构.

(3) Kerφ = 0 且 Imφ = G .

(4) 对任意的 U ⊂ X，有 φU : F (U)→ G (U) 是同构.

证明: 由于取茎是函子性的，所以 (1) 推 (2) 是显然的，而 (2) 推 (3) 由我们前面对满射和单射的

刻画也是显然的，此时 (3) 推 (4) 首先可以得到 φU 是单射，这是单射的刻画，而当单射的情况下

我们有

ImφU = (Imφ)U

所以同理可以得到 φU 是满射. 最后 (4) 推 (1) 只需要定义 ψU = φ−1
U 即可.
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1.5 Exact sequences

定义 1.5.1: exact

称层之间的态射

F
φ→ G

ψ→H

是 exact 的，如果 Imφ = Kerψ as subsheaves of G .

命题 1.5.1: 正合是局部性质

序列

F
φ→ G

ψ→H

正合当且仅当对于任意 x ∈ X，都有

Fx
φx→ Gx

ψx→Hx

正合.

证明: 道理是因为

Imφ = Kerψ ⇐⇒ (Imφ)x = (Kerψ)x ⇐⇒ Imφx = Kerψx

下面一个命题非常重要：

命题 1.5.2: 截面函子是左正合的

给定一个短正合列

0→ F
φ→ G

ψ→H → 0

则对任意的 U ⊂ X，都有短正合列

0→ F (U)→ G (U)→H (U)

证明: 由 Kerφ = 0 立刻得到 KerφU = 0. 此外由于 φU 对任意的 U 是单射，所以有 image sheaf

等于 image presheaf，故

ImφU = (Imφ)(U) = (Kerψ)(U) = KerψU

所以正合.
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1.6 The sheaf associated to a presheaf

令 X = C∗，赋予一般意义上的拓扑，我们考虑全纯函数层

OXan : U 7→ {hol function U 7→ C}

这是一个加法 Abel 群，也可以考虑

O∗
Xan : U 7→ {invertible hol function U 7→ C∗}

这是一个乘法 Abel 群，那么我们可以考虑层的态射

exp: OXan → O∗
Xan

expU : OXan(U) → O∗
Xan

(U)

s 7→ es

考虑 f(z) = z，则我们知道

f /∈ Im
(
expX : OXan(X)→ O∗

Xan
(X)

)
即 f 不在整体的像中，因为 x 无法整体地取对数，但是对于任意的 x ∈ X = C∗，都存在一个小邻

域使得存在对数，这告诉我们粘不起来，所以我们知道 Im exp 并不是一个层.

定义 1.6.1: Sheafification(层化)

F 是 X 的一个预层，我们可以定义一个 X 上的层 F+ 如下：

F+(U) =

{
functions s : U →

∐
x∈U

Fx satisfying (a),(b)

}

其中 (a)，(b) 分别为

(a) ∀x ∈ U，s(x) ∈ Fx.

(b) ∀x ∈ U，使得存在开集 x ∈ V ⊂ U 与 t ∈ F (V )，使得 ∀y ∈ V，有 s(y) = ty ∈ Fy.

其限制映射就是自然的限制映射. 称 F+ 为 F 的 sheafification.

证明: 很容易验证是一个预层，我们要说明这确实能构成一个层：

(1) 对于任意的开集 U 以及开覆盖 U =
⋃

Vi，我们先说明

F+(U)→
∏
i

F+(Vi), s 7→ (s|Vi)

是单射，如果 ∃t ∈ F+(U) 使得

(s|Vi) = (t|Vi)



CHAPTER 1. SHEAVES 14

所以对于所有的 y ∈ Vi，都有
s(y) = s|Vi(y) = t|Vi(y) = t(y)

再结合 {Vi} 覆盖 U，所以知道对于任意的 x ∈ U，有 s(x) = t(x)，也就是 s = t. 于是单射.

(2) 再说明黏合条件，对于 (si) ∈
∏
i

F+(Vi)，如果满足 si|Vi∩Vj = sj|Vi∩Vj，下面我们说明可

以粘起来. 事实上，对于任意的 x ∈ U，存在 ix 使得 x ∈ Vix，有 six ∈ F+(Vix). 我们定义一个

s ∈ F+(U)，定义为

s(x) = six(x)

下面我们说明确实有

s|Vi = si

对于任意的 y ∈ Vi，我们知道存在某个 x 使得 y ∈ Vix，让

s(y) = six(y)

而我们知道 y ∈ Vi ∩ Vix，于是有
six|Vi∩Vix = si|Vi∩Vix

所以有

s|Vi(y) = six|Vi∩Vix (y) = si|Vi∩Vix (y) = si(y)

我们注意到证明 F+ 是一个层的过程中好像并没有用到条件 (a)(b)，事实上这两个条件的要求

是为了下面的层化的泛性质：

命题 1.6.1: universal property of sheafification

容易有自然的态射 θ : F → F+，使得对于任意的层 G，与任意的态射 φ : F → G，都存在

一个唯一的态射 ψ : F+ → G 使得下面交换图成立：

F F+

G

θ

φ
∃!ψ

并且 (F+, θ) 在同构意义下是唯一的.

证明: 显然，θ 由

θU : F (U)→ F+(U), s 7→ (x 7→ sx)
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给出，我们下面构造 ψ，也就是对每一个开集来定义，考虑交换图

F (U) F+(U)

G (U)

θU

φU
∃!ψU

对于任意的 s ∈ F+(U)，以及 x ∈ U，我们知道存在开集 x ∈ Vx ⊂ U，使得存在 tx ∈ F (Vx)，有

∀y ∈ Vx，s(y) = txy ∈ Fy. 通过 φ : F → G，我们知道有

φVx : F (Vx)→ G (Vx)

从而我们可以将局部的 tx 映到 G (Vx) 中，即令

gx = φVx(t
x) ∈ G (Vx)

于是我们有了一族定义在开覆盖上面的截面 {gx}，下面我们为了去定义 ψU(s)，我们想要把 {gx}
粘起来，也就是验证相容条件. 对于任意的 x, z ∈ U，在 ∀y ∈ Vx ∩ Vz，我们知道

txy = s(y) = tzy

也就是存在开集 y ∈ Wy ⊂ Vx ∩ Vz，使得

tx|Wy = tz|Wy

于是有

gx|Wy = φVx(t
x)|Wy = φWy(t

x|Wy) = φWy(t
z|Wy) = φVx(t

z)|Wy = gz|Wy

于是 gx 与 gy 在 Vx ∩ Vz 的每一点处的小邻域内相等，由层的性质我们知道

gx|Vx∩Vz = gz|Vx∩Vz

所以知道 {gx}x∈U 可以整体地粘成一个 G (U) 上的截面 g. 我们就定义

ψU(s) = g

容易验证 ψ 与限制映射是兼容的，所以 ψ 确实为一个层之间的映射，下面说明 ψ 满足交换性，这

很容易，对于任意的 t ∈ F (U)，我们知道

θU(t) = st : x 7→ tx

我们知道 g = ψU(s
t)，对于任意的 x ∈ U，我们知道存在开集 x ∈ Vx ⊂ U，有

g|Vx = gx = φVx(t|Vx) = φU(t)|Vx

所以 ψU(θU(t)) = g = φU(t)，故交换.



CHAPTER 1. SHEAVES 16

假设还存在另外一个 ψ′，那么我们很容易知道在每个开集上这俩玩意都相等，所以由层的定

义，ψ = ψ′.

由于 (F+, θ) 是一个始对象，所以自然是唯一的 up to isomorphism.

命题 1.6.2: 层化保持茎

层化态射 θ 诱导了在茎上的同构：

Fx
∼= F+

x

证明: 一方面，我们容易注意到 θx : Fx → F+
x 是一个单射，这是因为若 sx = tx ∈ Fx，则存在

W ∋ x 使得
s|W = t|W

于是有

θ(s)|W = θ(t)|W

所以

θ(s)x = θ(t)|x

另外一方面，对任意的 F+
x 中的元素，我们取一个代表元 t ∈ F+(V )，我们知道其局部是由 F (V )

中元素诱导的，所以存在 x ∈ U ⊆ V 使得存在 s ∈ F (U) 满足

t(y) = sy,∀y ∈ U

所以我们有

θU(s) = t

也就是

θx(sx) = θ(s)x = tx

于是满射.

命题 1.6.3: 层化的函子性

层化实际上定义了一个函子：

(·)+ : PreShv(X) → Shv(X)

F 7→ F+

并且层化函子实际上是遗忘函子 Fgt 的左伴随：

Fgt: Shv(X)→ PreShv(X)
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证明: 由层化的泛性质我们立刻得到对于预层 F 和层 G，有自然同构

HomPAb(X)(F ,G )
∼=−→ HomAb(X)(F

+,G )

命题 1.6.4: 层化函子保持有限极限

层化函子保持有限极限，即 (
lim←−Fi

)+ ∼= lim←−F+
i

证明: 由于层的极限还是层，所以 lim←−F+
i 是层，于是利用 Fi → F+

i 可以得到极限态射

φ0 : lim←−Fi → lim←−F+
i

由层化泛性质我们唯一得到一个层的态射

φ :
(
lim←−Fi

)+ → lim←−F+
i

注意到茎函子是滤过余极限，与有限极限交换，从而我们有(
lim←−Fi

)+
x
∼=
(
lim←−Fi

)
x
∼= lim←−(Fi)x ∼= lim←−(Fi)

+
x
∼=
(
lim←−F+

i

)
x

于是我们知道 (
lim←−Fi

)+ ∼= lim←−F+
i

故 φx 是同构，从而知道层同构，所以保持有限极限.

1.7 Cokernels and quotients

介绍层化的一个主要原因就是去介绍层的 cokernels 与 quotients.

定义 1.7.1: Cokernel and Quotient

给定层之间的态射 φ : F → G，我们定义 cokernel 为预层

(Cokerφ)′(U) = CokerφU = G (U)/ Imφ(U)

的层化 Cokerφ. 若 G ⊂ F 为 subsheaf，则 quotient 为预层

(F/G )′(U) = F (U)/G (U)

的层化 F/G . 换句话说，quotient 就是含入映射 ι : G → F 的 cokernel.
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现在给定一个层映射 φ : F → G，一个好问题是我们是否有

Cokerφ = G /(Imφ)

即如果我们先把 image 给层化了再做商能不能行？答案是可以的，因为商是余极限，而层化是左伴

随，左伴随保持余极限，所以商的层化等价于层化的商. 具体我们可以通过茎来验证，首先有下面

这个命题.

命题 1.7.1: 商的茎是茎的商

设 G 是 F 的子层，则我们有同构

(F/G )x ∼= Fx/Gx

证明: 因为层化保持茎，我们只需要对预层 (F/G )′(U) = F (U)/G (U) 证明即可，构造映射

φ : (F/G )′x → Fx/Gx, [s]x 7→ [sx]

这是良定义的，因为若 [s1]x = [s2]x，则我们知道 [s1 − s2]x = 0 ∈ (F/G )′x，从而存在 W ∋ x 使得

[s1 − s2]|W = 0 ∈ F (W )/G (W )

所以

s1 − s2 = s0 ∈ G (W )

于是

(s1)x − (s2)x = (s0)x ∈ Gx =⇒ [(s1)x] = [(s2)x] ∈ Fx/Gx

满射是显然的，对任意的 [sx] ∈ Fx/Gx，任取其代表元 s ∈ F (U)，就有 φ([s]x) = [sx]，下面证明

单射. 若 [tx] = [sx]，则有

sx − tx = gx ∈ Gx

于是存在一个包含 x 的邻域 W 使得

s|W − t|W = g|W

于是自然有

[s] = [t] ∈ F (W )/G (W )

所以

[s]x = [t]x ∈ (F/G )′x

所以单射，所以同构.

Remark 1.7.1

我们考虑 Abel 群的正合列

0→ G (U)→ F (U)→ F (U)/G (U)→ 0
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然后对滤过集 {U ∋ x} 取正向极限，得到正合列

0→ Gx → Fx → (F/G )′x → 0

所以有

(F/G )x ∼= (F/G )′x
∼= Fx/Gx

现在我们可以通过茎来验证：

命题 1.7.2: 做法存疑

给定层映射 φ : F → G，则有

Cokerφ = G /(Imφ)

证明: 我们只需要证明

(Cokerφ)x = (G /(Imφ))x,∀x ∈ X

然后注意到层化保持茎，以及商保持茎，所以我们等价于证明

(U 7→ G (U)/ ImφU)x = Gx/(Imφ)x

更进一步，我们有

(Imφ)x = (U 7→ ImφU)x

于是有

RHS = Gx/(Imφ)x = Gx/(U 7→ ImφU)x = (G /(U 7→ ImφU))x = LHS

1.8 Direct image and inverse image

定义 1.8.1: direct image and inverse image

令 f : X → Y 是拓扑空间的连续映射，对于任意的F ∈ PreShv(X)，我们可以定义其 direct

image(pushforward) f∗F ∈ PreShv(Y )，定义为

(f∗F )(V ) = F (f−1(V )), ∀V ∈ Open(Y )

对于 G ∈ PreShv(Y )，我们还可以定义其 inverse image presheaf f+G ∈ PreShv(X)，定

义为

f+G (U) = lim−→
Open(Y )∋V⊃f(U)

G (V )

当 F ∈ Shv(X),G ∈ Shv(Y ) 时，有 f∗F ∈ Shv(Y )，并且定义 inverse image preshaef

f−1G ∈ Shv(X) 为 f+G 的层化.
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Remark 1.8.1

当 X = {x} 时，我们有
f+G = Gx

Remark 1.8.2

容易观察到 pushforward 与 inverse image 都是具有函子性的.

Example 1.8.1

令 ι : {x} → X 为含入映射，{x} 是 X 的一个点，令 A 为 {x} 上关于 Abel 群的常值层，则

我们定义 x 的 skyscraper sheaf，记为 A(x)，为 ι∗A . 具体来说，满足

A(x)(U) =

A, x ∈ U

0, otherwise

命题 1.8.1: inverse image 保持茎

我们有

(f+G )x ∼= Gf(x), (f−1G )x ∼= Gf(x)

证明: 只需要证明 f+ 保持茎即可，因为层化保持茎，所以如果 f+ 保持则 f−1 自动保持. 而 f+G

的茎的计算就自动变成了 Gf(x) 的计算，写出来即

lim−→
U∋x

lim−→
V⊃f(U)

G (V ) ∼= lim−→
V ∋f(x)

G (V )

命题 1.8.2: 逆像函子正合

若 0→ G ′ → G → G ′′ → 0 是 Y 上层的正合列，f : X → Y 是连续的，则我们有

0→ f−1G ′ → f−1G → f−1G ′′ → 0

是 X 上层的正合列.

证明: 由于层的正合是局部性质，所以只需要在茎上验证，注意到

0→ (f−1G ′)x → (f−1G )x → (f−1G ′′)x → 0

实际上就是

0→ G ′
f(x) → Gf(x) → G ′′

f(x) → 0

由于所以正合.
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命题 1.8.3: f+ 是 f∗ 的左伴随

即存在 functorial isom

HomPreShv(X)(f
+G ,F ) ≃ HomPreShv(Y )(G , f∗F )

证明: 给定一个态射 α : G → f∗F，实际上就是对 V ∈ Open(Y ) 给出

αV : G (V )→ F (f−1(V ))

而对于任意的 U ∈ Open(X)，对任意的 V ⊃ f(U)，我们都有自然的映射

G (V )→ F (f−1(V ))→ F (U)

于是由余极限的泛性质立刻得到存在唯一的态射

f+G (U)→ F (U)

从而同构. 自然性不再验证.

命题 1.8.4: f−1 是 f∗ 的左伴随

当 F 与 G 都是层的时候，有

HomShv(X)(f
−1G ,F ) ≃ HomShv(Y )(G , f∗F )

证明: 利用上一个命题和层化-遗忘伴随就有

HomShv(X)(f
−1G ,F ) ≃ HomShv(X)((f

+G )+,F )

≃ HomPreShv(X)(f
+G ,Fgt(F ))

≃ HomPreShv(Y )(G , f∗(Fgt(F )))

≃ HomPreShv(Y )(G , f∗(F ))

≃ HomShv(Y )(G , f∗(F ))

最后几个等式是因为层范畴是预层范畴的满子范畴，所以两个层作为预层的态射就自然是两个层作

为层的态射，虽然遗忘到预层范畴里面，但是层与层之间的态射不会多也不会少，所以就可以把遗

忘函子去掉，并且把预层范畴变成层范畴.

定义 1.8.2: restriction

如果 Z 是拓扑空间的一个子集，我们可以赋予 Z 子空间拓扑，考虑含入映射 i : Z → X，则

如果 F 是 X 上的一个层，我们称 i−1F 是 F 在 Z 上的限制，我们记为 F |Z .
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Remark 1.8.3

注意对于任意的 z ∈ Z，stalk 保持为

(F |Z)z = Fz

1.9 Global and local sections as right adjoint

现在我们可以看到截面函子一个很好的性质，即他是右伴随，这也很好地解释了为什么他是左

正合的. 考虑连续映射

f : X → {∗}

其中 {∗} 是单点空间，我们有

HomShv(X)(f
−1G ,F ) ∼= HomShv({∗})(G , f∗F )

注意到单点集上的层范畴同构于 Abel 群范畴，于是有

HomShv({∗})(G , f∗F ) ∼= HomAb(G ({∗}),F (X))

令

G ({∗}) = A

为单点集上的常值层，则我们知道

f+G (U) = G ({∗}) = A

为常值预层，层化后得到常值层

A = f−1G

于是得到

HomShv(X)(A,F ) = HomAb(A,Γ(X,F ))

所以整体截面函子是右伴随.

命题 1.9.1: 整体截面函子是右伴随

对于 X 上的层 F，我们有

HomShv(X)(A,F ) = HomAb(A,Γ(X,F ))

现在考虑 U ⊂ X 为子开集，设包含映射为

j : U → X

对 X 上的层 F 而言，有

Γ(U,F ) = Γ(U, j−1F )
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于是局部截面函子 Γ(U,−) 实际上可以写成

Γ(U,−) = ΓU ◦ j−1

其中 ΓU 是 U 上层的整体截面函子，现在我们考虑零延拓函子 j!，定义为

(j!G )(V ) :=
{
s ∈ G (V ∩ U)

∣∣∣ ∀x ∈ V \ U, ∃ 邻域 W ⊆ V of x, s|W∩U = 0
}

容易看出来这样子的构造确实是一个层，现在我们对于 X 上的层 F 给定层态射

α : j!G → F

将其限制到 U 上有

α|U : (j!G )|U ∼= G → F |U = j−1F

反过来，如果给定层态射

β : G → j−1F = F |U

我们构造映射

j!G (V )→ F (V )

对任意的 s ∈ j!G (V ) ⊂ G (U ∩ V )，由于对任意的 x ∈ V \ U 都存在 Wx ⊂ U ∩ V 使得 s|W = 0，因

此我们得到 V 的开覆盖

V = (V ∩ U) ∪ (
⋃

x∈V \U

Wx)

有 β(s) ∈ F (V ∩ U) 与 0 ∈ F (Wx)，唯一粘成一个 F (V ) 上的截面，得到了态射

j!G → F

容易验证这两种构造是互逆的，从而我们得到了

HomShv(X)(j!G ,F ) ∼= HomShv(U)(G , j
−1F )

也即我们有

j! ⊣ j−1 ⊣ j∗

命题 1.9.2: j! 是 j−1 的左伴随

给定拓扑空间中开集的包含映射 j : U → X，我们有

HomShv(X)(j!G ,F ) ∼= HomShv(U)(G , j
−1F ) = HomShv(U)(G ,F |U)

从而我们知道了 j−1 不仅是左伴随，还是右伴随，这也解释了为什么 j−1 是正合函子. 此时我

们由于 j−1 是右伴随，ΓU 作为整体截面函子也是右伴随，所以知道局部截面函子

Γ(U,−) = ΓU ◦ j−1
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作为右伴随的复合仍然是右伴随，即我们有

HomShv(X)(j!AU ,F ) ∼= HomAb(A,Γ(U,F ))

具体道理如下

HomShv(X)(j!AU ,F ) ∼= HomShv(U)(AU , j
−1F )

∼= HomAb(A,Γ(U, j
−1F )) = HomAb(A,Γ(U,F ))

所以最终我们得到了下面的命题：

命题 1.9.3: 局部截面函子是右伴随

对于 X 的开集 U，我们有

HomShv(X)(j!AU ,F ) ∼= HomAb(A,Γ(U,F ))

Remark 1.9.1

这也解释了为什么之前说截面函子是左正合的，因为它是右伴随.

1.10 The spectrum of a ring

所有环都默认是交换幺环，除非特别指出.

定义 1.10.1

令 A 是一个环，SpecA 定义为所有环同态 A → K 的集合，其中 K 是某些域，并且当存在

下面这样的交换图时，两个同态 A→ K 与 A→ K ′ 我们认为是同一个

K ′

A K

这个是 Grothendieck 的视角，此时我们还不知道 SpecA 是什么东西，但是下面的命题告诉我

们此处的 SpecA 实际上和我们熟知的素谱并无二样.

命题 1.10.1

映射

SpecA→ {A 中的素理想}, (f : A→ K) 7→ Ker f

是一个良定义的双射.
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证明: 显然当对于 f : A→ K，作为环同态，我们有

A/Ker f ≃ Im f

而 Im f 是域的子环，从而是整环，所以 Ker f 是一个素理想. 如果有交换图：

K ′

A K

f ′

f

由于 K → K ′ 是嵌入，所以我们知道 Ker f = Ker f ′. 所以定义是良好的，不依赖于代表元的选取.

下面来验证双射性质，如果 p ⊂ A 是素理想，则 A/p 是一个整环，所以我们可以定义它的分

式域 k(p) := Frac(A/p)，从而有含入

A/p ↪→ k(p)

因此我们有复合映射

fp : A→ A/p ↪→ k(p)

这是一个从 A 到一个域的映射，并且有 Ker fp = p，于是我们构造出了一个从 SpecA 到 A 的素理

想的满射.

事实上，对于任意的映射 f : A→ K，我们都可以对其进行分解，考虑Ker f = p，与 A/p→ K

的分式域的泛性质，我知道有下面的交换图：

k(p)

A A/p

K

∃!

fp

f

交换图告诉我们 fp 与 f 是等价的，在 SpecA中是同一个，所以如果我们有两个映射 f : A→ K 与

f ′ : A→ K ′ 使得 Ker f = Ker f ′ = p，则 f ∼ fp ∼ f ′.

Remark 1.10.1

事实上，我们可以写成

SpecA = colimK∈FLD HomCRing(A,K)

从上面的证明中我们知道两个态射 (f,K) 与 (f ′, K ′) 是相同的，如果 Ker f = Ker f ′. 于是我

们可以定义另外一种等价关系，即 (f,K) 与 (f ′, K ′) 是等价的，当且仅当存在一个公共的扩
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域 L 使得下图交换
K L

A K ′

f

f ′

从而对 K ⊂ K ′，我们有

HomCRing(A,K)

SpecA

HomCRing(A,K
′)

容易验证 SpecA 是一个 cone 的始对象，所以是 colim.

定义 1.10.2: spectrum

我们现在把 SpecA 定义成 A 中所有素理想的集合，称为 A 的 spectrum.

定义 1.10.3: residue field

对于 x ∈ SpecA，存在 x 对应的素理想 px，则

κ(x) := κ(px) = Frac(A/px)

为在 x 点处的 residue field.

定义 1.10.4

对 x ∈ SpecA，我们存在一个自然的映射 A→ κ(x) 将 g 映射为 g(x)，于是我们可以把 A 中

的元素 g 看成是 SpecA 上的函数

g : SpecA→
∐

x∈SpecA

κ(x)

Remark 1.10.2

我们利用之前的视角，一个 x ∈ SpecA 对应的映射

f : A→ K

而这个映射 factor through

A→ κ(x)→ K
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于是 A 中元素 g 在 x 点处的取值可以理解为

g(x) = f(g) ∈ κ(x)

定义 1.10.5: maximal spectrum

给定一个环 A，则 Specmax(A) 定义为 A 中所有极大理想构成的集合，称为 A 的 maximal

spectrum.

1.11 Zariski topology

定义 1.11.1: vanishing locus

令 A 是一个环，对于任意的子集 M ⊂ A，定义

V (M) := {p ⊂ A |M ⊂ p} = {x ∈ SpecA | ∀g ∈M, g(x) = 0}

定义为 M 的 vanishing locus.

命题 1.11.1

对于环 A 与 Spec(A)，有

(1) M ⊂ A，I = (M)，则 V (M) = V (I) = V (
√
I).

(2) V (0) = X，V (1) = ∅.

(3) Ei 为一族子集，则

V

(⋃
i∈I

Ei

)
=
⋂
i∈I

V (Ei)

(4) 对任意两个理想 a, b，有 V (a ∩ b) = V (ab) = V (a) ∪ V (b).

定义 1.11.2: Zariski拓扑

这些结果指出 V (E) 中这些集合适合拓扑空间中的闭集公理，所以称为一个 SpecA 上的拓

扑，我们称之为 Zariski拓扑.

命题 1.11.2

对 A 的理想 a, b 有

V (a) ⊆ V (b) ⇐⇒
√
a ⊇
√
b
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命题 1.11.3: quasi-compact

给定一个环 A，则 SpecA 是 quasi-compacta的.

a代数几何中的拟紧就是开覆盖必有有限子覆盖

证明: 令 SpecA =
⋃

Ui，其中 Ui = V (Mi)
c 是开集，则我们知道

∅ =
⋂

V (Mi) = V
(⋃

Mi

)
令 a 为

⋃
Mi 构成的理想，所以我们知道

V (a) = ∅

假设 a ̸= A，则存在极大理想 m ⊃ a，于是 V (a) 不是空集，所以矛盾. 所以 a = A，所以存在

f1, · · · , fm ∈
⋃

Mi 以及 g1, · · · , gm ∈ A 使得

1 = f1g1 + · · ·+ fmgm

于是我们知道存在一个有限集 J ⊂ I 使得 f1, · · · , fm ∈
⋃
i∈J

Mj，所以我们知道

V

(⋃
i∈J

Mi

)
= V (A) = ∅

也就是 SpecA =
⋃
i∈J

Ui.

命题 1.11.4: Zariski拓扑的开集

对于每个元素 f ∈ A，用 Xf 表示 X = Spec(A) 中 V (f) 的补集，从而 Xf 是开集，则它们

构成 Zariski 拓扑的一组基，并且满足

1. Xf ∩Xg = Xfg.

2. Xf = ∅ 当且仅当 f 幂零.

3. Xf = X 当且仅当 f 可逆.

4. Xf = Xg 当且仅当 r(f) = r(g).

5. Xf 是拟紧的.

6. X 中的一个开子集是拟紧的，当且仅当它是有限个形如 Xf 的集合的并. 集合 Xf 叫做

空间 X 的 distinguished open set.
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Remark 1.11.1

Xf 可以看成是 A 中元素 f 取值在 SpecA 上不为 0 的点，即

Xf = {x ∈ SpecA : f(x) ̸= 0}

我们也常常把 Xf 记为 D(f).

对于 S ⊂ SpecA，我们可以定义理想

I(S) = {f ∈ A : f(p) = 0, ∀p ∈ S} =
⋂
p∈S

p

命题 1.11.5: 闭包的刻画

对任意的子集 S ⊂ SpecA，我们有

V (I(S)) = S

证明: 显然 S ⊂ V (I(S))，反过来，若 V (b) ⊃ S，则对任意的 p ∈ S，都有

p ⊃ b

于是

I(S) ⊃ b

于是

V (I(S)) ⊂ V (b)

所以是闭包.

命题 1.11.6: 闭集与根理想的一一对应

A 是环，则映射 a 7→ V (a) 给出了 A 的根理想与 SpecA 中闭集的一一对应，其逆为 W 7→
I(W ).

证明: 若 a 是理想，则我们有

I(V (a)) =
⋂
p⊃a

p =
√
a

因此 I(V (−)) 在根理想上是恒等态射. 反过来，若 W 是闭集，则

V (I(W )) = W = W

所以得证.

推论 1.11.1

SpecA 中的点 p 是闭点当且仅当 p 是极大理想.
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定义 1.11.3: generic point

对拓扑空间 X 的闭子集 Z 而言，称 x ∈ Z 是 Z 的 generic point，如果 {x} = Z.

于是我们可以看到 p 是 V (p) 的 generic point. 并且他还是 V (p) 的唯一 generic point，因为如

果

V (p) = V (q) =⇒ p = q

因为素理想都是根理想.

1.12 Maps between prime spectra

命题 1.12.1

对于给定的 f : A→ B，存在一个自然的 Spec f 使得

Spec f : SpecB → SpecA, q 7→ f−1(q)

是一个良定义的映射.

Remark 1.12.1

证明不必说，这里我们可以看到上面的观点，即 B → K 可以通过 f 自然变为 A → B → K，

所以

HomCRing(B,K)→ HomCRing(A,K)

自然诱导出

SpecB = colimHomCRing(B,K)→ colimHomCRing(A,K) = SpecA

这个映射在 Zariski 拓扑之下是连续的，从下面的命题就可以看到：

命题 1.12.2

φ : A→ B 是环态射，f : SpecB → SpecA 是诱导的素谱之间的映射，则

(1) f−1(V (a)) = V (φ(a)B).

(2) f−1(D(g)) = D(φ(g)).

(3) f(V (b)) = V (φ−1(b)).

证明: (1) 令 a 是理想，则有

f−1(V (a)) = {p ⊂ B : a ⊂ φ−1(p)} = {p ⊂ B : φ(a) ⊂ p} = V (φ(a)B)
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(2) 对 g ∈ A，我们有

f−1(D(g)) = {p ∈ B : g /∈ φ−1(p)} = D(φ(g))

(3) 我们有

f(V (b)) = V

 ⋂
p∈f(V (b))

p

 = V

(⋂
q⊃b

φ−1(q)

)
= V (φ−1(

√
b)) = V (

√
φ−1(b))

命题 1.12.3

对于 a ⊂ A，商映射 A→ A/a 诱导了一个同胚

f : Spec(A/a)→ V (a) ⊂ SpecA

证明: 令 φ : A→ A/a 是一个商映射，则诱导映射

p 7→ φ−1(p)

给出了 A/a 中素理想与 A 中包含 a 的素理想的一一对应. 于是我们知道 f 是从 Spec(A/a) 到 V (a)

上的连续双射，所以为了证明是同胚，我们只需要证明是闭映射. 特别地，我们有

f(V (b/a)) = {p ∈ SpecA : b/a ⊂ p/a ∈ Spec(A/a)} = V (b)

于是是闭映射，所以同胚.

推论 1.12.1

若环态射 φ : A→ B 是满射，则我们有 SpecB 与 V (Kerφ) ⊂ SpecA 同胚.

推论 1.12.2

令 A 为环，Ared = A/
√
(0) 为 A 的 reduction，则商映射 A→ Ared 诱导了同胚

Spec(Ared) ∼= Spec(A)

证明: 注意到令 a =
√

(0)，则有 V (a) = SpecA.

下面我们观察局部化下素谱的关系.
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命题 1.12.4: 局部化与素谱

(1) 对任意的 f ∈ A，存在一个典范的同胚

ι : Spec(Af )→ D(f) ⊂ SpecA

(2) 若 S ⊂ A 是一个乘法子集，则局部化映射 ℓ : A→ S−1A 诱导了一个同胚

ι : Spec(S−1A)→ D ⊂ Spec(A)

其中

D = {p ∈ SpecA | p ∩ S = ∅}

证明: 只需要证明 (2)，首先我们知道 S−1A 中素理想与 A 中与 S 无交的素理想的一一对应，于

是 ι 是一个连续双射，现在只需要证明是闭映射：

ι(V (a)) = {ℓ−1(q) : q ⊃ a}
= {p ∈ SpecA : p ⊃ ℓ−1(a), p ∩ S = ∅}
= V (ℓ−1(a)) ∩D

故同胚.

1.13 Sheaves defined on basis

定义 1.13.1: B-sheaf

X 是拓扑空间，B 是 X 的一组拓扑基，一个 B-presheaf F 由以下数据组成：

(1) 对每个 U ∈ B，有一个 Abel 群 F (U).

(2) 对任意的 V ⊂ U，U, V ∈ B，我们有限制映射 ρUV : F (U) → F (V )，并且满足 ρUU =

idU，并且 ρUW = ρVW ◦ ρUV 对任意的 B 中 W ⊂ V ⊂ U 成立.

一个 B-presheaf称为一个 B-sheaf，如果对每个 U ∈ B 与任意的 U 的在 B 中开覆盖 {Ui}，
有下面正合列成立

0→ F (U)→
∏
i

F (Ui)→
∏

B∋V⊂Ui∩Uj

F (V )

Remark 1.13.1

注意这里最后一项不似在层中是
∏
i,j

F (Ui ∩Uj) ，这是因为 Ui ∩Uj 不一定在 B 中，所以我们

要写成上面的形式.
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定理 1.13.1: B-sheaf 与 sheaf 范畴等价

X 是拓扑空间，B 是其一个拓扑基，则每一个 B-sheaf F 都唯一对应了一个 sheaf F . 并且

如果给定 B-sheaf 的态射

φ : F → G

会唯一地延拓为层的态射

φ̃ : F → G

并且任意层的态射 F → G 都可以用这种方式得到，即态射的对应是全忠实的. 如果我们用范

畴论的语言说，就是给出了一个范畴等价，令 Shv(X)是 X 上的层范畴，BShv(X)是 X 上

的 B-层范畴，则

Shv(X) ∼= BShv(X)

证明: 我们定义一个限制函子

R : Shv(X)→ Shv(B)

对于任意的 F ∈ Shv(X)，我们对开集 U ∈ B，定义

RF (U) = F (U)

由于 F 是 X 上的层，所以自动满足 B 上的唯一性与存在性条件，所以是 B 上的层
再对于 φ : F → G，我们定义 Rφ 由所有 φU 其中 U ∈ B 组成. 于是可以验证 R 确实是一个

函子.

下面再定义一个延拓函子

L : Shv(B)→ Shv(X)

定义为对于 G ∈ Shv(B)，以及任意的开集 U ∈ X，有

LG (U) = lim←−
V⊂U,V ∈B

G (V )

这个想法就是对于 U 的一个拓扑基开覆盖，LG (U) 中的截面就是所有开覆盖上的截面粘起来，上

面的逆向极限写成等价关系的语言就是 (si, Vi) ∼ (sj, Vj)，如果存在 W ∈ B ⊂ Vi ∩ Vj，有

si|W = sj|W

所以 LG (U) 中的一个元素就是开覆盖上一族相容的截面 (si). 一旦我们定义了 LF (U) 与 LG (U)，

则对于 φ : F → G 是 Shv(B) 上的层的态射，我们就可以去定义 LφU : LG (U) → LG (U)，把 (si)

送到 (φVi(si)). 为了详细地描述这个想法，对于任意的开集 U ⊂ X，我们定义 BU 为 B 中所有被 U

包含的元素的集合，则对 G ∈ Shv(B)，有

LG (U) =

{
(sV ) ∈

∏
V ∈BU

G (V ) : sV |W = sW ,∀W ⊂ V,W, V ∈ B

}
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容易验证这个定义确实就是逆向极限. 如果 U ′ ⊂ U，我们显然知道 BU ′ ⊂ BU，于是投影映射给出
了限制映射，即 ∏

V ∈BU

G (V )→
∏

V ∈BU′

G (V )

从而我们得到了 LG (U)→ LG (U ′) 的限制映射，所以 LG 首先成为一个预层.

由于限制映射就是投影映射，由定义我们显然知道，对于开集 U 与开覆盖 U =
⋃

Vi，如果

LG (U) 的两个截面在每一个 Vi 上的限制都相等，那么自然就是相等的. 所以唯一性得证. 黏合性证

明是取出所有拓扑基，把行为限制在拓扑基上，利用 G 的层的性质来研究.

最后我们要说明 R ◦ L ∼= id，L ◦R ∼= id:

取 B 上的任意一个层 G . 我们应用 L 将其延拓为 X 上的层 L(G )，然后再用 R 将其限制回基

B 上，得到 R(L(G )).

我们需要证明 G 和 R(L(G )) 是自然同构的. 对于任意 U ∈ B，根据定义：

(R(L(G )))(U) = (L(G ))(U) = lim←−
W∈B,W⊆U

G (W )

在右侧的逆极限中，集合 {W ∈ B | W ⊆ U}有一个终对象(final object)，就是 U 本身(因为 U ∈ B).
一个带有终对象的范畴的逆极限就是该终对象上的值. 因此：

lim←−
W∈B,W⊆U

G (W ) ∼= G (U)

这个同构对于所有 U ∈ B 都成立，并且是自然的. 所以 R ◦ L ∼= IdShv(B).

反过来，取 X 上的任意一个层 F . 我们先用 R 将其限制到基 B 上得到 R(F ) = F |B，然后再
用 L 将其延拓回 X 上得到 L(R(F )).

我们需要证明 F 和 L(R(F )) 是自然同构的. 对于 X 中任意一个开集 V，根据定义：

(L(R(F )))(V ) = lim←−
U∈B,U⊆V

(R(F ))(U) = lim←−
U∈B,U⊆V

F (U)

另一方面，因为 F 本身是 X 上的一个层，它的一个基本性质就是其在任一开集 V 上的值，等于

它在覆盖 V 的一个基的所有元素上的值的逆极限. 也就是说，一个在 V 上的截面，等价于在所有

包含于 V 的基开集上的一族相容的截面. 这正是层公理的体现. 因此，我们有自然同构：

F (V ) ∼= lim←−
U∈B,U⊆V

F (U)

结合两个等式，我们得到 (L(R(F )))(V ) ∼= F (V ). 这个同构对所有开集 V 都成立，并且是自然的.

所以 L ◦R ∼= IdShv(X).

1.14 The structure sheaf on the spectrum of a ring

我们现在来定义环 A 在 X = SpecA 上的结构层 OX，首先在主开集上考虑，任给 f ∈ A，我
们思考 OX(D(f))是什么？注意到 D(f)就是 f 取值不为 0的点，于是这个点处的函数意味着 f 可
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逆，从而诱导我们定义

OX(D(f)) = Af

定义 1.14.1

SpecA 中的主开集是形如 U = D(f) 的开集，它们构成 SpecA 的一组拓扑基. 并且我们可以

定义坐标环

OX(U) = Af

Remark 1.14.1

这个定义是良定义的，即不依赖于 U = D(f) = D(g) 的代表元的选取，这是因为 D(f) =

D(g)，则代表着

f ∈
√
(g), g ∈

√
(f)

于是存在正整数 m,n 以及 c, t ∈ A 使得

gn = cf, fm = tg =⇒ fmn = (tg)n = tncf

于是我们可以有自然的映射

φ : Af → Ag,
a

f
7→ ca

gn

与自然的映射

ψ : Ag → Af ,
b

g
7→ tb

fm

于是复合之下得到

ψ ◦ φ : Af → Af ,
a

f
7→ tnca

fmn

我们注意到

tncaf − fmna = a(tncf − fmn) = 0

所以得到
a

f
=
tnca

fmn
∈ Af

所以我们得到

φ ◦ ψ = 1, ψ ◦ φ = 1

于是

Af = Ag

定理 1.14.1

A 是一个环，B 是其主开集基，则 OX 是 B 上的一个层.
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证明: 回忆，对于 U = D(f)，我们有

OSpecA(U) = A[f−1]

令 U = D(f) =
⋃
i∈I

Ui，其中 Ui = D(fi)，我们下面只需要说明

A[f−1] = OSpecA(U) = Ker

(∏
i∈I

OSpecA(Ui)→
∏
i,j∈I

OSpecA(Ui ∩ Uj)

)

这个验证由下面的交换代数引理可证.

引理 1.14.1

令 R 是一个环，f1, · · · , fr ∈ R 为单位理想的一组生成元，则对于任意的 R-模 M，下面序列

正合

0→M →
r∏
i=1

Mfi →
∏
i,j

Mfifj

定义 1.14.2: structure sheaf

SpecA 的 structure sheaf OSpecA 是 B-sheaf OX 唯一延拓出来的 sheaf.

我们还可以以一种显式的方式去定义 SpecA 上的层：对于任意的 p ∈ SpecA，令 Ap 为 p 处

的局部化，对于任意一个开集 U ⊂ SpecA，我们可以定义 O(U) 为所有函数

s : U →
∐
p∈U

Ap

使得对任意的 p，s(p) ∈ Ap，并且 s 满足：对于任意的 p ∈ U，存在 p 的一个开邻域 V ⊂ U 与

a, f ∈ A 使得对于任意的 q ∈ V，有 f /∈ q 并且 s(q) = a/f ∈ Aq.

于是现在很显然满足条件的这些函数构成了一个含幺的交换环，所以 O(U) 是一个交换幺环，

此时对于 V ⊂ U，我们可以自然地定义出函数的限制

O(U)→ O(V )

并且这是一个环同态，可以验证(好累啊我不验证了) O 就是一个 SpecA 上的层.

命题 1.14.1: 结构层的整体截面与茎

A 是一个环，OX 是 X = SpecA 上的层，则

(1) 对于任意的 x ∈ SpecA，有在 x 处的茎 OX,x = (OX)x ∼= Apx .

(2) 特别地，Γ(X,OX) ∼= A.
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证明: (1) 考虑 X 主开集基 B，则我们可以知道

OX,x = colimx∈U∈B OX(U) = colimx∈U,U=D(f)A[f
−1] =: B

回忆局部化实际上就是滤过余极限，所以这里的 B 就是 Apx .

(2) 取 f = 1 得到

Γ(D(1),OX) = O(X)(D(1)) = A1 = A

在代数几何中，Af 和 Ap 有不同的作用，Af 对应移除 hypersurface V (f) 而 Ap 刻画了在 p 点

有定义的正则函数.

1.15 Irreducibility and connectedness

定义 1.15.1: Irreducible

拓扑空间 X 的子集 Y 称为 irreducible，如果不能表示为两个真闭子集的并，即不能写为

Y = Y1 ∪ Y2

其中 Y1 ⊊ Y, Y2 ⊊ Y 并且在 Y 中是闭集. 空集不认为是不可约的.

Remark 1.15.1

不可约空间的开集是不可约的，并且稠密. 这个我们可以考虑 X 是不可约空间，其中 U 是 X

的一个开集，由于 X 不可约，所以对任意的非空开集 V，我们有 U ∩V 非空，否则 V c∪U c =

X，与 X 不可约矛盾. 下面假设 U = A∪B，其中 A,B 是 U 的闭集，则存在 X 的闭集 F,G

使得 A = F ∩ U，B = G ∩ U . 于是我们知道

U ⊂ F ∪G

于是我们知道

X = U ⊂ F ∪G

于是 X = F ∪G，结合 X 的不可约知道 F = X 或者 G = X，所以 A = U 或者 B = U .

Remark 1.15.2

Y 是 X 的不可约子集，则 Y 在 X 中也不可约. 设 Y 的闭子集 A,B 使得

Y = A ∪B

注意此时有 A,B 也是 X 的闭子集，于是取

F = Y ∩ A, G = Y ∩B

为 Y 的闭子集，并且 Y = F ∪ G，所以有 F = Y 或者 G = Y . 这告诉我们 Y ⊂ A 或者



CHAPTER 1. SHEAVES 38

Y ⊂ B. 于是 Y ⊂ A 或者 Y ⊂ B. 所以 Y 不可约.

命题 1.15.1

A 是一个环，则

(1) SpecA 的闭子集 Z 是不可约的当且仅当 Z = V (p)，其中 p 是素理想.

(2) 空间 SpecA 是不可约的当且仅当 A 只有一个极小素理想，或者等价地，
√

(0) 是素理

想.

证明: (1)首先容易看到 V (p) = {p}，而单点集的闭包是不可约的，所以一方面得证.另外一方面，

如果 Z = V (a) 是不可约的，若存在理想 I, J 使得

V (a) ⊂ V (I) ∪ V (J) = V (IJ)

我们有

IJ ⊆
√
IJ ⊆

√
a

由于

V (a) = (V (I) ∩ V (a)) ∪ (V (J) ∩ V (a))

由 Z 的不可约性，我们不妨设 V (I) ∩ V (a) = V (a)，于是知道 V (a) ⊂ V (I)，也就是

I ⊂
√
I ⊂
√
a

所以得到
√
a 是素理想.

(2) 由于 SpecA = V (
√

(0))，所以 SpecA 不可约当且仅当
√

(0) 是素理想.

推论 1.15.1

若 A 是整环，则 SpecA 是不可约的.

下面我们讨论连通性的问题，首先看一个例子：假设 A = A1×A2 是两个非平凡环 A1 和 A2 的

直积. 在 A 中，我们有两个正交幂等元 e1 = (1, 0) 和 e2 = (0, 1)；它们满足关系 e21 = e1，e1e2 = 0，

e22 = e2 以及 e1 + e2 = 1.

谱 SpecA分解为两个闭集 V (ei)的不相交并集 SpecA = V (e1)∪V (e2). 事实上，由于 e1+e2 =

1，可知 V (e1) ∩ V (e2) = V (e1, e2) = ∅. 由于 e1e2 = 0，对于每个素理想 p ∈ SpecA，要么 e1 ∈ p，

要么 e2 ∈ p，因此 V (ei) 覆盖了 SpecA. 于是我们得到了结论：

命题 1.15.2

非平凡直积环的素谱是不连通的.
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其实我们还有进一步的结论：

命题 1.15.3: 连通性的刻画

SpecA 不连通当且仅当 A 同构于两个非平凡环的直积 A1 × A2.

证明: 一个方向我们已经证明了，现在证明如果不连通则同构于直积. 令 X = SpecA，若可以表

示为不交开集之并 X = U1 ∪ U2，则我们有正合列

0→ OX(X) = A→ OX(U1)× OX(U2)→ OX(U1 ∩ U2) = 0

于是我们立刻得到

A ∼= OX(U1)× OX(U2)

1.16 Étalé spaces

定义 1.16.1: local homeomorphism

一个连续映射 f : X → Y 称为 local homeomorphism 如果存在 X 的开覆盖 {Ui} 使得
f |Ui

: Ui → Y 是一个开拓扑嵌入(单射+连续+开映射).

定义 1.16.2: Étalé spaces

令 X 为一个拓扑空间，一个对 (E, π)，其中 E 是一个拓扑空间，π : E → X 是一个局部同

胚，称为 X 上的 Étalé space. 令 (E1, π1) 与 (E2, π2) 都是 X 上的Étalé space，则他们之间

的态射 f : (E1, π1)→ (E2, π2) 为连续函数 f : E1 → E2 使得 π1 = π2 ◦ f .

E1 E2

X

f

π1 π2

E 在 x 处的 fiber 定义为 Ex = π−1(x)，映射 f 自然诱导了在 fiber 处的态射 fx : (E1)x →
(E2)x.

我们下面将说明所谓的Étalé space over X 与 X 上的层实际上是一个范畴等价的关系，下面将

X 上的Étalé space 范畴记为 Ét/X. 我们将会定义两个函子

F : Ét/X → Shv(X), G : PreShv(X)→ Ét/X
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然后说明 G ◦ F 同构于恒等函子，F ◦G 同构于层化函子，从而 F 和 G 限制在 Shv(X) 上就说明

了 Ét/X 与 Shv(X) 的范畴等价.

令 (E, π) 为 X 上的一个Étalé space，则我们可以定义一个预层 E 如下：

E (U) := {s : U → E : section} = {s : U → E : π ◦ s = idU}

即给出所有 U 到 E 的截面. 事实上这是一个 sheaf of E-valued funtions，因为函数自然是满足层的

要求的.

令 f : (E1, π1) → (E2, π2) 为Étalé space 之间的态射，E1,E2 为对应的层，则对于 U ⊂ X 与

s ∈ E1(U)，我们有

E1 E2

U ⊂ X

f

π1

π2s

从而有

π2 ◦ (f ◦ s) = (π2 ◦ f) ◦ s = π1 ◦ s = idU

于是有 f ◦ s ∈ E2(U)，从而我们定义了态射

f̂ : E1 → E2, f̂U(s) = f ◦ s

从而我们成功定义了一个函子

F : Ét/X → Shv(X)

引理 1.16.1

令 (E, π) 为 X 上的Étalé space，E = F (E, π)，则

(1) 映射 τx : Ex → Ex, s 7→ s(x) 对于任意的 x ∈ X 都是双射.

(2) E 的拓扑是使得对于任意的 U ⊂ X，s ∈ E (U) 连续的最细的拓扑.

证明: (1) 对于 x ∈ X，茎 Ex 是等价类对 (U, s) 的集合，其中 U 是 x 的开邻域，s : U → E 是 π

的一个截面. 这里，如果在 x 的某个开邻域 W ⊆ U ∩ V 上满足 s|W = t|W，则称 (U, s) 与 (V, t) 等

价.

对于 e ∈ E，x := π(e)（即 e ∈ Ex），存在一个开邻域 e ∈ V ⊆ E 使得 π|V 是到其开像的同胚.

那么 (π|V )−1 显然是 π 的一个截面，且满足 (π|V )−1(x) = e. 这说明对于每个 x ∈ X，映射 τx 是满

射.

设 s : U → E 和 s′ : U ′ → E 是两个截面，且对于某点 x ∈ U ∩ U ′ 满足 s(x) = s′(x) =: e.

那么存在开集 e ∈ V ⊆ E 使得 π|V : V → π(V ) 是到其开像的同胚. 我们令 W := π(V ) ∩ U ∩ U ′，

并用 π|−1
V (W ) 替换 V . 此时 π|V : V → W 依然是同胚，且 x ∈ W ⊆ U ∩ U ′ 是开集. 于是有

s|W ◦ π|V = idV = s′|W ◦ π|V，由此可得 s|W = s′|W . 因此，对于每个 x ∈ X，τx 是单射.
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(2) 回想在 direct image topology 中，E 的子集 W 是开集当且仅当对于每个开集 U ⊆ X 和截

面 s ∈ E(U)，s−1(W ) ⊆ X 都是开集. 这对于 E 的拓扑是成立的，因为每个截面都是到其开像的同

胚，且我们已经在证明的第一部分看到 E 允许一个由截面的像构成的开覆盖.

现在我们来为每个预层附上一个Étalé space. 令 E 为 X 上的一个预层，令

E :=
∐
x∈X

Ex

给出映射

π : E → X, Ex ∋ e 7→ x

对于 s ∈ E (U)，我们可以定义映射

fU,s : U → E, x 7→ sx

我们令 E 上的拓扑为使得这些映射连续的最细的拓扑. 下面我们来说明 (E, π) 是一个Étalé space.

首先 π 是连续的，对于 U ⊂ X，对任意的 W ⊂ X 与 s ∈ E (W )，我们有

f−1
W,s(π

−1(U)) = f−1
W,s

(∐
x∈U

Ex

)
= W ∩ U

是开集，所以 π−1(U) 由拓扑构造知道是开集.

令 e ∈ E，x := π(E)，则 e ∈ Ex，于是存在 x ∈ U ⊂ X 与 s ∈ E (U) 使得 sx = e. 注意到

π ◦ fU,s = idU

令 V = fU,s(U)，则我们知道

fU,s ◦ πV = idV

因此 π|V 与 f |U,s 是互逆的. 我们还有

(fU ′,s′)
−1(V ) = {y ∈ U ′ ∩ U : s′y = sy} ⊂ X

芽相等说明在一个小邻域内相等，所以每个点都在这个集合内有小邻域，所以这个原像是开集，利

用 E 上的拓扑构造，我们知道 V 是开集. 于是我们发现 π 就是一个局部同胚，于是是Étalé space.

Remark 1.16.1

E 的拓扑基可以由如下显示刻画

BU,s = {sx : x ∈ U}

这也在一方面解释了平展空间的名字，我们对其拓扑上水平切片.

现在令 f̂ : E1 → E2 为预层之间的态射，令 (E1, π1) 与 (E2, π2) 为对应的Étalé space，我们定义

映射

f : E1 → E2, (E1)x ∋ e 7→ f̂x(e) ∈ (E2)x

容易验证

π1 = π2 ◦ f
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还有

(f ◦ fU,s)(x) = f(sx) = (̂f)(s)x = fU,̂(f)s(x)

因此我们知道

f ◦ fU,s = fU,f̂(s)

是连续的，由 E 的拓扑构造，我们知道 f 是连续的，从而我们得到了函子

G : PreShv(X)→ Ét/X

引理 1.16.2

存在一个从 F ◦G 到层化 (−)+ 的自然同构.

证明: 令 E 为 X 上的一个预层，令 (E, π) = G(E )，E ′ = F (E, π)，我们知道 fU,s 是 (E, π) 的一

个截面，因此是 E ′(U) 中的一个元素. 所以我们定义了预层态射

κ : E → E ′, E (U)→ E ′(U), x 7→ fU,s

令 x ∈ X 为任一点，由构造我们知道
Ex = Ex

并且我们知道存在双射

τx : E ′
x → Ex = Ex, s̃ 7→ s̃(x)

对 U ⊂ X，s ∈ E (U)，我们有

τx(κx(sx)) = τx((fU,s)x) = fU,s(x) = sx

因此

τx ◦ κx = idEx

知道 κx 是一个双射，于是诱导了同构

κx : Ex → E ′
x

观察下图：

Ex E +
x

E ′
x

θx

κx
φx

层化泛性质告诉我们存在唯一的

φx ◦ θx = κx

由于 θx 和 κx 都是同构，所以 φx 也是同构，也就是说 φ : E + → E ′ 是同构，所以与层化同构. 自然

性不再验证.
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引理 1.16.3

存在一个 G ◦ F 到恒等函子的自然同构.

证明: 令 (E, π) 是一个Étalé space over X，E = F (E, π)，(E ′, π′) = G(E )，我们有双射

τx : Ex → Ex

根据构造，我们知道

E ′ =
∐
x∈X

Ex

从而给出了一个双射

τ : E ′ → E

使得

π ◦ τ = π′

对于 U ⊂ X，s ∈ E (U)，我们有

τ(fU,s(x)) = τ(sx) = s(x)

因此

τ ◦ fU,s = s

回忆 E ′ 的拓扑构造，我们知道 τ 是一个同胚：

W ⊂ E is open ⇐⇒ s−1(W ) ⊂ Xis open for every s : U → E

⇐⇒ f−1
U,s(τ

−1(W )) ⊂ Xis open for every s : U → E

⇐⇒ τ−1(W ) ⊂ E ′ is open

自然性不再验证.

综合上面的两个引理，我们立刻得到：

定理 1.16.1: Étalé space 主定理

令 X 为拓扑空间，则 F 与 G 得到了 Ét/X 到 Shv(X) 的范畴等价.
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2.1 Locally ringed space

定义 2.1.1: ringed space

一个 ringed space 是一个对 (X,OX)，由一个拓扑空间 X 和其上的层组成. 环化空间

(X,OX) 到 (Y,OY ) 的一个态射是一个对 (f, f ♯)，其中 f : X → Y 是连续映射，f ♯ : OY →
f∗OX 是 Shv(Y ) 上环层的态射.

定义 2.1.2: local map

一个关于局部环 A，B 的环同态 φ : A→ B 称为 local map，如果 φ−1(mB) = mA.

Remark 2.1.1

一个局部环的环同态 φ 是局部映射当且仅当 Spec(φ) 将闭点送到闭点.

定义 2.1.3: locally ringed space

一个环化空间 (X,OX) 被称为 locally ringed space，如果对于 ∀x ∈ X，都有 OX,x 是一个
局部环. 局部环化空间 (X,OX) 到 (Y,OY ) 的一个 morphism 是一个环化空间的态射 (f, f ♯)，

满足对于任意的 x ∈ X，诱导出的态射

f ♯x : OY,f(x) → OX,x

是一个局部映射. 局部环化空间之间的同构是一个有双边逆的态射，也就是说如果 (f, f ♯) 是

一个同构，则 f 是一个同胚，f ♯ 是层之间的同构.

Remark 2.1.2

对于任意的 V ⊂ Y，由一族与限制映射相容的态射

f ♯(V ) : OY (V )→ OX(f−1(V ))

44



CHAPTER 2. SCHEMES 45

决定，并且对于 V ′ ⊂ V，有下图交换：

OY (V ) OX(f−1(V ))

OY (V ′) OX(f−1(V ′))

f♯(V )

f♯(V ′)

由 f−1 ⊣ f∗ 的伴随我们知道

定理 2.1.1

对于两个环化空间 (X,OX) 与 (Y,OY )，如果有连续映射 f : X → Y，则

HomShv(X)(f
−1OY ,OX) ∼= HomShv(Y )(OY , f∗(OX))

于是我们有

Hom((X,OX), (Y,OY )) ∼= {f : X → Y and f ♯ : OY → f∗OX} ∼= {f : X → Y and f ♭ : f−1OY → OX}

于是我们知道环化空间的态射可以用两种方式刻画：

(f, f ♭) ⇐⇒ (f, f ♯)

2.2 SpecA as locally ringed space

如果 A 是一个环，则 SpecA 就是一个局部环化空间 (SpecA,OSpecA).

命题 2.2.1

φ : A→ B 是环的同态，则 φ 诱导了一个自然的环化空间的态射

(f, f ♯) : (SpecB,OSpecB)→ (SpecA,OSpecA)

证明: 给定一个同态

φ : A→ B

我们有一个自然的映射

f : SpecB → SpecA, p 7→ φ−1(p)

对于任意的理想 a ⊂ A，我们立刻能得到

f−1(V (a)) = V (φ(a))

所以 f 是连续函数，对于任意的开集 V ⊂ SpecA，我们要构造一个环同态

f ♯ : OSpecA(V )→ OSpecB(f
−1(V ))
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我们先对基本开集构造出一个 B-sheaf 之间的态射，然后就自然唯一对应一个层之间的态射. 给定

D(g) ⊂ SpecA，则我们有

f−1(D(g)) = D(φ(g))

所以我们有

OSpecA(D(g)) = Ag → OSpecB(D(φ(g))) = Bφ(g)

中间的映射由
a

gn
7→ φ(a)

φ(g)n

诱导，这个映射很显然定义了一个 B-sheaves 之间的映射，任给 D(h) ⊂ D(g)，我们有

OSpecA(D(g)) OSpecB(D(φ(g))) Ag Bφ(g)

=

OSpecA(D(h)) OSpecB(D(φ(h))) Ah Bφ(h)

这个交换图是自然的. 于是我们得到 B-sheaves 之间的态射，从而唯一对应一个态射

f# : OSpecA → f∗OSpecB

现在只需要证明对任意的 p ∈ SpecB，f#
p 是局部映射即可. 我们回忆一下在茎上的态射是如何诱导

的，如下交换图道尽一切

OSpecA(D(g)) OSpecB(D(φ(g))) Ag Bφ(g)

=

OSpecA,φ−1(p) OSpecB,p Aφ−1(p) Bp

于是自然就是局部化之后的映射

f#
p = φp : Aφ−1(p) → Bp

自然有

f#
p (qAq) ⊆ pBp, q = φ−1(p)

所以是局部映射.
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2.3 Schemes

定义 2.3.1: Affine scheme

一个 affine scheme 是一个局部环化空间 (X,OX) 使得存在某个环 A，满足

(X,OX) ∼= (SpecA,OSpecA)

如果 X 是一个局部环化空间，U ⊂ X 是一个开集，则自然有

(U,OX |U)

是局部环化空间，但不一定变成仿射概形. 但是在局部上仍然是仿射的，因为有主开集构成的拓扑

基，而主开集与限制在主开集上的层同构于局部化的结构层，所以局部是仿射的.

定义 2.3.2: Scheme

一个 scheme 是一个局部环化空间 (X,OX) 使得存在一个开覆盖 {Ui} 使得 (Ui,OX |Ui
) 是仿

射概形. 换言之，概形即局部同构于仿射概形的局部环化空间.

因此，一个概形由一个拓扑空间 X 和一个开覆盖 {Ui ∼= SpecAi} 与层 OX 构成，满足

OX |Ui
∼= OSpecAi

对于任意的 x ∈ X，我们可以通过 affine 的情况计算 stalk，即如果 x ∈ U = SpecA，对应素理想

p，则有

OX,x = (OX |U)x = Ap, mx = pAp, κ(x) = Ap/pAp

定义 2.3.3: morphism of schemes

两个概形 X 和 Y 之间的 morphism 就是他们作为局部环化空间的态射. 因此概形构成了一

个范畴，记为 Sch，而仿射概形记为 AffSch，构成概形范畴的一个满子范畴.

现在我们来看一看如何将仿射概形 SpecA 中的主开集 D(f) 推广到一般概形 X 上的开集. 对

于仿射概形 SpecA，f ∈ A = OSpecA(SpecA)，我们的定义是

D(f) = {p ∈ SpecA : f /∈ p}

我们从 stalk 的角度来看这个事情，对于 x ∈ SpecA，对应一个素理想 px ⊂ A，该点的茎是局部环

OSpecA,x = Apx

有唯一的极大理想

mx = pxApx
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所谓的元素 f /∈ px，就表示 f 在 Apx 中是一个单位，从而不在极大理想中，也就是

x ∈ D(f) ⇐⇒ fx /∈ mx

几何直观大抵是如果 f 在 x 点取值不为 0，则 f 在 x 处对应的函数芽是可逆的，也就是不落在极

大理想中. 受启发，我们可以做如下定义.

定义 2.3.4: 概形中的开集

给定概形 (X,OX)，任取 s ∈ OX(X)，我们定义集合

D(s) = {x ∈ X : sx /∈ mx}

要说明我们定义出来的东西确实是一个开集，我们需要如下的引理：

引理 2.3.1: 可逆是局部性质

令 X 为概形，s ∈ OX(U) 为截面.

(1) 如果存在 x ∈ U 使得 sx 在 OX,x，则存在开集 U ⊃ V ∋ x 使得 s|V 在 OX(V ) 中可逆.

(2) 如果对于任意的 x ∈ U，sx 在 OX,x 中都是可逆的，则 s 在 OX(U) 中可逆.

证明: (1) 令 tx ∈ OX,x 为 sx 的逆，则我们有

sx · tx = 1 ∈ OX,x

由茎的定义，我们知道存在 x 的开邻域 V 使得存在 tV 令

(tV )x · · · sx = 1

适当缩小 V 可以得到

tV · sV = 1

即 s 在 OX(V ) 中可逆.

(2) 我们现在知道可以找到一个 U 的开覆盖 {Vi} 与截面 ti ∈ OX(Vi) 使得

ti · · · s|Vi = 1 ∈ OX(Vi)

由于逆的唯一性，有

ti|Vi∩Vj = s|−1
Vi∩Vj = tj|Vi∩Vj

因此 ti 可以唯一地粘成 t ∈ OX(U)，并且知道

st = 1 ∈ OX(U)

因此 s 可逆.
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定理 2.3.1

如上定义的 D(s) 是开集.

证明: 对于 s ∈ D(s)，有 sx /∈ mx，所以知道 sx 在 OX,x 中可逆，从而存在 x 的开邻域 V 使得 s

在 OX(V ) 中可逆，从而对于 V 中的任意一点 y，都有 sy 可逆，从而 V ⊂ D(s)，所以 D(s) 是开

集.

2.4 Maps into affine schemes

下面是概形论中的重要结果：

定理 2.4.1

令 X 是一个概形，A 是一个环，则存在一个典范双射

HomSch(X, SpecA) ∼= HomCRing(A,OX(X))

实际上，这是 Spec 函子与整体截面函子之间的伴随 Γ ⊣ Spec：

HomCRingop(Γ(X,OX), A) ∼= HomCRing(A,Γ(X,OX)) ∼= HomSch(X, SpecA)

证明: 记 SpecA = Y，首先证明是单射，假设存在 (f, f#) 与 (g, g#) 两个不同的概形态射，并且

f# 与 g# 诱导了相同的环态射

φ : A→ OX(X)

令 x ∈ X，p ⊂ A 对应 y = f(x)，令 ℓ : A → Ap 为局部化的典范映射，ρx : OX(X) → OX,x 为芽态

射，则有交换图
A = OY (Y ) OX(X)

Ap = OY,f(x) OX,x

φ

ρx

f#x

于是我们知道

p = ℓ−1(pAp) = ℓ−1((f#
x )

−1(mx)) = φ−1(ρ−1
x (mx))

于是我们发现 f(x) 仅与 ρx 与 φ 相关，所以 f = g.

现在我们要说明 f# = g# 作为层态射 OY → f∗OX，注意到 Y = SpecA 为仿射概形，于是我
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们只需要在主开集上验证即可. 对 h ∈ A，考虑

OY (Y ) OX(X) A OX(X)

=

OY (D(h)) OX(f
−1(D(h))) Ah OX(f

−1(D(h)))

φ φ

f#(D(h)) f#
D(h)

由局部化的泛性质
A

Ah OX(f
−1(D(h)))

f#
D(h)

=g#
D(h)

立刻得到

f# = g#

下面说明满射，令 φ : A → OX(X) 为一个环态射，我们将定义一个概形态射 f : X → Y 使得

f#
Y = φ. 考虑到之前通过整体截面确定拓扑映射的方法，我们可以定义如下：对 x ∈ X，考虑映射

A
φ→ OX(X)

ρx→ OX,x

定义

f(x) = φ−1(ρ−1
x (mx))

然后我们验证这样定义的 f 确实是连续的，对任意的开集 D(g) ⊂ SpecA，我们有

f−1(D(g)) = {x ∈ X : f(x) ∈ D(g)}
= {x ∈ X : g /∈ (ρx ◦ φ)−1(mx)}
= {x ∈ X : ρx(φ(g)) /∈ mx}
= {x ∈ X : (φ(g))x /∈ mx}
= D(φ(g))

由于 D(φ(g)) 我们前面已经证明了是开集，因此 f 是连续的.

最后，由于可逆是局部性质，φ(g)|D(φ(g)) 在 OX(D(φ(g))) 中是可逆的，因此由局部化的泛性

质，我们立刻得到一个环态射

Ag → OX(D(φ(g)))

过程如下：
A OX(X)

Ag OX(D(φ(g)))
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具体元素为
a

gn
7→

φ(a)|D(φ(g))

(φ(g)|D(φ(g)))n

对于 D(h) ⊂ D(g)，我们也有自然的交换图成立

Ag OX(D(φ(g)))

Ah OX(D(φ(h)))

因此我们成功定义了环态射 f#
D(g)，并且知道可以唯一得到一个层态射

f# : OY → f∗OX

为了说明 (f, f#) 是环化空间的态射，我们需要说明在茎上的诱导态射是局部态射，即检查

f#
x (pAp) ⊂ mx

其中 p 对应 f(x) 在 A 中的素理想，等式成立由下图立刻得到

A = OY (Y ) OX(X)

Ap = OY,f(x) OX,x

φ

ρx

f#x

最后，如果我们令 g = 1，则得到 φ(g) = 1，从而给出了原始的环态射

φ : A→ OX(X)

因此 φ 确实由 (f, f#) 诱导. 自然性不再验证.

Remark 2.4.1

在上面的证明中，我们没有使用到 X 有一个仿射概形开覆盖，所以这个定理实际上对于任意

的局部环化空间都成立.

推论 2.4.1

对于任意概形 X，存在一个典范态射 θ : X → SpecOX(X). 如果 f : X → SpecA 为到仿射概

形的态射，则 f 唯一地 factor through h : SpecOX(X)→ SpecA，使得 f = h ◦ θ.

证明: 交换图道尽一切：

X SpecOX(X) OX(X) OX(X)

⇐⇒

SpecA A

θ

f
h

id

ĥ◦id
ĥ
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Remark 2.4.2

考虑

A1 = SpecZ[t]

与一个概形 X，则我们知道

HomSch(X,A1) = HomCRing(Z[t],OX(X)) ∼= OX(X)

而如果考虑 SpecZ，则有

HomSch(X, SpecZ) = HomCRing(Z,OX(X)) ∼= {∗}

即 SpecZ 为概形范畴中的终对象.

2.5 AffSch is dual to CRing

已知我们有函子

Spec : CRingop → AffSch

对任意的 φ : A→ B，Spec 函子将其送到

(f, f#) : SpecB → SpecA

与整体截面函子

Γ: AffSch→ CRingop

由上一节的定理我们知道

Γ ⊣ Spec

于是我们有单位和余单位

εidAffSch → Spec ◦Γ, η : Γ ◦ Spec→ idCRingop

首先观察单位，即

Γ(SpecA,OSpecA) = A

所以单位是自然同构，而对于余单位与给定的

(X,OX) ∼= (SpecA,OSpecA)

我们有

Spec(Γ(X,OX)) ∼= Spec(Γ(SpecA,OSpecA)) ∼= SpecA

于是余单位也是自然同构，所以伴随对给出了范畴等价：
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定理 2.5.1: Main theorem of affine shcemes

函子

Spec : CRingop → AffSch, Γ: AffSch→ CRingop

给出了两个范畴间的等价：

AffSch ≃ CRingop

于是我们知道仿射概形完全由其在整体截面上的信息刻画.

2.6 Schemes over a ring

在现代代数几何中，相较于绝对的版本，我们更喜欢相对的版本.

定义 2.6.1: A-schemes

所谓 scheme over A 或者说 A-scheme 是一个概形 X 与一个态射 X → SpecA，而 A-

schemes 之间的态射是一个概形的态射 f : X → Y 使得下图交换

X Y

SpecA

f

我们把 schemes over A 范畴记为 Sch/A，其由 affine schemes over A 构成的满子范畴记作

AffSch/A.

Remark 2.6.1

回忆 SpecZ 是概形终对象，所以我们自然有

Sch/Z = Sch

定理 2.6.1

A 是一个环，则 AffSch/A 是 A-代数范畴 Alg/A 的对偶，其函子为 X 7→ OX(X).

证明: 设 X = SpecB，Y = SpecC，则我们有下面交换图

SpecB SpecC B C

⇐⇒

SpecA A



CHAPTER 2. SCHEMES 54

于是立刻知道.

因此一个概形 SpecB 是 over A 的当且仅当 B 是一个 A-代数，而态射 SpecB′ → SpecB 是一

个 over A 的态射当且仅当 B → B 是一个 A-代数态射.

2.7 Open subschemes and open embeddings/immersions

若 X 是一个概形，U ⊂ X 是一个开集，则我们知道 OX |U 是 U 上的层，使得 (U,OX |U) 成为
一个局部环化空间. 实际上这还是一个概形，考虑 X 被仿射概形 Vi = SpecAi 覆盖，由于 U ∩ Vi
在 Vi 中是开集，从而可以被主开集覆盖，于是我们可以用仿射概形覆盖 U .

定义 2.7.1: open subscheme

X 是概形，U ⊂ X 是开集，则 (U,OX |U) 是 X 的一个 open subscheme，并且称 U 上的概

形结构为 induced scheme structure.

定义 2.7.2: open embeddings/immersions

概形之间的态射 ι : V → X 被称为一个 open embedding 或者 open immersion，如果它

是到 X 上一个开子概形的同构.

定义 2.7.3: 开浸入的等价定义

概形之间的态射 ι : (V,OV )→ (X,OX)是开浸入，如果满足 (1)拓扑空间的态射 ι : V → X 是

拓扑开嵌入，(2) 结构层的映射 ι# : OX → ι∗OV 是同构.

2.8 Closed embeddings/immersions and closed subschemes

定义 2.8.1: Closed embeddings and closed subschemes

一个态射 ι : Z → X 被称为 closed embedding 或者 closed immersion，如果存在 X 的一

个仿射开覆盖 {Ui} 使得对任意 i，有

(1) ι−1(Ui) 是仿射的. (2) ι# : OX(Ui)→ ι∗OZ(Ui) 是满射.

在这种情况下，我们称 Z 是 X 的一个 closed subscheme. 两个 closed subschemes Z 和 Z ′

被认为是 equal，如果存在同构 φ : Z → Z ′ 使得 ι = ι′ ◦ φ.
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Remark 2.8.1

定义中的 ι−1(Ui)并不仅指一个集合，而是配备上其上的层变成一个概形，令 Vi = ι−1(Ui)，这

里的环化空间实际上为

(Vi,OZ |Vi)

Remark 2.8.2

闭子概形并不像开子概形那样好定义. 直觉上来看，一个 X 的闭子概形 Z 首先要在拓扑上作

为闭集嵌入，这时可能会有很多种结构层的选择方式. 一个有启发性的例子是 SpecA/a，他自

然地闭嵌入到 V (a) ⊂ SpecA 中. 而所谓的闭子概形就是局部上类似于 SpecA/a→ SpecA 的

概形.

我们在上面的定义中并没有看到拓扑信息，实际上已经隐藏在其中了，我们先看一个简单的拓

扑引理.

引理 2.8.1

如果一个集合在开覆盖的每一个局部里都是闭的，那么它在整体上就是闭的. 换句话说，设

{Ui} 是 X 的开覆盖，如果 W ∩ Ui 是 Ui 中的闭集，则 W 是 X 中的闭集.

现在我们假设 Ui = SpecAi，由于 OX(Ui)→ OZ(ι
−1(Ui)) 是满射，令

ai = Ker
(
OX(Ui)→ OZ(ι

−1(Ui))
)

因此我们知道

OZ(ι
−1(Ui)) ∼= Ai/ai

因此我们可以把 ι−1(Ui)→ Ui 看成是映射

Spec(Ai/ai)→ SpecA

使得有

ι(Z) ∩ Ui = V (ai) ⊂ Ui

从而 ι(Z) 在开覆盖的局部都是闭的，所以 ι(Z) 在 X 中是闭的，更多的，我们还看出来在每个局

部上

ι : ι−1(Ui)→ ι(Z) ∩ Ui

都是同胚，而同胚是 locally on the target 的，所以自然知道

ι : Z → ι(Z) ⊂ X

是拓扑同胚. 于是我们可以把 Z 看成是 X 的一个闭子集 V = ι(Z)，其上的层定义为 OV = ι∗OZ .

Remark 2.8.3

为了简单起见，我们会用 V (a) 来表示闭集 V (a) ⊂ SpecA 以及对应的闭子概形. 具体是哪种

情况可以从语境中判断出来.
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定义 2.8.2: 闭浸入的等价定义

成概形态射 ι : Z → X 为闭浸入，如果满足 (1) 拓扑空间上的态射 ι : Z → X 为闭嵌入，(2)

结构层的映射 ι# : OX → ι∗OZ 是层满射.

定义 2.8.3: locally closed immersion

态射 f : Z → Y 如果可以分解为

Z
i→ U

j→ Y

其中 i 是一个闭浸入，j 是一个开浸入，则称 f 为 locally closed immersion.

命题 2.8.1: 局部闭浸入+像闭可以得到闭浸入

像集闭的局部闭浸入是闭浸入.

2.9 Points in schemes

在仿射空间 kn 中的点就是普通的 n 元组，但是对于概形而言会更加复杂，这种简单的视角可

能不足以描述. 一个自然的方法是通过剩余域来刻画，即把 x ∈ X 视为映射

Specκ(x)→ X

的唯一的像. 为了显式地定义这个态射，取 x ∈ U = SpecA，p 是 x 对应的素理想，则态射

Specκ(x)→ X 由下面的复合态射定义

Specκ(x)→ SpecAp → SpecA = U → X

而复合态射由环态射

A→ Ap → Ap/pAp

诱导. 这还可以推广，即考虑所谓的 R-值点.

定义 2.9.1: R-valued point

对于环 R，一个态射 SpecR → X 被称为 R-valued point 或者是 R-point. 所有 R 值点被

记为

X(R) = HomSch(SpecR,X)

如果 X 还是 affine 的，记 X = SpecA，则有

X(R) = HomSch(SpecR, SpecA) = HomCRing(A,R)
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Example 2.9.1

我们考虑单位圆

x2 + y2 = 1

在概形的语言中，我们将这个几何体视为一个仿射概形 X = SpecA，它的坐标环定义为

A = Z[x, y]/(x2 + y2 − 1)

于是我们知道一个所谓的 R 值点就是

X(R) = HomCRing(A,R)

那么对于 φ : A → R 而言，我们需要知道的就是 φ(x) 与 φ(y) 的选择，注意到我们要把 0 送

到 0，所以

φ(x2 + y2 − 1) = φ(x)2 + φ(y)2 − 1 = 0

于是我们知道

HomCRing(A,R) ∼= {(a, b) ∈ R×R : a2 + b2 = 1 ∈ R}

取 R 为有理数，实数，有限域，复数域就对应着在其中的方程的解.

Example 2.9.2

对于仿射 n-space An = SpecZ[x1, · · · , xn]，我们有

An(R) = Rn

特别地，我们有

An(k) = kn

这就是所谓的域 k 上的仿射空间.

Example 2.9.3

更一般来说，我们把单位圆的情况推广，令

X = SpecZ[x1, · · · , xn]/(g1, · · · , gr)

则有

X(R) = {a ∈ Rn : g1(a) = · · · = gr(a) = 0}

命题 2.9.1

令 X 为一个概形，K 为一个域，则有典范双射

X(K) = {(x, α) : x ∈ X,α : κ(x)→ K}

证明: 对 x ∈ X，取 U = SpecA包含 x，则由于 SpecK 中只有一点，所以 K-point f : SpecK →
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X 使得像为 x factor through

SpecK → U = SpecA→ X

考虑 p ⊂ A 对应 x，我们知道 f : SpecK → SpecA 唯一对应一个 φ : A → K，f 的像为 x 表示

φ−1(0) = p，于是诱导出态射

A/p→ K

再由局部化的泛性质唯一得到域态射

κ(x)→ K

整个过程都是唯一的，并且可以被还原，所以得到一个典范双射.

R-值点也有相对的版本.

定义 2.9.2: relative version of R-valued point

概形 X over A，R 是 A-代数，则

X(R) = HomSch/A(SpecR,X)

当 X 还是一个 over k 的 scheme，则由

X → Spec k

自然得到局部环的态射

k → OX,x → κ(x)

于是得到域扩张

ix : k → κ(x)

而反过来，所谓的 over k 的 X(k) 中的点就相当于

Spec k X

Spec k

f

id i

于是诱导得到

k κ(x)

k

fx

id ix

所以是同构，于是我们知道 over k 时，

X(k) = {x ∈ X : induced morphism k → κ(x) is an isomorphism}
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2.10 Affine varieties as schemes

在古典代数几何中，我们将仿射代数簇定义为不可约代数集，现在我们给出一个概形论的视角.

定义 2.10.1: affine variety over a field k

一个 affine variety over a field k 是一个 k-scheme 形如

X = Spec (k[x1, · · · , xn]/a)

其中 a ⊂ k[x1, · · · , xn] 是一个素理想，仿射代数簇的态射就是作为 k-scheme 的态射.

当 k 是代数闭域的时候，这个定义可以还原古典的情况，首先所有极大理想，也就是闭点就对

应着古典情况的点，多出来的是那些素理想. 而在 Spec 上定义的 Zariski 拓扑限制到闭点集的时候

就与古典情况的拓扑一致了.

令 V ⊂ An(k) 为不可约代数集，即古典代数簇，则它的坐标环为

A[V ] = k[x1, · · · , xn]/I(V )

则

X = SpecA[V ]

就是概形视角的一个仿射代数簇，而映射

V 7→ SpecA[V ]

是函子性的，古典代数簇之间的态射 V → W 与 A(W ) → A(V ) 之间的 k-代数映射是一一对应的，

因此与 k-schemes 态射

X → Y = SpecA[W ]

是一一对应的，因此古典代数簇范畴全忠实地嵌入了仿射 k-概形范畴中.

命题 2.10.1

X 是 over k 的一个仿射代数簇.

(1) P ∈ X 是闭点当且仅当 κ(P ) 是 k 的有限扩张.

(2) X 的闭点集是稠密的.

(3) 若 f : X → Y 为 k 上代数簇的态射，P ∈ X 是闭点，则 Q = f(P ) 是 Y 的闭点，并且

κ(P ) 是 κ(Q) 的有限扩张.

证明: 设 X = SpecA，其中 A 是 k 上的有限生成代数.

(1) P 对应着 A 中的极大理想 m，从而我们知道

κ(P ) = A/m
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是一个域，并且是有限生成 k-代数，从而由 Zariski 引理我们知道这个域一定是 k 的有限扩张.

(2) 我们只需要证明任何一个非空开集都包含一个闭点，取基本开集 D(f)，由于

D(f) ∼= SpecAf

而 A 是有限生成 k-代数，所以 Af = A[1/f ] 也是，而 Af 存在极大理想 n，由于 κ(n) = Af/n 是 k

的有限扩张，令 p = n ∩ A ∈ D(f)，得到单射

A/p→ Af/n

由于右边是 k 的有限扩张，所以左边也是 k 的有限维线性空间，对任意的 a ∈ A/p，考虑映射

ma : A/p→ A/p, x 7→ ax

由于整环，无零因子，所以单射，有限维线性空间单射即满射，所以存在 b 使得

ab = 1

所以 A/p 是域，也就是 p 是闭点，所以闭点集是稠密的.

(3) 令 X = SpecB，Y = SpecA，其中 A,B 都是有限生成 k-代数，假设 f 由 k-代数同态

φ : A→ B 诱导. P 点对于 B 的极大理想 m，我们知道

κ(P ) = B/m

是 k 的一个有限扩张，令 Q = f(P )，则其对应的素理想为 p = φ−1(m)，于是 φ 诱导了单射

A/p→ B/m = κ(P )

与 (2) 中证明同理，我们知道 A/p 是域，p 是 A 的一个极大理想，并且

[κ(P ) : k] = [κ(P ) : κ(Q)][κ(Q) : k]

所以 κ(P ) 是 κ(Q) 的有限扩张.

2.11 First step to gluing: gluing two schemes together

我们尝试通过一个公共的开集把两个概形 X1 与 X2 粘起来.
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具体来说，我们需要给出一个 X1 中的开集 X12 与 X2 中的开集 X21，然后通过一个概形的同

构

τ : X21 → X12

把 X12 与 X21 中的点等同起来，则自然地，我们在拓扑上会得到一个商空间

X =
(
X1

∐
X2

)
/ ∼

令 q : X1

∐
X2 → X 为商映射，令

gi = q|Xi
: Xi → X

则 gi 都是开映射，并且 Ui = gi(Xi) 为 X 中的开集.

为了让 X 成为一个概形，我们还需要定义其上的层 OX ，我们由拓扑知识可以知道 V ⊂ X 是

开集当且仅当 g−1
i (V ) 在 Xi 中是开集对 i = 1, 2 成立.

给定开集 V ⊂ X，我们定义其上的截面为从 X1 与 X2 中继承下来的相容截面，相容性由 τ#

来定义，并且由商拓扑的构造，我们有

τ−1(g−1
2 (V ) ∩X21) = g−1

1 (V ) ∩X12

于是 τ# 给出了同构

τ# : OX2(g
−1
2 V ∩X21)→ τ∗OX1(g

−1
2 V ∩X21) = OX1(g

−1
1 (V ) ∩X12)

所以我们可以定义相容截面：

OX(V ) =
{
(s1, s2) ∈ OX1(g

−1
1 (V ))× OX2(g

−1
2 (V )) | s1|g−1

1 (V )∩X12
= τ ♯(s2|g−1

2 (V )∩X21
)
}

对于 V ′ ⊂ V，限制映射就是把 (s1, s2) 送到 (s1|g−1
1 (V ′), s2|g−1

2 (V ′))，容易验证 OX 确实是一个环层，

下面说明 (X,OX) 确实是一个局部环化空间.

注意到 gi : Xi → Ui 诱导了拓扑上的同胚，我们下面要说明

(gi)∗OXi
∼= OX |Ui

不妨设 i = 1，任取开集 W ⊂ U1，则我们有

OX |U1(W ) = OX(W ) = {(s1, s2) ∈ OX1(g
−1
1 (W ))× OX2(g

−1
2 (W )) : s1|g−1

1 W∩X12
= τ#(s2|g−1

2 W∩X21
)}

由于 W ⊂ U1，所以我们知道

g−1
2 (W ) ⊂ X21

所以相容性条件变为

s1|g−1
1 W∩X12

= τ#(s2|g−1
2 W ) =⇒ s2 = (τ#)−1(s1|g−1

1 W∩X12
)

所以在这种情况下 s2 由 s1 完全决定，于是得到同构

OX |U1(W ) ∼= OX1(g
−1
1 (W )) = (g1)∗OX1(W )
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为了验证这个同构是自然的，我们给出具体构造：

φW : OX |U1(W )→ (g1)∗OX1(W ), (s1, s2) 7→ s1

容易验证这是环同态，并且单射和满射由前面的定义显然，与限制映射兼容也是自然的，从而我们

确实给出了环化空间的同构

g1 : (X1,OX1)→ (U1,OX |U1)

同理有

g2 : (X2,OX2)→ (U2,OX |U2)

现在对于任意的 x ∈ X，我们知道存在某个 Ui 包含它，所以有

OX,x = (OX |Ui
)x ∼= OXi,g

−1
i (x)

是局部环，所以是局部环化空间. 并且我们得到了概形的覆盖 U1, U2，利用 X1, X2 的仿射概形覆盖

我们就可以得到 X 的仿射概形覆盖，从而我们知道 X 确实是一个概形.

2.12 Gluing sheaves

为了处理一般情况下的粘贴概形，我们需要先处理一下层的粘贴问题. 令 X 是拓扑空间，{Ui}
为 X 的开覆盖，为方便，我们令

Uij = Ui ∩ Uj, Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk

命题 2.12.1: Gluing morphisms for sheaves

令 F 与 G 均为 X 上的层，给定一族态射

φi : F |Ui
→ G |Ui

满足

φi|Uij
= φj|Uij

对任意的 i, j 成立，则存在唯一的层的态射

φ : F → G

使得

φ|Ui
= φi

证明: 对任意的开集 V，我们令 Vi = V ∩ Ui，则有对任意的 s ∈ F (V )，都有 φi(s|Vi) ∈ G (Vi)，

在 Vij 上，我们有

φi(s|Vi)|Vij = φi(s|Vij) = φj(s|Vij) = φj(s|Vj)|Vij

于是我们知道 {φi(s|Vi)} 在 G (V ) 中可以唯一粘出一个 φ(s)，剩下都容易验证.
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对于层的粘贴，假设我们在每一个开集 Ui 上有一个层 Fi，我们的目的是构造一个 X 上的整

体层 F 使得

F |Ui = Fi

或者说我们有一个层的同构

νi : F |Ui
→ Fi

这个同构必须在交集上相容，即在 Uij 上，我们有两个同构

νi|Uij
: F |Uij

→ Fi|Uij
, νj|Uij

: F |Uij
→ Fj|Uij

从而我们知道有同构 τij = νj ◦ ν−1
i :

τij : Fi|Uij
→ Fj|Uij

这些同构自然地满足下面的关系：

τii = id, τij = τ−1
ji , τjk ◦ τij = τik

反过来，如果给定一组这样的数据，我们也可以粘出来一个层.

命题 2.12.2: Gluing sheaves

令 X 为一个拓扑空间，{Ui} 为开覆盖，假设我们在 Ui 上有层 Fi，有同构

τij : Fi|Uij
→ Fj|Uij

满足

(1) τii = id.

(2) τji = τ−1
ij on Uij.

(3) τik = τjk ◦ τij on Uijk.

则存在一个 X 上的层 F 使得有同构

νi : F |Ui
→ Fi

使得下图交换

F |Uij

Fi|Uij
Fj|Uij

νi νj

τij

这样的层 F unique up to unique isomorphism. 数据 (Fi, τij) 被称为 gluing datum，τij 满

足的三条性质被称为 cocycle conditions.
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证明: 我们在 X 上定义层 F 如下：对于任意开集 V ⊆ X，令

F (V ) =

{
(si)i∈I ∈

∏
i∈I

Fi(V ∩ Ui)

∣∣∣∣∣ τij(si|V ∩Uij

)
= sj|V ∩Uij

对所有 i, j

}

对于包含关系 W ⊆ V，限制映射 F (V )→ F (W ) 按分量定义：

(si)i 7−→ (si|W∩Ui
)i.

这些映射使得 F 成为一个预层；下面验证它满足层公理.

局部性公理：设 s = (si)i 与 t = (ti)i 是 F (V ) 的元素，并且对于一个开覆盖

V =
⋃
α

Wα

有

s|Wα = t|Wα

那么对每个 i，其分量满足

si|Wα∩Ui
= ti|Wα∩Ui

由于每个 Fi 都是层，并且 {Wα ∩ Ui} 覆盖 V ∩ Ui，可知对每个 i 都有

si = ti

从而

s = t

粘合公理：设

V =
⋃
α

Wα

并给定截面 s(α) ∈ F (Wα)，满足对所有 α, β，

s(α)|Wα∩Wβ
= s(β)|Wα∩Wβ

将

s(α) = (s
(α)
i )i

写成分量形式. 固定一个指标 i ∈ I，则族 {s(α)i }α 在覆盖 {Wα ∩ Ui} 上是相容的，因此由于 Fi 是

层，存在唯一的截面

si ∈ Fi(V ∩ Ui)

使得对每个 α，

si|Wα∩Ui
= s

(α)
i

我们必须检查元组 (si)i 满足定义 F (V ) 的相容条件，在每个 Wα ∩ Uij 上，我们有

τij
(
si|Wα∩Uij

)
= τij

(
s
(α)
i |Wα∩Uij

)
= s

(α)
j |Wα∩Uij

= sj|Wα∩Uij
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由于集合 Wα ∩ Uij 覆盖 V ∩ Uij，可得

τij
(
si|V ∩Uij

)
= sj|V ∩Uij

因此

(si)i ∈ F (V )

并且按构造它在每个 Wα 上的限制恰为 s(α).

对于每个 i，定义

νi : F |Ui
→ Fi

为投影到第 i 个分量：若 V ⊆ Ui 且

s = (sj)j ∈ F (V )

则令

νi(s) = si ∈ Fi(V )

这是一个层态射. 它在 Ui 上的逆映射构造如下. 给定

t ∈ Fi(V ), V ⊆ Ui

对每个 j 定义

tj = τij
(
t|V ∩Uij

)
∈ Fj(V ∩ Uj)

关于 τ 的条件 (i)–(iii) 保证了族 (tj)j 满足相容条件，因此定义了 F (V ) 的一个元素. 投影到第 i 个

分量便返回 t，所以 νi 是同构，其逆映射由

t 7−→ (tj)j

给出. 按构造，图表对所有 i, j 都交换.

最后，F 在唯一同构意义下是唯一的. 若 F ′ 是 X 上另一个层，并且有同构

ν ′i : F ′|Ui

∼−→ Fi

满足同样的相容条件，定义

βi = ν ′−1
i ◦ νi : F |Ui

−→ F ′|Ui

在 Uij 上，我们有

νj ◦ ν−1
i = τij = ν ′j ◦ ν ′−1

i

因此

ν ′−1
j ◦ νj = ν ′−1

i ◦ νi 在 Uij 上

于是

βj = βi 在 Uij 上

因此这族 {βi} 可以粘合成唯一的态射
β : F → F ′
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并满足

β|Ui
= βi

对逆映射 ν−1
i 与 ν ′−1

i 施行同样的构造，可得一个逆态射

F ′ → F

故 β 是同构. 此外，任何与这些识别相容的同构

γ : F → F ′

在每个 Ui 上都必须限制为

ν ′−1
i ◦ νi = βi

而由态射粘合的唯一性可知，这些局部限制唯一决定 γ；因此

γ = β

2.13 Gluing schemes

命题 2.13.1: Gluing morphisms of schemes

X, Y 为概形，{Ui} 为 X 的一个开覆盖，假设我们给定态射 fi : Ui → Y 使得

fi|Uij
= fj|Uij

则存在唯一的态射

f : X → Y

使得

f |Ui
= fi

证明: 在底层拓扑空间上，定义

f(x) = fi(x), x ∈ Ui

这是良定义的，因为当 x ∈ Uij 时有 fi(x) = fj(x)；又由于每个 fi 都连续，所以 f 也是连续的.

下面构造层态射

f# : OY → f∗OX

设 V ⊆ Y 为开集，并取 s ∈ OY (V )，对每个 i，由态射 fi 得到一个截面

ti = f#
i (s) ∈ OX(f−1(V ) ∩ Ui)
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在重叠部分 Uij 上，由假设

fi|Uij
= fj|Uij

可知

ti|f−1(V )∩Uij
= tj|f−1(V )∩Uij

因此，截面族 {ti}i 可以唯一地粘合成一个截面

t ∈ OX(f−1(V ))

于是定义 f#(s) = t，这个构造与限制映射相容，因此

f# : OY → f∗OX

是一个环层态射. 由于二元组 (f, f#) 在每个 Ui 上限制为 (fi, f
#
i )，它便定义了一个局部环空间态

射 f : X → Y .

下面证明唯一性. 若 g : X → Y 是另一个满足 g|Ui
= fi 的态射，则 f 与 g 作为底层空间之间

的映射，在开覆盖 {Ui} 上一致，因此在整体上也一致. 对于层态射 f# 与 g# 也同样如此，因为两

个在某个开覆盖上一致的层态射必然处处一致. 故 f = g.

下面我们讨论概形的黏合.
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命题 2.13.2: Gluing sheaves

{Xi} 为一族概形，对任意 i, j，有 Xij ⊂ Xi 为开子概形，令

τ : Xij → Xji

是同构，满足

(1) τii = id.

(2) τij = τ−1
ji .

(3) 对任意的 i, j, k，都有 τij(Xij ∩Xik) = Xji ∩Xjk，并且在 Xij ∩Xik 上有

τik = τjk ◦ τij

则存在一个概形 X 与一族开浸入

gi : Xi → X

使得下图交换
Xij Xi

X

Xji Xj

τij

gi

gj

并且 X 具有泛性质：若存在概形 Y 与 fi : Xi → Y 满足 fi|Xij = fj ◦ τij，则存在唯一的态射
f : X → Y 使得 f ◦ gi = fi.

Xij Xi

X Y

Xji Xi

τij

gi

fi

∃!f

gj

fj

证明: 设
⊔
i∈I

Xi 为拓扑空间 Xi 的不交并. 我们在这个集合上定义一个等价关系 ∼：对于 x ∈ Xi

与 y ∈ Xj，规定

x ∼ y ⇐⇒ x ∈ Xij, y ∈ Xji, 且 y = τij(x).

特别地，当 i = j 时，x ∈ Xi 只与其自身等价. 条件 (i)–(iii) 保证这确实是一个等价关系（自反性

由 (i) 保证，对称性由 (ii) 保证，传递性由 (iii) 保证）.
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令

X =
(⊔
i∈I

Xi

)/
∼

为带商拓扑的商空间，并记

π :
⊔
i∈I

Xi → X

为商映射. 对每个 i，记

gi : Xi → X

为 π 在 Xi 上的限制. 注意到 gi 是单射，因为同一个 Xi 中两个不同的点不会被关系 ∼ 识别.

下面证明 gi 是开映射，从而是到其像

Ui := gi(Xi)

上的同胚. 若 V ⊆ Xi 是开集，则由商拓扑的定义，gi(V ) ⊆ X 开，当且仅当

π−1(gi(V ))

在不交并中是开集. 而这个原像等于

π−1(gi(V )) =
⊔
j

τij(V ∩Xij).

由于每个 τij 都是到开子集上的同胚，右端是开集，因此 π−1(gi(V )) 是开集，从而 gi 是开映射.

接着粘合结构层. 在每个开集 Ui 上，沿同胚 gi 推前 Xi 的结构层，并定义

OUi
= (gi)∗OXi

.

利用恒等

Ui ∩ Uj = gi(Xij) = gj(Xji),

给定的概形同构

τij : Xij → Xji

诱导出层同构

τ#ij : OUj
|Ui∩Uj

∼−→ OUi
|Ui∩Uj

.
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条件 (i)–(iii) 保证满足层粘合所需的相容条件，因此这些层 OUi
可以粘合成 X 上的一个环层 OX，

并且它在每个 Ui 上的限制就是 OUi
.

对任意点 x ∈ Xi，层 OX 在该点的茎自然同构于 OXi,x，因此它是局部环. 故

(X,OX)

是一个局部环空间. 进一步地，对任意点 x ∈ X，可取某个 i 使得 x ∈ Ui，再在对应的 Xi 中取该

点的一个仿射开邻域 V ⊆ Xi. 由于

gi(V ) ⊆ Ui ⊆ X

是 x的开邻域，且通过 gi 与仿射概形 V 同构，所以 gi(V )也是仿射的.于是 X 有一个仿射开覆盖，

从而 X 是概形.

最后证明泛性质. 若

fi : Xi → Y

是到某个概形 Y 的态射，并满足对所有 i, j 都有

fi|Xij
= fj ◦ τij,

那么由商空间的泛性质，这些映射 fi 可以拼成一个连续映射

f : X → Y.

而结构层上的相容态射

f#
i

由层的粘合性质可粘成一个态射

f# : OY → f∗OX ,

于是二元组 (f, f#) 构成一个概形态射，并满足

f ◦ gi = fi.

唯一性则由概形态射粘合的唯一性立即得到.

2.14 Proj construction

令 S =
⊕
d≥0

Sd 为一个分次交换环，一个理想 I 称为 homogeneous ideal 如果它由齐次元素

生成，这样的理想有很好的性质，即可以齐次分解，假设 f ∈ I，由于 I 由齐次元素生成，所以我

们可以写成：

f =
∑

aigi
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其中 gi 是齐次生成元，但是 ai 不一定齐次，不过注意到 ai ∈ S 是分次环，所以 ai 本身可以拆分

成齐次分量

ai =
∑

aij

于是

f =
∑

aijgj

就是一个齐次分解，再将同次数的放在一起就得到

f =
∑
n

fn, fn ∈ I ∩ Sn

因此 f 的每个齐次分量都落在 I 中，于是

I ⊂
⊕
d≥0

(I ∩ Sd)

反过来的包含关系是显然的，所以齐次理想等价于说

I =
⊕
d≥0

(I ∩ Sd)

这样 S/I 也是一个分次环，满足

(S/I)d = Sd/I ∩ Sd

令

S+ =
⊕
d>0

Sd

称之为 irrelevant ideal. 而对于一般的理想 I，我们定义其齐次化为

Ih =
⊕
d≥0

(I ∩ Sd)

所以 I 齐次当且仅当 I = Ih.

定义 2.14.1: Proj construction

对于分次环 S，我们定义

ProjS = {S 的齐次素理想 I : S+ ⊊ I}

为什么不能包含 S+ 呢，我们考虑 k[x1, · · · , xn] 的情况，其中

S+ = (x1, · · · , xn)

对应的是仿射空间中的原点，而射影空间是要去掉原点的，所以要排除掉包含 S+ 的情况.

我们的目的是构造 (ProjS,OProjS) 使其成为一个概形. 所以需要介绍在 ProjS 上的 Zariski 拓

扑.
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定义 2.14.2: Zariski拓扑

我们定义 ProjS 中的闭集形如

V+(I) = {p ∈ ProjS : I ⊂ p}

其中 I 是一个齐次理想. 容易验证⋂
V+(Iα) = V

(∑
Iα

)
, V+(I) ∪ V+(J) = V+(I ∩ J) = V+(IJ)

于是满足闭集公理，构成 ProjS 上的拓扑，称为 Zariski topology.

我们也同样可以定义主开集，对于 f ∈ S 为齐次元素，我们定义

D+(f) = {p ∈ ProjS : f /∈ p}

由于

D+(f) = ProjS\V+((f))

所以是开集.

命题 2.14.1

定义如上，齐次元素对应的主开集 {D+(f)} 构成拓扑基. 事实上大于 0 次的齐次元素对应的

主开集 {D+(f) : deg f > 0} 也是拓扑基.

证明: 这与仿射情况完全是一样的，注意到 f, g 是齐次元素的话 fg 仍然是齐次元素，所以

D+(f) ∩D+(g) = D+(fg)

是成立的，同理可以证明是拓扑基. 而对于 f ∈ S0，我们要说 D+(f) 可以被正次数元素的主开集覆

盖，任取 p ∈ D+(f)，由于 S+ ⊊ p，我们知道一定存在某个某个正次数齐次元素 h 不在 p 中，所

以

p ∈ D+(h)

由于 p 是素理想，f, h 都不在 p 中，所以 fh 也不在 p 中，所以

p ∈ D+(fh)

注意到 deg fg = deg f + deg h = deg h > 0，并且

D+(fh) = D+(f) ∩D+(h) ⊂ D+(f)

所以我们知道存在若干个正次数的 h 使得

D+(f) =
⋃
h

D+(fh)

于是正次数主开集也是拓扑基.
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Remark 2.14.1

如果

S+ = (fi)

则我们有

ProjS =
⋃

D(fi)

这是因为任何一个素理想 p ∈ ProjS 都不可能包含所有的 fi，否则就包含 S+ 了. 于是我们知

道对于任意的 f ∈ S0，有

D+(f) = ProjS ∩D+(f) =
⋃

(D+(f) ∩D+(fi)) =
⋃

D+(ffi)

从而也可以证明正次数主开集构成拓扑基.

Remark 2.14.2

事实上 ProjS 上的拓扑由 SpecS 上的拓扑诱导而来，对于 f ∈ S，齐次分解为

f = f0 + f1 + · · ·+ fd

则有

V (f) ∩ ProjS =
d⋂
i=0

V+(fi)

D(f) ∩ ProjS =
d⋃
i=0

D+(fi)

Remark 2.14.3

如果 S 还是由 1 次的齐次元素生成的 S0 代数，则所有一次齐次元素对应的主开集 D+(fi) 就

构成了 ProjS 的一个开覆盖，因为

S+ = (fi : deg fi = 1)

现在我们来构造结构层 OProjS，后面简记为 O，我们有如下期望：

(1) 对于齐次元素 f ∈ S，有 O(D+(f)) = S(f)，其中 S(f) 表示 Sf 中的 0 次齐次元素. 展开来写

就是

S(f) =

{
a

fn
: a 是齐次元素, deg

a

fn
= deg a− n deg f = 0

}
(2) 对于 p ∈ ProjS，都有

Op = S(p)

令 T 为 S\p 中的齐次元素，S(p) ⊂ T−1S 为那些次数为 0 的齐次元素.
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定理 2.14.1

S 是任意的分次环，S+ 是无关理想，设 I, J 是 S 中的两个理想，则

(1) 若 I 是素理想，则 Ih 也是.

(2) 若 I, J 是齐次的，则有

V+(I) ⊂ V+(J) ⇐⇒ J ∩ S+ ⊂
√
I

(3) ProjS = ∅ 当且仅当 S+ 中都是幂零元.

证明: (1) 设 ab ∈ Ih，且 a, b /∈ Ih，设齐次分解

a =
n∑
i=0

ai, b =
m∑
j=0

bj

不断去掉在 Ih 中的齐次项可以不妨设 an, bm /∈ Ih，因为 ab ∈ Ih，故 anbm ∈ Ih ⊂ I，所以 an ∈ I
或者 bm ∈ I，又因为它们是齐次的，所以导致 an ∈ Ih 或者 bm ∈ Ih，于是矛盾. 故 Ih 是素的.

(2) 一方面 J ∩ S+ ⊂
√
I，则对任意 p ∈ V+(I)，一定有

JS+ ⊂ J ∩ S+ ⊂
√
I ⊂ p

由于 S+ ⊊ p，由 p 的素性知道 J ⊂ p，于是 p ∈ V+(J)，故

V+(I) ⊂ V+(J)

反过来，若上面包含关系成立，对 p ∈ V (I)，有 ph 是素理想并且 I ⊂ ph，如果 ph 不包含 S+，则

ph ∈ V+(J)，从而
J ∩ S+ ⊂ ph ⊂ p

当 ph 包含 S+ 时仍然成立，所以有

J ∩ S+ ⊂
√
I

(3) ProjS = ∅ 当且仅当 V+(0) ⊂ V+(S+) ⇐⇒ S+ ⊂
√
(0).

引理 2.14.1

S 是分次环，f 是齐次元素，deg f = r > 0，则

(1) uf : D+(f)→ SpecS(f), p 7→ pSf ∩ S(f) 是一个双射.

(2) 若 g ∈ S 是一个正次数齐次元素，D+(g) ⊂ D+(f)，则存在一个典范的态射

S(f) → S(g)



CHAPTER 2. SCHEMES 75

证明: (1) 首先验证 uf 是良定义的，对于 f /∈ p，我们知道 pSf 是 Sf 的素理想，然后由包含态射

S(f) → Sf 诱导出 S(f) 的素理想 pSf ∩ S(f). 故良定义.

下面说明满射，取 q ∈ SpecS(f)，我们知道 qSf 是 Sf 的一个齐次理想，从而
√

qSf 也是齐次

理想，令

p = ρ−1(
√

qSf )

其中 ρ : S → Sf 为局部化态射，容易知道 p 也是齐次理想，下面我们要说明
√

qSf 是素理想，从

而 p 也是素理想. 若 ab ∈ Sf 是齐次的，使得 ab ∈
√
qSf，则存在 m > 0 使得

ambm ∈ qSf

于是有

(arf− deg a)m(brf− deg b)m ∈ qSf ∩ S(f) = q

由 q 是素理想不妨设

arf−deg a ∈ q

于是

ar ∈ qSf =⇒ a ∈
√

qSf

所以
√

qSf 是素理想，从而 p 是素理想，现在要证明

uf (p) = q

注意到

uf (p) = pSf ∩ S(f) =
√
qSf ∩ S(f) = q

所以是满射，下面证明是单射，对 p, p′ ∈ D+(f)，我们要说明

p′ ⊂ p ⇐⇒ uf (p
′) ⊂ uf (p)

向右是显然的，反过来，对任意的齐次元素 x ∈ p′，都有

xrf− deg x ∈ uf (p′) ⊂ uf (p) ⊂ pSf

由于 f 是单位，知道

xr ∈ pSf ∩ S = p

所以 x ∈ p，也就是 p′ ⊂ p，于是单射得证.

(2) 注意 D+(g) ⊂ D+(f)，上面的定理告诉我们 gm = bf 对某个 m，则典范映射为

S(f) → S(g),
a

fn
7→ abn

gmn
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命题 2.14.2

S 是分次环，f ∈ S 齐次元素，deg f > 0，则

(1) uf : D+(f) → SpecS(f) 是一个同胚，如果 g ∈ S 也是齐次元素且满足 D+(g) ⊂ D+(f)，

则我们有交换图

D+(g) SpecS(g)

D+(f) SpecS(f)

ug

uf

(2) 由同胚我们可以给 D+(f) 上配备一个结构层 OD+(f) 使得

(D+(f),OD+(f)) ∼= (SpecS(f),OSpecS(f)
)

而所有的层 {OD+(f)} 可以粘成 ProjS 上的结构层 O = OProjS，特别地，我们有

(ProjS,O) 是一个概形.

(3) 对于任意的 p ∈ ProjS，有 Op = S(p).

证明: (1) 回忆 ProjS 上的拓扑是由 SpecS 上拓扑诱导的，我们从另外一个角度来得到 uf，考虑

包含态射

S(f) → Sf

对应的连续映射

D(f) ∼= SpecSf → SpecS(f)

会发现 uf 就是上面的映射在 D+(f) ⊂ D(f) 上的限制，立刻知道 uf 是一个连续双射. 下面只需要

说明是开映射，对于任意的齐次元素 h 使得 D+(h) ⊂ D+(f)，我们知道

deg
hdeg f

fdeg h
= 0

于是令 a =
hdeg f

fdeg h
，知道 a ∈ S(f)，下面我们说明

uf (D+(h)) = D(a)

对于任意的 p ∈ D+(f)，我们知道

uf (p) = pSf ∩ S(f) =

{
x

fn
∈ S(f) : x ∈ p

}
于是

uf (p) ∈ D(a) ⇐⇒ a /∈ uf (p)

这等价于
hdeg f

fdeg h
∈ uf (p) ⇐⇒ hdeg f /∈ p ⇐⇒ h /∈ p ⇐⇒ p ∈ D+(h)
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因此我们得到了

uf (D+(h)) = D(a)

由 D+(h) 构成拓扑基，我们知道是开映射，从而同胚. 至于交换图

D+(g) SpecS(g) p

{
x

gn
∈ S(g) : x ∈ p

}

⇐⇒

D+(f) SpecS(f) p

{
x

fn
∈ S(f) : x ∈ p

}

ug

uf

由包含关系我们知道 cf = gn，从而典范映射给出的是

φ : S(f) → S(g),
x

fm
7→ cmx

gmn

要验证的事情无非是

φ−1

({
x

gn
∈ S(g) : x ∈ p

})
=

{
x

fn
∈ S(f) : x ∈ p

}
这无非是同一些零次齐次元素在不同写法下的不同表达，所以相等.

(2) 只需要验证满足黏合条件，我们在 D+(f) ∩D+(g) = D+(fg) 上考察，我们令

Of = OD+(f) = u−1
f OSpecS(f)

为 D+(f) 上的结构层，由于是同胚，所以这里的逆像层不需要再取极限，并且限制映射可以直接

由 SpecS(f) 上的限制映射直接得到.

令 f, g 为正次数齐次元，设

deg f = d, deg g = e

记

afg :=
gd

f e
∈ S(f), agf :=

f e

gd
∈ S(g)

前面已经验证过

uf (D+(f) ∩D+(g)) = uf (D+(fg)) = D(afg) ⊂ SpecS(f)

我们有典范的同构

(D+(fg),Of |D+(fg)) ∼= (D(afg),OSpecS(f)
|D(afg))

∼= (Spec(S(f))afg ,OSpec(S(f))afg
)

下面我们要说明有环同构

θ : (S(f))afg → (S(g))agf

实际上，由对称性，我们只需要证明有环同构

(S(f))afg → S(fg),
x/fn

(gd/f e)m
7→ xfdm+megn

(fg)n+dm
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经过不懈的努力可以验证这确实是一个环同构，于是我们就有了典范的环同构 θ，诱导了仿射概形

的同构

(Spec(S(f))afg ,OSpec(S(f))afg
) ∼= (SpecS(fg),OSpecS(fg)

)

所以最后我们有

(D+(fg),Of |D+(fg)) ∼= (SpecS(fg),OSpecS(fg)
)

同理有

(D+(fg),Og|D+(fg)) ∼= (SpecS(fg),OSpecS(fg)
)

所以我们有概形的同构

τfg : (D+(fg),Of |D+(fg))→ (D+(fg),Og|D+(fg))

努力之下可以验证黏合条件，所以知道可以唯一地粘成 ProjS 上的结构层 O. 并且注意到 ProjS

有开覆盖 {D+(f)}，这些都是仿射概形，所以 ProjS 确实是一个概形.

(3) 对于任意的 p ∈ ProjS，设正齐次元素 f 使得 D(f) ∋ p，则有

Op = OSpecS(f),pSf∩S(f)
= (S(f))pSf∩S(f)

我们经过一些机械性质的努力也可以证明有环同构

(S(f))pSf∩S(f)
∼= S(p)

于是得证.

2.15 Projective schemes

定义 2.15.1: projective n-space over A

A 是一个环，我们定义 projective n-space over A 为一个概形

PnA = ProjA[x0, · · · , xn]

Remark 2.15.1

特别地，当 A = k 是一个代数闭域的时候，Pnk 的所有闭点就自然地同胚于古典的射影代数簇.

现在我们来考虑在主开集 D+(xi) 上的截面，我们注意到

O(D+(xi)) = A[x0, · · · , xn](xi) = A

[
x0
xi
, · · · , xi−1

xi
,
xi+1

xi
, · · · , xn

xi

]
注意到

xj
xi
是代数无关的，所以我们有典范的同构

A

[
x0
xi
, · · · , xi−1

xi
,
xi+1

xi
, · · · , xn

xi

]
∼= A[T1, · · · , Tn]
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于是我们有概形的典范同构

Ui := (D+(xi),O|D+(xi))
∼= An

A

然后再注意到

S = A[x0, · · · , xn]

有

S+ = (x0, · · · , xn)

所以 D+(x0), · · · , D+(xn) 构成了 PnA 的一个开覆盖，而每一个仿射开集作为概形都同构于仿射空间
An
A，所以我们可以把 PnA 想象成 n+ 1 个仿射空间 U0, · · · , Un 通过公共开集黏合起来的空间，这与
古典情况的直觉一致. 由于

(S(xi))xj/xi = S(xixj) = (S(xj))xi/xj

所以我们可以通过这些公共开集把仿射空间粘起来，可以验证他们满足概形的黏合条件，所以从另

外一种角度通过黏合也可以得到 PnA.
对于其整体截面，我们有很好的性质：

定理 2.15.1

对任意环 A，我们有 Γ(PnA,OPn
A
) = A.

证明: 考虑正合列

0→ Γ(PnA,OPn
A
)→

n∏
i=0

OPn
A
(Ui)→

∏
i,j

OPn
A
(Ui ∩ Uj)

考虑 (si)i ∈
n∏
i=0

OPn
A
(Ui)，如果他落在 kernel 中，即

si|Ui∩Uj
= sj|Ui∩Uj

我们设

si =
fi

xdii

其中 fi 是一次 di 次齐次多项式，则上面的式子告诉我们

fix
di
j

(xixj)di
=

fjx
dj
i

(xixj)dj

这等价于

(xixj)
mx

dj
i x

di
j (fix

dj
j − fjx

di
i ) = 0

这等价于在 A[x0, · · · , xn] 中有
fix

dj
j = fjx

di
i

因此我们知道

xdii | fi
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注意到 deg fi = di，于是立刻得到

fi = cix
di
i

同理可以得到

fj = cjx
dj
j

于是有

xdii x
dj
j (c1 − c2) = 0

即 c1 = c2，记为 c，于是我们有

si = ci = c

所以唯一地粘成一个整体截面 c ∈ Γ(PnA,OPn
A
)，于是我们知道整体截面只能是常数，否则会出现问

题，所以知道

Γ(PnA,OPn
A
) = A

故整体界面是常数，即 A.

我们定义

Pn = ProjZ[x0, · · · , xn]

此时我们有 k-值点

Pn(k) = HomSch(Spec k,Pn)

命题 2.15.1

定义如上，有

Pn(k) =
(
kn+1 − {0}

)
/ ∼

证明: 一个 k-点是一个态射

ι : Spec k → Pn

对应着 Pn 中的一个点，所以它必定包含在某个 Ui 中，概形态射不仅与拓扑上的态射相关，还需要

有层上的态射，即

ι# : OPn → OSpec k

对于 U ∋ x，这个态射即
ι# : OPn(U)→ k

注意到这个态射完全由在茎上的态射决定，即

ι#x : OPn,x → OSpec k,∗ = k

由于 x ∈ Ui，将 Ui 认定为 An，于是等价于考虑态射

ι#x : OAn,x → k
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而这等价于态射

ι : Spec k → An

从而 ι 就相当于 An 的一个 k-值点，即 ι ∈ An(k) ∼= kn. 在这种等同下，我们可以定义

τ : kn+1 − {0} → Pn(k), (a0, · · · , an) 7→
(
a0
ai
, · · · , ai−1

ai
,
ai+1

ai
, · · · , an

ai

)
∈ Ui(k), if ai ̸= 0

经过一些努力可以说明 τ 是良定义的，并且会存在经典的等价关系，即得到典范的双射

Pn(k) =
(
kn+1 − {0}

)
/ ∼

对于更加一般的情况，给定一个环 R，我们可以考虑 R-point，假设 s0, · · · , sn 生成了整个 R，

我们有

SpecR =
n⋃
i=0

D(si)

从而由态射的黏合定理我们知道会存在一些特别的 R-point

ι : SpecR→ Pn

与在相交处相容的态射

ιi : D(si) ∼= SpecRsi → Ui ⊂ Pn

对应，而我们可以定义

Z[x0/xi, · · · , xn/xi]→ Rsi , xk/xi 7→ sk/si

于是我们可以粘出

SpecR→ Pn

但对于一般的环 R，存在一些难以用全局坐标来表示的 R-point，我们会在未来再次回到这个问题.

对于 A-scheme，我们也有射影版本，当 S 为A 上的有限生成分次环，可以对其使用 Proj 构造

得到一个射影概形，定义如下.

定义 2.15.2: projective A-scheme

A-概形 X 称为 projective A-scheme，若存在某个齐次理想 a ⊂ A[x0, · · · , xn] 使得 X 同构

于闭子概形 V+(a) ⊂ PnA. A-概形 X 被称为 quasi-projective A-scheme，若它可以开浸入

一个射影概形中，或者说可以局部闭浸入一个 PnA.

有限生成分次环换句话说即

S = A[x0, · · · , xn]/a

但是要注意 xi 可能并不是标准分次，即他们可能拥有不同的正整数次数，这就引出了加权射影空

间，即 weighted projective space.
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对于一个域 k，Pnk 的一个不可约超曲面表示那些被正次数不可约齐次多项式定义的子空间，这
个子空间实际上是由上面的多项式 F 生成的理想定义的，即

X = Proj(k[x0, · · · , xn]/(F ))

这是一个闭子概形，超曲面被称为是 quadric,cubic or quartic 如果是次数 2, 3 或者 4 的多项式所

定义的.特别地，一个 conic代表一个 1维的 quadric，即在 P2(k)中由 2次齐次不可约多项式所定

义的曲线.



Chapter 3: First properties of schemes

性质有两个版本，一种是绝对的性质，即概形本身的性质，这又分为局部的性质和整体的性

质，另外一种是相对的性质，即概形之间态射的性质.

3.1 Reduced schemes

定义 3.1.1: reduced schemes

我们称一个概形 X 是 reduced，如果对于任意的开集 U ⊂ X，环 OX(U) 都是 reduced ring.

Remark 3.1.1

reduced 是一个局部性质，即可以在茎上检查.

引理 3.1.1: 约化是局部性质

一个概形 X 是约化的当且仅当对于任意的 x ∈ X，局部环 OX,x 是约化的.

证明: 若 X 是约化的，令 x ∈ X，取一个幂零元 σ ∈ OX,x，即对于某个 n，使得

σn = 0

取 σ 的一个局部表示 (s, U)，我们知道

snx = 0 =⇒ s|nW = 0,∃x ∈ W ⊂ U

于是 (s|W ,W ) 也是 σ 的局部表示，由 W 上的既约性，知道 s|W = 0，于是知道

σ = (s|W )x = 0x = 0

故 OX,x 约化. 反过来，如果任意的茎是约化环，令 s ∈ OX(U)，如果 s 非零，则存在 x ∈ U 使得
sx ̸= 0，若 s 幂零，则

sn = 0 =⇒ snx = 0 ⇐⇒ sx = 0

矛盾，故 s 不是幂零元.

83
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当 X 是仿射概形 SpecA 时，取 U = X，容易看出来

A = OX(X)

是约化的，反过来，如果 A 是约化环，我们也能得到 X = SpecA 是约化概形.

命题 3.1.1

仿射概形 X = SpecA 约化当且仅当 A 约化.

证明: 由引理，我们只需要在茎上检查，对任意的 p ⊂ A 为素理想，事实上，对于环 A 的局部化

S−1A，若 A 的幂零元根是 N，则 S−1A 的幂零元根是 S−1N，这个的证明是直接的元素验证，略

去不表. 若 A 是约化的，则 N = (0)，所以我们知道

N(S−1A) = S−1N = (0)

故若 A 是既约的，则 A 的局部化都是既约的，特别地，对于任意素理想 p，知道 Ap 是既约的.

引入非既约的概形是有必要的，因为它包含着重数的信息，比如若 X = SpecA，给定两个闭

子概形 Y, Z，对应着根理想 a, b，但是 Y ∩ Z 对应的理想是 a + b，一般来说这不再是根理想，从

而不再是既约的，从而出现了幂零元，幂零元刻画了代数重数，我们将在后面看到具体的表现.

3.2 Integral schemes

定义 3.2.1: integral schemes

一个概形 X 被称为是 integral 的，如果对于任意的仿射开集 U ⊂ X，都有 OX(U) 是整环.

引理 3.2.1

不交仿射开集的并仍然是仿射的.

证明: 不妨设 U = SpecA 与 V = SpecB 是仿射开集，在 A×B 中考虑

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)

我们知道

D(e1) = SpecA, D(e2) = SpecB

注意到

D(e1) ∩D(e2) = D(e1e2) = D(0) = ∅, D(e1) ∪D(e2) = V (e1, e2)
c = Spec(A×B)

所以我们知道

U ∪ V = D(e1) ∪D(e2) = Spec(A×B)
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是仿射的，另外，容易验证其截面环是相容的，所以作为概形也是仿射的.

命题 3.2.1: 整性的刻画

概形 X 是整的当且仅当 X 是不可约且既约的.

证明: 若 X 是整的，为了说明 X 是约化的，只需要验证茎即可，对 x ∈ X，取一个仿射开集

U = SpecA 包含 x，由整的定义我们知道 A 是一个整环，所以其局部环

OX,x = Apx

仍然是一个整环，所以是既约的. 对于不可约，若存在开集 U, V 使得

U ∩ V = ∅

层条件告诉我们有正合列

0→ OX(U ∪ V )→ OX(U)× OX(V )→ OX(U ∩ V ) = 0

从而知道

OX(U ∪ V ) ∼= OX(U)× OX(V )

这显然不是一个整环，我们可以把 U, V 变成其包含的仿射开集，再利用不交仿射开集的并仍然是

仿射的，知道 U ∪ V 是仿射的，从而与 X 整矛盾. 反过来，如果 X 是不可约且既约的，令 U =

SpecA ⊂ X 为一个仿射开集，设 f, g ∈ OX(U) = A 使得 fg = 0，我们知道

U = SpecA = V (0) = V (fg) = V (f) ∪ V (g)

由 X 不可约，知道 U 不可约，不妨设

V (f) = U

这告诉我们 f 在 A 中是幂零的，但是 X 是既约的，所以 f = 0，故 A 是整环.

推论 3.2.1: 在任意开集上整

事实上，概形 X 是整的当且仅当对于任意的开集(不要求仿射) U ⊂ X，都有 OX(U) 是整环.

证明: 我们只需要证明如果 X 是不可约且既约，则 X 在任意开集上都是整环即可. 对任意的开集

W，我们找到它包含的一个仿射开集 U，自然有限制映射

ρ : OX(W )→ OX(U)

由于后者是整环，所以我们只需要证明 ρ 是单射，就可以说明 OX(W ) 作为整环的子环还是整环.

设 s ∈ OX(W ) 使得 ρ(s) = 0，任取仿射 V ⊂ W，由 X 的不可约性，我们知道 U ∩ V ̸= ∅，设
V = SpecA，取 x ∈ V ∩ U 对应素理想 p，于是有

(s|V )U∩V = ρ(s)|U∩V = 0
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所以知道

sx = 0 ∈ OX,x = OSpecA,p = Ap

注意到 s|V ∈ A 是整环，而整环到局部化的映射一定是单射，故由

(s|V )x = 0

可以得到

s|V = 0

故取仿射开集覆盖知道 s = 0，即 OX(W ) 是 OX(U) 的子环，从而是整环.

整概形的一个重要性质是其存在函数域，在这里扮演了有理函数在仿射代数簇上的角色. 为了

定义函数域 K(X)，我们要说明任何整概形都存在唯一的泛点 ξ. 事实上，对于任意的开集 U =

SpecA，存在唯一泛点，因为 A 是整环，所以 U 的泛点 ξ 必须满足

V (ξ) = SpecA =⇒ ξ ⊂
√
(0) = (0)

故 ξ = (0) 为 U 的唯一泛点，再结合不可约空间开集稠密，有

U = X

所以 ξ 也是 X 的泛点. 而 X 上泛点的唯一性可以如下证明：假设 η 是另外一个泛点，但是必定有

η ∈ U，否则
{η} ⊆ X\U

与泛点矛盾，所以 η 与 ξ 都是 U 的泛点，矛盾. 所以整概形具有唯一泛点.

定义 3.2.2: function field

对于一个整概形 X，我们定义它的 function field 和 field of rational functions 为在泛点

ξ ∈ X 处的局部环
K(X) = OX,ξ

事实上，对整概形，任取仿射开集 U = SpecA，我们知道

OX,ξ = OSpecA,ξ = A(0) = Frac(A)

所以其函数域即仿射开集截面环的分式域. 特别地，我们可以看到一些简单的例子，如 SpecZ 的函
数域是 Q，An

k 的函数域是 k(x1, · · · , xn).
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命题 3.2.2

X 是一个整概形，则

(1) 对任意开集 U ⊂ X，存在自然的包含关系 OX(U) ⊂ K(X).

(2) 对于点 x ∈ X，有自然的包含关系 OX,x ⊂ K(X).

(3) 在上述的包含关系下，我们有

OX(U) =
⋂
x∈U

OX,x ⊂ K(X)

证明: (1) 我们在前面就已经证明了任意开集上的截面可以视为其包含的仿射开集上截面的子环，

而函数域就是任意仿射开集上截面的分式域，所以自然可以把任意开集上的截面看成是分式域的子

环.

(2) 取包含 x 的仿射开集 V = SpecA，记 x 对应的素理想为 p，则我们知道

OX,x = Ap ↪→ Frac(A) = K(X)

所以自然可以看做是子环.

(3) 很显然任意 s ∈ OX(U) 取芽是单射，所以 OX(U) ⊂ OX,x，对任意 x ∈ U . 故一边的包含关
系是显然的，反过来，如果 f ∈ K(X) 落在每一个 OX,x 中，我们对 x 选择一个仿射开集 Vx 与截

面 hx 使得

hxξ = f

即在泛点处的芽为 f，利用

OX(Vx ∩ Vy)→ OX,ξ

的单射，我们知道 {hx} 在相交处相容，从而可以唯一粘成一个 OX(U) 上的截面，这个截面满足在

每一点处的芽都等于 f，从而就是 f . 于是得证.

x ∈ X 是一个点，f ∈ K(X) 是一个有理函数，我们成 f 在 x 处 regular，如果 f ∈ OX,x.

3.3 Affine communication technique

本节我们介绍所谓的仿射沟通技术，旨在处理一些非仿射开集上的问题.

引理 3.3.1: Doubly distinguished covers

X 是一个概形，U = SpecA 与 V = SpecB 是 X 的两个开子概形，则 U ∩ V 是一系列同时
在 U, V 中都是主开集的开集的并，换句话说，对任意的 x ∈ U ∩ V，都存在 W ⊂ U ∩ V 使
得 W 在 U, V 中都是主开集.
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证明: 如图，考虑 p ∈ SpecA ∩ SpecB，取 f ∈ A 使得

p ∈ DA(f) = SpecAf ⊂ SpecA ∩ SpecB

再取 g ∈ B 使得
p ∈ DB(g) = SpecBg ⊂ DA(f)

设 SpecB 的截面 g 限制到 SpecAf 上成为 g′，则我们有

SpecBg = {q ∈ SpecAf : g
′ /∈ q} = Spec(Af )g′

设 g′ = g′′/fn，于是有

SpecBg = Spec(Af )g′ = SpecAfg′′

所以得证.

命题 3.3.1: 仿射沟通引理

若 P 是概形的性质，若对概形 X 而言，满足

(1) 若 SpecA ⊂ X 满足 P，则对任意的 f ∈ A，SpecAf 也满足 P .

(2) 若 (f1, · · · , fn) = A，且 SpecAfk ⊂ X 满足 P，则 SpecA ⊂ X 也满足 P .

若 X 有一个满足 P 的仿射开覆盖
⋃

SpecAi，则 X 的任意仿射开集满足 P .

证明: 任取 X 的仿射开集 SpecA，由于所有的 SpecAi ∩ SpecA 可以用同时是二者的主开集的开

集盖住，所以由 (1) 知道 SpecA 是一族满足 P 的主开集的并，再由仿射开集拟紧与条件 (2) 可以

知道 SpecA 满足 P .

定义 3.3.1: 仿射局部性质

把同时满足上面 (1)(2) 的性质 P 称为 affine local property.

3.4 Schemes of finite type

回忆，一个 A-代数 B 称为是 finitely generated 或者 of finite type，如果存在有限个元素

x1, · · · , xr 使得
B ∼= A[x1, · · · , xr]
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定义 3.4.1: finite type

一个 A-概形 X 称为 finite type of A，如果存在一个有限开覆盖 {Ui}ri=1 使得 Ui = SpecBi，

其中 Bi 是有限生成 A-代数.

命题 3.4.1

X 是 over A 的有限型概形，则对任意的仿射开集 U ⊂ X，环 OX(U) 是有限生成 A-代数.

证明: 我们使用仿射沟通引理，只需要验证满足条件即可，首先若 SpecB ⊂ X 满足其截面环为

有限生成 A-代数，而对任意的 f ∈ B，我们知道

OX(SpecBf ) = Bf = B[f−1]

所以还是有限生成 A-代数. 另外一方面，若有

(f1, · · · , fn) = B

且对任意的 k，都有 SpecBfk 满足 Bfk 是有限生成 A-代数，我们来说明 B 是有限生成 A-代数，注

意到存在 ck ∈ B 使得
c1f1 + · · · cnfn = 1

由于 Bfk 是有限生成的，则这些生成元可以写成
bk,j

f
mk,j

k

的形式，构造集合 S 由所有的分子 bk,j，分

母 fk，系数 ck 组成，很显然这是一个有限集，现在我们来说明 S 生成的 A-子代数 B′ = A[S] 就是

B. 首先注意到 ∑
ckfk = 1

在 B′ 中也成立，所以 (f1, · · · , fn) 在 B′ 中也生成单位理想，此外，由 B′ 的构造可以知道对任意

的 fk，Bfk 的生成元都落在 B′
fk
中，所以自然有

B′
fk

= Bfk

现在任取 b ∈ B，我们知道在局部环中有

b

1
∈ Bfk = B′

fk

这表示存在充分大的 N 使得对任意的 k 都有

fNk · b ∈ B′

现在注意到

(c1f1 + · · ·+ cnfn)
nN = 1

由抽屉原理，左边可以看成是理想 (fN1 , · · · , fNn )中的一个元素，所以知道存在 y1, · · · , yn ∈ B′ 使得∑
ykf

N
k = 1
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所以知道

b = b · 1 = b(
∑

ykf
N
k ) =

∑
yk(f

N
k b) ∈ B′

所以

B ⊂ B′ =⇒ B = B′

所以知道 B 是有限生成 A-代数. 于是再结合条件，知道存在满足条件的仿射开覆盖，由仿射沟通

引理知道 X 的任意开集都满足命题.

证明的中的技术可以总结为如下引理：

引理 3.4.1

R 是环，g1, · · · , gr ∈ R 生成单位理想，则

(1) 若 R 是 A-代数，且 Rgi 是有限生成 A-代数，则 R 是有限生成 A-代数.

(2) 若 M 是 R-模，且 Mgi 是有限生成 Rgi-模，则 M 是有限生成 R-模.

定义 3.4.2: morphism of finite type

概形间的态射 f : X → S 是 finite type 的，如果对 S 的任意仿射开集 V = SpecA，都有

f−1(V ) 是 finite type over A 的.

尽管这个定义要求对于任意的仿射开集都成立，但是下面的命题告诉我们只需要对一个仿射开

覆盖验证即可.

命题 3.4.2

令 f : X → S 为一个态射，若存在 S 的一个仿射开覆盖 Vi = SpecAi 使得对于任意的 i，概

形态射 f−1(Vi)→ Vi 是有限型的，则 f 是有限型的.

证明: 我们对 S 的仿射开集 V = SpecA 定义性质 P 为

f−1(V )→ V

是有限型的，只需要验证 P 是仿射局部的，就可以使用仿射沟通技术说明对任意的仿射开集成立.

首先，对于 V = SpecA 满足性质 P，我们知道 f−1(V ) 是有限个仿射开集的并，可以写成
n⋃
i=1

SpecBi，其中 Bi 是有限生成 A-代数. 对任意的 g ∈ A，我们要说明 f−1(SpecAg) 也是有限型

的. 我们把 f 限制在 SpecBi 上得到

fi = f |SpecBi
: SpecBi → SpecA

这对应着一个环态射

φi : A→ Bi
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于是我们注意到

f−1(SpecAg) ∩ SpecBi = f−1(D(g)) ∩ SpecBi = f−1
i (D(g)) = D(φi(g)) = Spec(Bi)g ⊂ SpecBi

所以我们知道

f−1(SpecAg) =
n⋃
i=1

Spec(Bi)g

这是一个有限覆盖，我们只需要说明 (Bi)g 是有限生成 Ag-代数即可，由于 Bi 是有限生成 A-代数，

我们知道

(Bi)g ∼= Bi ⊗A Ag ∼=
A[x1, · · · , xm]

I
⊗A Ag ∼=

A[x1, · · · , xm]⊗A Ag
I ⊗A Ag

∼=
Ag[x1, · · · , xm]

Ig

所以 (Bi)g 是有限生成 Ag-代数. 故知道 SpecAg 满足性质 P . 现在我们要说明如果 (g1, · · · , gn) = A，

且 SpecAgk 满足 P，则 SpecA 满足 P . 由于 SpecAgk 满足性质，所以知道存在一个有限仿射开覆

盖

f−1(SpecAgk) =

mk⋃
j=1

SpecCk,j

其中 Ck,j 是有限生成 Agk-代数，由于生成单位理想，我们知道

SpecA =
n⋃
k=1

SpecAgk

于是有

f−1(SpecA) =
n⋃
k=1

mk⋃
j=1

SpecCk,j

为有限仿射开覆盖，注意到 Ck,j 是有限生成 Agk-代数，而 Agk = A[g−1
k ] 是有限生成 A-代数，所以

知道 Ck,j 是有限生成 A-代数，故有限型.

综上，利用仿射沟通引理可以得到结论对任意的仿射开集成立.

3.5 Noetherian schemes

环的诺特性质有对应的几何描述，这是概形理论中最重要的有限性条件之一.

定义 3.5.1: Noetherian

一个概形 X 是 Noetherian 的，如果存在一个有限开覆盖 {Ui} 使得 Ui = SpecAi，Ai 为

Noether 环.

这个条件暗示了诺特概形是拟紧的，因为是有限个拟紧开集的并.
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命题 3.5.1

X 是概形，TFAE:

(1) X is Noetherian.

(2) X 是拟紧的，并且对任意的仿射开集 U = SpecA ⊂ X，环 A 是 Noether 的.

证明: (2) 推 (1) 是显然的，利用拟紧可以得到满足条件的有限仿射开覆盖. 至于 (1) 推 (2)，我们

只需要证明环的诺特性是仿射局部的.

首先，任给 U = SpecA，A 是 Noether 环，对任意的 f ∈ A，我们要说明 Af 是 Noether 环，

这是显然的，因为 Noether 环的局部化还是 Noether 的. 现在给定环 A 以及

(f1, · · · , fn) = A

使得 Afk 是 Noether 的，我们来证明 A 是 Noether 的. 我们可以利用引理 3.4.1，取 M 为 A 的理

想，从而立刻得到理想是有限生成的，故得证. 当然利用升链条件也可以说明，主要工具是零模是

局部性质.

综上，利用仿射沟通技术可以得到 X 是 Noether 概形.

于是我们立刻得到：

推论 3.5.1

X = SpecA 是 Noether 概形当且仅当 A 是 Noether 环.

由 Hilbert 基定理，我们知道 Noether 环上的有限生成代数仍然是 Noether 的，所以 Noether

概形往往与 finite type 相关.

命题 3.5.2

令 f : X → Y 为有限型概形的态射，并且 Y 是 Noether 概形，则 X 也是 Noether 的.

证明: 由于 Y 是 Noether 的，所以存在一个有限开覆盖，覆盖中开集形如 V = SpecA，使得 A

为 Noether 环. 由于 f 是有限型的，我们知道 f−1(V ) 被有限个有限生成 A-代数 Bi 的谱覆盖，由

Hilbert 基定理知道 Bi 也是 Noether 的，从而 X 是 Noether 的.

实际上一个拓扑空间也有 Noether 性，我们定义如下：
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定义 3.5.2: Noether空间

一个拓扑空间 X 称为 Noetherian，如果满足闭集的 descending chain condition: 对于闭集

降链

Y1 ⊃ Y2 ⊃ · · ·

存在 r > 0 使得 Yr = Yr+1 = · · · .

Remark 3.5.1

注意到闭集的降链条件等价于开集的升链条件，所以 Noether 空间的等价定义是任意开集升

链必停止.

对于 Noehter 拓扑空间，我们有不可约分支的分解，对应的交换代数里面就是所谓 Noether 环

的准素分解.

命题 3.5.3

在 Noether空间 X 中，所有非空闭集 Y 可以表示为有限个不可约闭集的并 Y = Y1∪Y2∪· · ·∪
Yr. 如果我们要求对于 i ̸= j，有 Yi ⊉ Yj，则 Yi 是被唯一确定的，称为 Y 的 irreducible

components.

证明: 首先我们证明这种表示的存在性，令 S 表示 X 中所有不能写成不可约闭集之并的非空闭

集. 如果 S 不是空集，由于 X 是 Noether 的，所以一定存在一个极小元(翻译到理想对应极大元)，

记为 Y . 我们知道 Y 不是不可约的，所以 Y = Y1 ∪ Y2. 其中 Y1 与 Y2 都是 Y 的真闭子集，从而也

是 X 的闭子集. 由 Y 的极小性，我们知道 Y1, Y2 都可以表示为不可约闭集的并，于是 Y 也可以，

矛盾. 所以所有闭集都可以表示.

现在我们知道 Y 存在不可约闭集的表示，通过扔掉一些冗余的，我们可以要求对于 i ̸= j，有

Yi ⊉ Yj，Y = Y1 ∪ · · · ∪ Yr，其中 Yi 都是不可约闭集.

现在假设

Y = Y ′
1 ∪ · · · ∪ Y ′

s

是另一个表示，则我们知道

Y ′
1 =

r⋃
i=1

(Y ′
1 ∩ Yi)

但是由于 Y ′
1 是不可约的，所以一定有某个 Yi 使得 Y ′

1 ⊂ Yi，不妨令这个 i 就是 1. 所以我们有

Y ′
1 ⊂ Y1，同理有 Y ′

1 ⊂ Y1 ⊂ Y ′
j，所以 j = 1. 于是有 Y1 = Y ′

1 .

考虑

Z = Y − Y1 = Y − Y ′
1

则我们知道(由开集在不可约空间中的稠密性得到)

Y2 ∪ · · · ∪ Yr = Y ′
2 ∪ · · · ∪ Y ′

s

继续下去我们可以得到唯一性.
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命题 3.5.4: Noether拓扑空间的性质

关于 Noether 拓扑空间我们有如下性质：

(1) Noether 拓扑空间是拟紧的.

(2) Noether 拓扑空间的任意子空间还是 Noether 拓扑空间.

(3) Noether 拓扑空间的任意子集是拟紧的.

证明: 很显然 (1) + (2)得到 (3). 对于 (1)，我们假设 Noether空间 X 不是拟紧的，则存在一个开

覆盖 {Ui}没有有限子覆盖，则我们可以构造出有限步内无法稳定的开集升链，所以矛盾. 对于 (2)，

我们只需要把子空间内的闭集或者开集提升到原空间中稳定，那再限制到子空间上也是稳定的.

命题 3.5.5

X 是一个 Noether 概形，则 X 的任意开子概形和闭子概形都是 Noether 的.

证明: 令 {Ui} 为一个有限仿射开覆盖，其中 Ui = SpecAi，Ai 是 Noether 环，要说明 Y ⊂ X 是

一个开或闭的子概形是 Noether 的，只需要说明 Y ∩ Ui 是 Noether 的. 由于 Y ∩ Ui 是一个仿射概
形的开或闭子概形，我们只需要对 X = SpecA 处理即可，其中 A 是 Noether 环.

当 Y 是开子概形的时候，由于我们知道存在 g1, · · · , gn ∈ A，使得

Y =
n⋃
i=1

SpecAgi

这是因为 Y 是开集，则存在 a ⊂ A 使得

Y = V (a)c = V ((g1, · · · , gn))c =
(⋂

V (gi)
)c

=
⋃

D(gi)

由于 A 是 Noether 环，所以 Agi 也是 Noether 环，故 Y 是 Noether 概形.

当 Y 是闭子概形的时候，由于 X 是仿射概形 SpecA，我们在将来会证明仿射概形的闭子概形

一定形如

Y = SpecA/a

从而是 Noether 的.

很自然的一件事是 Noether 概形的底空间是 Noether 的.

命题 3.5.6

X 是一个 Noether 概形，则 X 的拓扑空间是 Noether 的.
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证明: 由于 X 存在一个有限仿射开覆盖，我们只需要证明覆盖里面的每个开集都是 Noether 的即

可，设 U = SpecA，其中 A 是开集，考虑 SpecA 中的闭集降链

V (a1) ⊃ V (a2) ⊃ · · ·

这等价于
√
a1 ⊂

√
a2 ⊂ · · ·

由 A 的 Noether 性知道有限步内稳定，从而闭集也在有限步内稳定，故得证.

3.6 Properties of morphisms: Like schemes, like morphisms

中国有句古话，叫做羊毛出在羊身上，实则概形态射的性质也出自概形之上，虽然我们目前只

看到 finity type 这一种态射的性质，但是我们在后面还将看到许多按照同一种范式定义的性质.

粗略地讲，若 P 是概形的一个性质，我们称概形间的态射

π : X → Y

满足性质 P，若对 Y 的任意仿射开子集 U，有 X 的开子概型 π−1(U) 满足 P .
我们会发现有限型态射就是如此定义的，此外我们称性质 P 是 目标上仿射局部的，指的是只

要存在 Y 上一组仿射开覆盖 {Ui} 使得 π−1(Ui) ⊂ X 皆满足 P，就有 π 满足性质 P .
从而根据仿射沟通引理，在目标上仿射局部当且仅当满足下面两个条件

(1) P 可以从 π−1(SpecA) 上传递到主开集 π−1(SpecAf ) 上.

(2) 存在主开集覆盖 SpecA =
⋃

SpecAf，从 π−1(SpecAf )满足 P 可以推出 π−1(SpecA)满足 P .

在目标上仿射局部意味着这个性质可以通过在目标概形上选取任意一个仿射开覆盖来进行检

验，代数几何中绝大多数我们在意的、表现良好的态射性质，都是目标上仿射局部的.

证明一个定理时，如果已知该定理涉及的态射性质是“目标上仿射局部的”，可以在证明的第

一句话写上：“不失一般性，我们可以假设目标 Y 是一个仿射概形 Y = Spec(A).” 这样就直接剥

离了目标 Y 的拓扑复杂性，把问题简化为了代数问题.



Chapter 4: Fiber products

4.1 Fiber products

之前我们定义过所谓的 A-scheme，即一个概形 X 配备上一个态射 X → SpecA，现在我们可

以对这个概念进行推广，即把 SpecA 替换成任意一个概形.

定义 4.1.1: scheme over S

对于一个概形 S，我们定义 scheme over S 或者 S-scheme 是一个概形 X 配备上一个态射

X → S. 我们把 S-概形构成的范畴记为 Sch/S，其上的态射为使得下图交换的态射

X Y

S

这个定义的威力在于把 X 看成由概形 S 参数化的一系列概形，即我们把 S-概形 X 看成是一

个 over S 的空间，如图
X

S

这种视角的具体作用会在后面看到.

纤维积在任意范畴中其实都有定义，令 A 为一个范畴，取对象和态射

Y

X Z

t

s

则关于这个图像的 pullback 是一个对象 P ∈ A 与态射 p1 : P → X 和 p2 : P → Y 使得下图交

96
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换

P Y

X Z

p2

p1 t

s

并且对任意使得下图交换的 A，唯一地 factor through P :

A

P Y

X Z

∃!f

f2

f1

p2

p1 t

s

我们称图

P Y

X Z

p2

p1 t

s

为一个 pullback square或者 Cartesian square. 拉回 P 的另外一个名字叫做fiber product，记

为

X ×Z Y

由泛性质知纤维积在同构意义下唯一. 给定两个 over S 的态射

φ : Z → X, ψ : W → Y

我们由极限的泛性质知道

Z ×S W Z

X ×S Y X

W

Y S

存在态射的积

φ× ψ : Z ×S W → X ×S Y
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对于集合而言，我们不难发现如果给定

fX : X → S, fY : Y → S

则有

X ×S Y = {(x, y) : fX(x) = fY (y)} =
∐
s∈S

f−1
X (s)× f−1

Y (s)

这也解释了纤维积的名字由来.

4.2 Fiber products of schemes

虽然我们给出了泛性质的定义，但是我们仍然没有说明纤维积在概形范畴中的存在性. 我们将

在这一节中来证明其存在性.

当基概形 S = SpecA 是仿射的时候，纤维积 X ×S Y 也被记为 X ×A Y . 需要强调我们并不能

通过对 X, Y 的底空间进行纤维积再赋予一个合适的层得到概型的纤维积. 事实告诉我们纤维积的

底空间与底空间的纤维积往往存在很大的差异，一个需要牢记于心的例子即

A1
k ×k A1

k = A2
k

后者有着比前者底空间纤维积多得多的点. 但是注意到纤维积是一个极限，而 Hom 函子是一个右

伴随，于是保持极限，从而我们得到

(X ×S Y )(R) = X(R)×S(R) Y (R)

现在我们来构造仿射概形的纤维积，一个重要观察是 AffSch = CRingop，并且代数的张量积

的泛性质与纤维积的泛性质是对偶的，给定 A 代数 B1, B2，有下图泛性质

C

B1 ⊗A B2 B2

B1 A

对其使用 Spec 函子，我们得到交换图

Spec(B1 ⊗A B2) SpecB2

SpecB1 SpecA
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于是我们可以看到 Spec(B1 ⊗A B2) 就是在 AffSch 中 SpecB1 与 SpecB2 的纤维积. 我们需要利用

下面的命题说明它在 Sch 也仍然是纤维积.

命题 4.2.1

对于态射 fi : SpecBi → SpecA，i = 1, 2，概形 Spec(B1 ⊗A B2) 与两个投影 p1, p2 构成了

SpecB1 与 SpecB2 在 Sch 中的纤维积.

证明: 我们要说明对于任意的概形 T，有下图成立：

T

Spec(B1 ⊗k B2) SpecB2

SpecB1 SpecA

定理 2.4.1 告诉我们态射 T → SpecBi 等价于 A 代数同态 Bi → OT (T )，于是我们利用代数张量积

的泛性质
OT (T )

B1 ⊗k B2 B2

B1 A

我们知道存在唯一的代数同态 B1 ⊗A B1 → OT (T )，再利用定理 2.4.1 得到唯一的概形态射 T →
Spec(B1 ⊗B2)，所以为概形纤维积.

引理 4.2.1: 像在开集中的态射

U 是 X 的一个开子概形，则对任意的 f : T → X 使得 f(T ) ⊂ U，都存在唯一 f 分解经过 U

使得下图交换.
T

U X

∃!f
f

ι
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证明: 拓扑上就是 f 本身，在层上面的态射只需要注意到对任意开集 V ⊂ U，都有

OX(V ) = OX |U(V )

从而

OX → f∗OT ⇐⇒ OX |U → f∗OT

得证. 我们还可以得到上面实际上给出了一一对应.

还有一种情况的纤维积较为容易理解.

命题 4.2.2

若 f : X → S 为概形态射，ι : V → S 为开集的包含，则 f−1V 上存在一个典范概形，其结构

层为 OX |f−1(V ). 则 f−1V ∼= V ×S X.

证明: 对任意的取值在 f−1V 中的态射 g : T → X 都唯一分解经过 T → f−1(V )，即下图：

T

f−1V X

V S

j

f |f−1V
f

ι

从而知道 f−1V 自然是 V ×S X.

引理 4.2.2

若 X ×S Y 存在，并且 U ⊂ X 是一个开子概形，则开子概形 p−1
X U 与态射 pX |p−1

X U , pY |P−1
X U

为纤维积 U ×S Y .

p−1
X U X ×S Y Y

U X S

pY

pX ι

证明: 令 ι : U → X 为开嵌入，给定任意概形 gU : T → U 与 gY : T → Y 使得有复合

T
gU→ U ↪→ X → S

与

T
gY→ Y → S
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满足 X ×S Y 的泛性质，从而存在唯一的 g : X ×S Y 使得下图交换

T

p−1
X U X ×S Y Y

U

X S

g

g
gY

gU

gX

pY

pX
ι

再由 p−1
X U 的泛性质可以得到唯一的 g 使得上图交换，从而知道满足 U ×S Y 上的泛性质.

下面的引理让我们可以通过粘贴来构造一般的纤维积.

引理 4.2.3

假设存在一个 X 的开覆盖 {Ui}i∈I 使得 Ui ×S Y 均存在，则 X ×S Y 也存在. 并且 Ui ×S Y
构成了 X ×S Y 的一个开覆盖，并且 X ×S Y 的投影限制上去就是 Ui ×S Y 的投影.

证明: 令 Uij = Ui ∩ Uj 与 Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk，令

pi : Ui ×S Y → Ui

为投影，由前面的引理我们知道 p−1
i (Uij) 就是纤维积 Uij ×S Y . 同理对 j 也成立，于是我们知道存

在唯一的同构

θij : p
−1
i Uij → p−1

j Uij

使得下图交换：

p−1
i Uij p−1

j Uij

Uij

θij

pi pj

我们要说明 θij 满足概形的黏合条件，唯一需要验证的就是 cocycle 条件，注意到下图是成立的

p−1
i Uijk p−1

j Uijk p−1
k Uijk

Uijk

θij

pi

θjk

pj
pk

于是不难注意到在 p−1
i (Uijk) 上有 θik = θjk ◦ θij 成立，从而我们知道 p−1

i Ui 可以粘成概形 X ×S Y，
并且由概形的黏合定理我们知道 pi 也可以粘成一个态射 pX : X ×S Y → X，而投影 Ui ×S Y → Y
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也可见满足黏合条件：

p−1
i Uij p−1

j Uij

Ui ×S Y Uij ×S Y Uj ×S Y

Y

θij

ιi
φi φj

ιj

pYi

qY
pYj

所以也可以粘成一个整体的态射 pY : X ×S Y → Y .

最后，我们要检查 pX 与 pY 满足纤维积的泛性质，令 T 为任一个 S-概形，有态射 φX : T → X

与 φY : T → Y 使得下图交换

T

X ×S Y Y

X S

φY

φX

pY

pX

对于任意的 i ∈ I，限制 φ−1
X (Ui)→ Ui 与 φY : T → Y 诱导了一个唯一的同态

φi : φ
−1
X (Ui)→ Ui ×S Y

其是由泛性质诱导的

φ−1
X (Ui)

Ui ×S Y Y

Ui S

φi

φY

φX

在 φ−1(Uij) 上，由泛性质的唯一性我们知道 φi = φj，从而可以粘成唯一的 φ : T → X ×S Y 使得

pX ◦ φ = φX , pY ◦ φ = φY

故 X ×S Y 为纤维积.
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引理 4.2.4

若 S 是仿射的，则 X ×S Y 存在.

证明: 若 Y 是仿射的，令 Ui 为 X 的仿射开覆盖，从而 Ui ×S Y 存在，从而可以粘成 X ×S Y .

当 Y 不是仿射的时候，我们取 Y 的仿射开覆盖 Vj，知道存在 X ×S Vj，可以粘成 X ×S Y，故存
在.

引理 4.2.5

U ⊂ X 是开子概形，令 ι : U → X 为含入映射，令 f, g : T → U 为两个态射使得 ι ◦ f = ι ◦ g，
则 f = g.

证明: 拓扑上是显然的，令 f = g = h为拓扑上的映射，我们知道 f# 与 g# 都是从 OX |U → h∗OT

的层态射，而 ι# 在 V ⊂ U 上就是从 OX(V )→ OU(V ) 的恒等态射，注意到我们有

(ι ◦ f)# = (ι ◦ g)#

这等价于

ι∗(f
#) ◦ ι# = ι∗(g

#) ◦ ι#

对任意开集 V ⊂ U，我们有 ι#(V ) 是恒等映射，则我们知道有

ι∗(f
#)(V ) ◦ ι#(V ) = ι∗(g

#)(V ) ◦ ι#(V )

也就是

f#(V ) = g#(V )

所以 f# = g#，即 f = g.

引理 4.2.6

令 ι : T → S 为一个开嵌入，令 X, Y 为两个 T -概形，若 X ×T Y 存在，则 X ×S Y 存在，并
且典范同构于 X ×T Y .

证明: 有态射 fX : X → T 与 fY : Y → T，则 X, Y 都是 S-schemes，其结构态射为 ι◦fX 与 ι◦fY .
则对任意的概形 Z 与 φX : Z → X,φY : Z → Y，使得

(ι ◦ fX) ◦ φX = (ι ◦ fY ) ◦ φY

则由于 ι 是开嵌入，我们知道

fX ◦ φX = fY ◦ φY
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所以由 X ×T Y 的泛性质，知道存在唯一的态射 Z → X ×T Y 使得下图交换

Y

Z X ×T Y T S

X

fY

ι◦fY

ι

fX

ι◦fX

于是我们发现 X ×T Y 满足 X ×S Y 的泛性质，所以存在典范的同构.

经过这许许多多引理，我们终于可以证明本节的主定理了.

定理 4.2.1: 纤维积的存在性

对于任意基概形 S 上的概形 fX : X → S 与 fY : Y → S，纤维积 X ×S Y 是存在的.

证明: 令 {Si}i∈I 为 S 的一个仿射开覆盖，令 Ui = f−1
X (Si) 与 Vi = f−1

Y (Si). 由引理 4.2.4 知道

纤维积 Ui ×Si
Vi 存在. 从而由引理 4.2.6 知道它们同时也是纤维积 Ui ×S Vi. 事实上这就是纤维积

Ui ×S Y，我们通过泛性质来验证，任给一个概型 T，满足交换图：

T Y

Ui S

由于 T → Ui → S 的像落在 Si 中，所以由交换图知道 T → Y → S 的像也在 Si 中，于是知道上面

的交换图等价于
T Y

Ui Si

同理，由于 T → Y → S 的像在 Si 中，我们知道 T → Y 的像落在 Vi 中，于是交换图等价于

T Vi

Ui Si
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于是我们知道有下面的交换图成立

T

Ui ×Si
Vi Vi

Ui Si

然后翻译回原本的交换图即

T

Ui ×S Y Y

Ui S

故 Ui ×Si
Vi 与 Ui ×S Y 是同构的，因此所有的 Ui ×S Y 都存在，再利用引理 4.2.3 知道可以粘成纤

维积 X ×S Y .

4.3 First example in fiber products

来简单看一些例子. 首先对于任意的环 R，我们有典范的同构

R[x1, · · · , xm]⊗R R[y1, · · · , yn] ∼= R[x1, · · · , xm, y1, · · · , yn]

因此有

Am
R ×R An

R
∼= Am+n

R

即使当 R = C 的时候，Am+n
C 的底空间与 Am

C × An
C 的底空间仍然是不一样的，所以再次阐释了为

什么纤维积不能通过对底空间的纤维积赋予层结构而得到.

令 X ⊂ Am
R = SpecR[x1, · · · , xm] 与 Y ⊂ An

R = SpecR[y1, · · · , yn] 为两个闭子概形，分别由理
想 a = (f1, · · · , fr) ⊂ k[x1, · · · , xm] 与 b = (g1, · · · , gs) ⊂ k[y1, · · · , yn] 定义，则 X ×R Y 同构与
Am+n
R 的闭子概形

SpecR[x1, · · · , xm, y1, · · · , yn]/(f1, · · · , fr, g1, · · · , gs)

要说明这件事我们实际上就是要计算(
R[x1, · · · , xm]
(f1, · · · , fr)

)
⊗R
(
R[y1, · · · , yn]
(g1, · · · , gs)

)
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为了计算这个，我们需要引入一个交换代数的引理，即若 I ◁M,J ◁N，则有

(M/I)⊗R (N/J) ∼=
M ⊗R N

I ⊗N +M ⊗ J

由于张量积是右正合函子，注意到我们有

I →M →M/I → 0

于是有

I ⊗R N →M ⊗R N → (M/I)⊗R N → 0

所以有

(M/I)⊗R N ∼= M ⊗R N/I ⊗R N

现在对

J → N → N/J → 0

张量积上 M/I 得到

(M/I)⊗R J → (M/I)⊗R N → (M/I)⊗R (N/J)→ 0

故

(M/I)⊗R (N/J) ∼=
(M/I)⊗R N
(M/I)⊗R J

于是我们得到两个自然满射

f : M ⊗R N → (M/I)⊗R N, g : (M/I)⊗R N → (M/I)⊗R (N/J)

于是得到映射

F := g ◦ f : M ⊗R N → (M/I)⊗R (N/J)

于是我们只要计算 KerF 即可，注意到

KerF = f−1(Ker g)

而 Ker g = Im((M/I)⊗R J)，注意到 (M/I)⊗R J 的生成元的原像形如 m⊗R n，其中 n ∈ J，于是
知道集合的原像为核+集合生成元的原像，即

KerF = f−1(Ker g) = Ker f +M ⊗R J = I ⊗R N +M ⊗R J

故引理得证，所以我们知道

(M/I)⊗R (N/J) ∼=
M ⊗R N

I ⊗N +M ⊗ J
∼=

R[x1, · · · , xm]⊗R R[y1, · · · , yn]
(f1, · · · , fr)⊗R R[y1, · · · , yn] +R[x1, · · · , xm]⊗R (g1, · · · , gs)

而在同构

R[x1, · · · , xm]⊗R R[y1, · · · , yn] ∼= R[x1, · · · , xm, y1, · · · , yn]
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下，我们知道

(f1, · · · , fr)⊗R R[y1, · · · , yn] +R[x1, · · · , xm]⊗R (g1, · · · , gs) = (f1, · · · , fr, g1, · · · , gs)

故得证. 其集合上的直觉为 X 是在 m 维空间中由 f1 = 0, . . . , fr = 0 定义的图形，Y 是在 n 维空间

中由 g1 = 0, . . . , gs = 0定义的图形，当把这两个图形乘在一起时，实际上是在一个 m+n维的新空

间里，要求所有的 fi 为 0，同时所有的 gj 为 0，所以，新图形的定义方程就是这两组方程的并集.

对于 SpecC×R SpecC，我们需要计算 C⊗R C，我们知道 C = R[t]/(t2 + 1)，于是有

C⊗R C = R[t]/(t2 + 1)⊗R C = C[t]/(t2 + 1) = C[t]/(t+ i)(t− i) ∼= C× C

最后的同构是中国剩余定理，故 SpecC×R SpecC 就是两个分离的闭点.

Remark 4.3.1

我们会发现在处理一些代数的同构时，实际上只处理了模同构，其依据为一个定理：若 φ : M →
N 为 R-模同构，且 M,N 都是 R-代数，如果 φ(1M) = 1N，并且存在 M 的一组 R-生成元

{mi} 使得对任意 i, j 都有 φ(mimj) = φ(mi)φ(mj)，则 φ 自动是一个代数同构.

定理告诉我们如果给定一个代数同态，那么我们把这个代数同态给遗忘成模同态，在模范

抽里面证明同构就足以说明代数同构，因为在代数同构里面，其一一对应往往比自然代数结

构困难，一个典型的例子就是

A⊗R R[x] ∼= A[x]

这件事情的证明是利用模同构证明的，但是其同构态射是代数同态，所以自然是代数同构.

Remark 4.3.2

在处理一些张量积问题时，我们经常会遇到一些标量延拓的问题，例如 B 是 A 代数，I 是 A

的理想，则有

B/IB ∼= B ⊗A (A/I)

这个等式本身由张量积函子的右正合性保证，但是其揭示了一个更加广泛的结构，即如果想

在 B 上通过“某种规则”构造一个新的环，而这个“规则”在 A 上已经构造好了，那么直接

把 B 和 A 的构造产物做张量积即可. 下面是常见的一些结构：

在 A 上的构造 A 端的产物 B 端的对应产物 张量积表示

取商 A/I B/IB B ⊗A (A/I) ∼= B/IB

局部化 S−1A S−1B B ⊗A S−1A ∼= S−1B

多项式 A[t] B[t] B ⊗A A[t] ∼= B[t]

剩余域 κ(p) 纤维环 B ⊗A κ(p) ∼= (B/pB)p

4.4 Base change

纤维积让我们有能力去改变基概形，也就是所谓的基变换.
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定义 4.4.1: base change

给定 S-概形 X，结构态射为 ρ : X → S，若 T → S 为任一的态射，则我们可以得到纤维积

XT = X ×S T，其自然是一个 T -概形，我们成 XT 从 X 通过 base change T → S 获得.

XT X

T S

pT p

虽然基变换是纤维积，但其创新视角在于我们不把 X ×S T 看成是对称的积，而是同一个几何
对象 X 在不同环境下的体现. 可以把 X → S 看成由 S 参数化的一族对象，XT 就是在新的参数空

间 T 上重新定义的几何对象.

如我们可以对方程组的基域进行变换，令 X = Spec k[x1, · · · , xn]/(f1, · · · , fr)，对任意域扩张
k ⊂ K，基变换 XK 由下式给出

XK = X ×k K SpecK[x1, · · · , xn]/(f1, · · · , fr)

于是 XK 由与 X 相同的方程组定义，但是我们在扩域 K 中去解. 比如令 X = SpecR[x, y]/(x2 +
y2 + 1)，基变换到 C 上得到

XC = SpecC[x, y]/(x2 + y2 + 1)

其中 X 没有 R-点，但是 XC 有无穷多个 C-点.

一个重要例子如下，令X是一个 k-概形，给定 k的一个域自同构 σ，则 σ诱导了同态 ι : Spec k →
Spec k，从而我们可以得到基变换 σX:

σX X

Spec k Spec kι

先介绍一个命题.

命题 4.4.1

若基变换 ρ : T → S 是一个同构，则对任意 f : X → S，沿 ρ 的基变换 X ×S T 总与 X 同构.
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证明: 交换图道尽一切：

XT

X

XT X

T S

pX
pX◦g◦pX

pT ◦g◦pX
g

id

ρ−1◦f pX

pT f

ρ

先不管最左上角的 XT，我们利用得到的 g 知道 pX ◦ g = id，现在要说明 g ◦ pX = id，再看左上角

的 XT，有复合

pX ◦ g ◦ pX = (pX ◦ g) ◦ pX = id ◦ pX = pX

并且

pT ◦ g ◦ pX = ρ−1 ◦ f ◦ pX = ρ−1 ◦ ρ ◦ pT = pT

于是我们知道有交换图
XT

XT X

T S

g◦pX
pX

pT

pX

pT f

ρ

由纤维积泛性质知道

g ◦ pX = id

综上知道是同构.

于是注意到 ι 是同构，所以 σX 与 X 作为抽象概形是同构的，但是其作为 k-概形一般来说不

是同构. 例如我们取 k = Q(
√
2) 与自同构

σ(a+ b
√
2) = a− b

√
2

则我们有两个概形

X = Spec k[x, y]/(x2 +
√
2y2 + 1), σX = Spec k[x, y]/(x2 −

√
2y2 + 1)

第一个概型没有 k-值点，但是第二个有无穷多个.
Remark 4.4.1

计算 σX 的过程如下：若 X 是由 k[x1, . . . , xn] 中的理想 I = (f1, . . . , fm) 定义的仿射概型
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SpecA，则 σX 定义为纤维积 X ×Spec k,σ Spec k，其对应的坐标环为环的张量积

A⊗k,σ k ∼= (k[x1, . . . , xn]/I)⊗k,σ k

由于该张量积中的标量乘法满足规则

(c · a)⊗ 1 = a⊗ σ(c)

对于任一给定的定义方程 fj =
∑

aIx
I，其在张量积中对应的元素为

fj ⊗ 1 =
∑

(aIx
I ⊗ 1) =

∑
(xI ⊗ σ(aI))

这表明在以张量积右侧的 k 作为系数域的新多项式环中，定义方程的系数由 aI 变为了 σ(aI)，

因此 σX 的定义方程组即为将 X 的定义方程组中所有系数通过自同构 σ 变换后得到的结果.

4.5 Fibers

定义 4.5.1: Fiber

f : SpecB → SpecA 在 p ∈ SpecA 处的 fiber 为 f−1(p).

设 f 是环态射 φ : A→ B 诱导的，对 y ∈ SpecA，对应 A 中的素理想 p，则 f−1(y) 由 B 中所

有满足 φ−1(q) = p 的素理想 q 构成.

当 y ∈ SpecA 是闭点的时候，p 是极大理想，则 {y} = {y} = V (p)，所以我们知道

f−1(V (p)) = V (φ(p)B)

特别地，纤维 f−1(y) 是一个闭集，同胚于 Spec(B/φ(p)B).

但是当 y 不是闭点，纤维可能在 SpecB 中不再是闭集，虽然我们仍然有

f−1(V (p)) = V (φ(p)B)

成立，但是这个闭集会包含一些落在 p 闭包中的点，而不一定映射向 y. 所以这不是纤维，于是我

们就想要排除那些多余的点.

我们令

S = φ(A\p)

为 B 中的乘性子集，考虑局部化

Bp := S−1B

则我们会注意到 V (φ(p)B) 中那些不映射向 p 的素理想一定与 φ(A− p) 相交，因为若

q ∈ V (φ(p)B)
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并且

φ−1(q) ⊋ p

则

φ−1(q) ∩ (A− p) ̸= ∅

所以存在 a ∈ φ−1(q) ∩ (A− p)，即存在 φ(a) ∈ q ∩ S，从而 q 在局部化下变为 (1).

现在我们考虑由环映射

B → Bp → Bp/φ(p)Bp

诱导的素谱的映射

Spec(Bp/φ(p)Bp)→ Spec(Bp)→ Spec(B)

命题 4.5.1: 纤维的刻画

记号全部同上，则 f : SpecB → SpecA 对 p ∈ SpecA 诱导的纤维有同胚：

f−1(p) ∼= Spec(Bp/φ(p)Bp)

若 p 还是一个闭点，则 f−1(p) 同胚于 Spec(B/φ(p)B).

证明: 首先注意到

Spec(Bp/φ(p)Bp) ∼= V (φ(p)Bp) ⊆ Spec(Bp)

然后

Spec(Bp) ∼= D ⊆ SpecB

其中 D 是 B 中与 S 无交的素理想构成的集合，所以我们就知道

Spec(Bp/φ(p)Bp) ∼= K

其中 K 满足

K = {q ∈ SpecB : q ∩ S = ∅, qBp ⊇ φ(p)Bp}

其中 q ∩ S = ∅ 告诉我们 φ−1(q) ⊆ p，而 qBp ⊇ φ(p)Bp 告诉我们 q ⊇ φ(p) ⇐⇒ φ−1(q) ⊇ p，综合

起来即

φ−1(q) = p

所以得证.

4.6 Scheme theoretic fibers

纤维积的一大用处是给一点的原像赋予概形结构，令 f : X → Y 为概形的态射，y ∈ Y 是一个
点，我们可以考虑映射

Specκ(y)→ Y
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对应 y → Y 的含入映射，注意 κ(y) = OY,y/my，上面的映射实际上由下面的复合给出：

Specκ(y)→ SpecOY,y → Y

我们定义 scheme theoretic fiber 为

Xy = Specκ(y)×Y X

即如下交换图
Xy X

Specκ(y) Y

f

注意 Xy 是 κ(y)-概形，泛性质告诉我们对任意的 g : T → X factors via Xy 当且仅当 f ◦ g factors

through Specκ(y)→ Y . 特别地，这表示 f ◦ g 把 T 送到 y.

T

Xy X

Specκ(y) Y

g

f

通俗来说，这意味着：如果一个方案 T 映射到 X 后，其整个图像在 Y 中都坍缩到了点 y上，

那么 T 实际上是映射到了纤维 Xy 里.这确立了 Xy 作为“落在 y 之上的所有东西”的泛概形结构.

命题 4.6.1: 概形纤维是拓扑纤维

令 f : X → Y 为一个态射，y ∈ Y 是一个点，则 Xy → X 是一个到拓扑纤维 f−1(y) 的同胚.

证明: 不妨设 Y = SpecA 是仿射的，先假设 X = SpecB，都是仿射的，f : X → Y 由环同态

φ : A→ B 诱导. 我们早在之前就已经说明了 p ∈ SpecA 的纤维 f−1(p) 同胚于素谱 Spec(Bp/pBp)，

而张量积告诉我们
(B/pB)p ∼= B/pB ⊗A Ap

∼= B ⊗A A/p⊗A Ap

∼= B ⊗ (A/p)p
∼= B ⊗A Ap/pAp

∼= B ⊗A κ(p)

于是 f−1(p) 的拓扑与 Spec(Bp/pBp) 的拓扑相同，而后者与 Spec(B ⊗A κ(p)) 的拓扑相同，这就是
概形 Xy. 所以当 X 仿射的时候立刻得到命题成立.对于一般情况，令 U 为 X 的一个仿射开集，令
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ι : Xy → X 表示投影映射 X ×Y Specκ(y)→ X，由引理 4.2.2 知道

Uy = U ×Y Specκ(y)

就是 Xy 的开子概形 ι−1(U). 由仿射情况，我们知道 Uy 与 (f |−1
U (y)) = f−1(y) ∩ U 同胚. 由于同胚

是 local on the target，所以 ι 在 f−1(y) 上同胚.

Example 4.6.1

令 k 为一个域，考虑态射

f : X = Spec k[x, y, t]/(y2 − tx)→ Spec k[t]

对 a ∈ k，闭点 (t− a) 上的纤维由下式给出

Xa = Spec
(
k[x, y, t]/(y2 − tx)⊗k[t] k[t]/(t− a)

) ∼= Spec k[x, y]/(y2 − ax)

对任意的 a ̸= 0，我们知道 y2 − ax 是不可约的，所以 Xa 是整的. 但当 a = 0 时，其纤维为

X0 = Spec k[x, y]/(y2)

这是一个非约化的概形.

纤维积也可以用在定义所谓概形的交上，令 U, V 是 S 的两个开子概形，则其纤维积 U ×S V
同构于 S 的开子概形 U ∩ V ⊂ S. 闭子概型的交相对复杂，X 是一个概型，Y, Z 是两个闭子概形，

我们定义它们的 scheme-theoretic intersection 为纤维积

Y ×X Z

其结构态射为闭嵌入 i : Y → X, j : Z → X. 在 X = SpecA 的特殊情况下，Y, Z 形如 SpecA/I 与

SpecA/J(见推论 6.1.1)，所以其纤维积为

Spec(A/I ⊗A A/J) = SpecA/(I + J)

因此 Y ×X Z 为理想 I + J 对应的闭子概型.

4.7 Segre embedding

本节中我们要说明两个射影概形的积仍然是射影的，其具体技术我们称之为 Segre embed-

ding.

对于 k-点，Segre 嵌入定义为齐次坐标的逐点乘法：

σ : Pm(k)× Pn(k) → P(m+1)(n+1)−1(k)

(a0 : · · · : am)× (b0 : · · · : bn) 7→ (a0b0 : a0b1 : · · · : aibj : · · · : ambn)
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容易验证这个是良定义的，我们把 aibj 记为 cij. 同时容易看出 σ 是单射，因为我们可以从 cij 恢复

ai/aj 与 bi/bj，即

ai/ap = ciq/cpq, bj/bq = cpj/cpq

为了将 σ 定义为概形的态射，令 A 是一个环，我们要定义一个闭嵌入

σ : PmA ×A PnA → P(m+1)(n+1)−1
A

为了构造它，我们使用标准的仿射开覆盖，令

Ri = A

[
x0
xi
, · · · , xm

xi

]
, Sj =

[
y0
yj
, · · · , yn

yj

]
, Tij = A

[
t00
tij
, · · · , tmn

tij

]
为 PmA ,PnA 与 P(m+1)(n+1)−1

A 的标准仿射开覆盖. 仿射概型

Uij = Spec(Ri ⊗A Sj)

给出了 PmA ×A PnA 的开覆盖. 我们可以考虑态射

Uij → Spec(Tij)

由环态射

φij : Tij → Ri ⊗A Sj,
tkl
tij
7→ xk

xi
⊗ yl
yj

容易看出来这是一个满射，因此其诱导的概形态射是一个闭嵌入，为了看到怎么粘起来，我们需要

知道

(Ri ⊗A Sj)(xp/xi)⊗(yq/yj) = (Rp ⊗ Sq)(xi/xp)⊗(yj/yq), (Tij)tpq/tij = (Tpq)tij/tpq

于是不难看到

Uij → SpecTij

在相交处是相容的，于是可以粘成一个整体的态射. 故结合闭嵌入的定义，我们立刻得到：

命题 4.7.1

Segre 嵌入 σ : PmA ×A PnA → P(m+1)(n+1)−1
A 是一个闭嵌入.

于是我们知道两个射影 A-概形的乘积还是射影的，给定 X ⊂ PmA 与 Y ⊂ PnA，则 X ×A Y 通过
纤维积的泛性质

X ×A Y Y

PmA ×A PnA PnA

X PmA SpecA

我们知道有下面的复合嵌入射影空间

X ×A Y → PmA ×A PnA → P(m+1)(n+1)−1
A
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4.8 Functor of points

回忆我们定义了 R-值点，对任意的概形 X，都有 X(R) = HomSch(SpecR,X)，对任意的环态

射 φ : R→ S，很自然诱导了一个态射

X(φ) : X(R)→ X(S)

因此 X 定义了一个函子

X : CRing→ Set

这个函子被称为 X 的 functor of points.

给定概形的态射 f : X → Y，则对任意的环 R，我们都有集合的映射

fR : X(R)→ Y (R)

使得这个映射对任意的环态射 φ : R→ S 有

X(R) Y (R)

X(S) Y (S)

fR

X(φ) Y (φ)

fS

在范畴论的语境中，上图实际上在说 f 是一个自然变换：f : X(−)→ Y (−).
我们可以把点函子延拓到概形上，即对任意的测试概形 T，有

X(−) : Schop → Set, T 7→ HomSch(T,X)

则 X(−) 是一个概型范畴上的反变函子，对于 f : X → Y，我们可以定义一个自然变换

η : X(−)→ Y (−)

这表示对于任意的态射 σ : S → T，下图交换

X(T ) Y (T )

X(S) Y (S)

ηT

X(σ) Y (σ)

ηS

命题 4.8.1: 概形的米田引理

令 X 与 Y 为概形，则我们有自然同构

HomSch(X, Y ) ∼= Hom[Schop,Set](hX , hY ) ∼= Hom[CRing,Set](hX , hY )

其中 hX = HomSch(−, X) = X(−).
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Remark 4.8.1

即概形范畴到其预层范畴的米田嵌入是全忠实的，并且由于仿射概型范畴是概型范畴的稠密

子范畴，于是保持了全忠实性. 其稠密性在于概形是其仿射开子概型的余极限，粘合的过程就

是计算余极限的过程. 所以

Hom(X, Y ) = Hom(colimAi, Y ) = limHom(Ai, Y )

而在 Ai → Y 完全由 X → Y 所决定，所以限制在稠密子范畴时仍然全忠实.

米田引理也有相对版本，对于 S 上的概形范畴 Sch/S，对 S-概形 X，函子

X(T ) = HomSch/S(T,X)

定义了一个从 Sch/S 到 Set 的反变函子，米田引理说的是 S-概形的态射 X → Y 自然地一一对应

到了自然变换 X(−)→ Y (−). 当 S = SpecA 是仿射的时候，也可以将其视为 Alg/A→ Set.

我们称一个函子 F : Schop → set是 representable，如果存在一个概形X使得 F ∼= HomSch(−, X).

米田引理的推论告诉我们如果 X 存在，则在同构意义下唯一.

比如函子 F (T ) = OT (T )，则我们知道 F 是可表的，因为

F (T ) = OT (T ) = Hom(Z[t],OT (T )) ∼= Hom(T,A1)

更一般地，我们有

F (T ) = Γ(T,OT )
n = Hom(T,An)

对于函子

F (T ) = HomCRing(A,OT (T )) = HomSch(T, SpecA)

知道函子由 SpecA 代表.

由于协变 Hom 函子 Hom(T,−) 是右伴随，所以保持极限，故知道

Hom(T,X ×S Y ) = X(T )×S(T ) Y (T )

虽然 X ×S Y 的纤维积结构我们有时比较难以弄清，但是 X(T )×S(T ) Y (T ) 作为集合纤维积的结构

是清楚的，而米田嵌入的全忠实性告诉我们研究清楚点函子就能研究清楚概形，这将大大简化一些

计算.

命题 4.8.2: 纤维积基本公式

X, Y, Z, T 为 S-概形，则存在唯一的与投影映射相容的典范同构：

(1) Reflexivity : X ×S S ∼= X.

(2) Symmetry : X ×S Y ∼= Y ×S X.

(3) Associativity : (X ×S Y )×S Z ∼= X ×S (Y ×S Z).

(4) Transitivity : 若 Y 是一个 T -概形，则

(X ×S T )×T Y ∼= X ×S Y
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证明: 米田引理告诉我们只需要对集合验证这些东西即可，而集合情况是显然的.

命题 4.8.3: 还有性质

X, Y 是 S-概形，则

(1) 开浸入 U → X, V → Y 诱导 U ×S V ∼= p−1(U) ∩ q−1(V ) ⊂ X ×S Y .

(2) S 概形态射 X → X ′, Y → Y ′ 诱导 X ×S Y → X ′ ×S Y ′ 使得两个纤维积图表之间交换.

(3) T → S，则 (X ×S X)×S T ∼= (X ×S T )×S (X ×S T ) ∼= XT ×S XT .

证明: 依旧 Yoneda.

4.9 Group scheme

所谓群概形是概形中的群对象. 具体来说，在一个有终对象 Z(概形范畴为 SpecZ)和有限乘积
的范畴 C 中讨论的群对象包含如下资料，一个 G ∈ ob(C ) 以及三个态射：

m : G×G→ G, i : G→ G, e : Z → G

分别编码了群乘法，取逆和单位元，并且满足群公理(结合律，幺元律，逆元). 若乘法满足交换律，

则称为交换群概形，我们可以用交换图来刻画这些律，结合律：

G×G×G G×G

G×G G

m×id

id×m m

m

逆元律：
G

G×G Z G×G

G

(id,i) (i,id)

m
e

m

幺元律：
G

Z ×G G× Z

G

∼= ∼=

id

m◦(e×id) m◦(id×e)
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下面用点函子的观点简单介绍一下仿射群概形.

定义 4.9.1: Affine group scheme

一个 k 上的 affine group scheme 是一个由 k-代数 A 表示的可表函子

G : Algk → Grp

即 G(R) = HomAlgk
(A,R). k-群概形之间的态射 H → G 就是函子之间的自然变换，并且满

足对于任意的 k-代数 R，都有

H(R)→ G(R)

是一个群同态. 若对任意的 R 这个都是群同构，则我们称 H → G 是同构.

我们有非常经典的例子：additive group Ga 为一个函子，满足

Ga(R) = (R,+)

其由 k[x] 表示，即 Ga = Spec k[x] = A1
k. 我们如果考虑 k[xij]1≤i,j≤n，则其表示的仿射群概形 Gn2

a

就是矩阵加法群，即

Gn2

a (R) =Mn(R)

下面定义 multiplicative group Gm，满足

Gm(R) = R×

其由 k[x, y]/(xy − 1) 代表. 进一步我们可以考虑一般线性群 GLn(n ≥ 2)，其由 k-代数

k[xij : 1 ≤ i, j ≤ n][y]/(y det(xij)− 1)

表示，特别地，我们有 Gm = GL1. 如果希望内蕴的定义，我们可以考虑一个有限秩自由 k-模 V，

定义

GLV (R) := AutR(V ⊗k R→ V ⊗k R)

同理附加一些约束条件，我们可以定义出 SLn 与 SOn 等.



Chapter 5: Quasi-coherent sheaves

5.1 OX-modules

定义 5.1.1

一个 OX-module 是一个层 F 使得 F (U) 是一个 OX(U)-模，对任意的开集 U ⊂ X，并且

对任意的 V ⊂ U，限制映射 F (U)→ F (V ) 是 OX(U)-线性的，即对于任意的 a ∈ OX(U) 与

s ∈ F (U)，有

(a · s)|V = a|V · s|V

我们可以将 OX-模的条件转化为交换图表，即给定一个标量乘法态射

µ : OX ×F → F

使得以下图表交换，首先是结合律

OX × OX ×F OX ×F

OX ×F F

m×idF

idOX
×µ µ

µ

其中 m : OX × OX → OX 是环层 OX 的环乘法. 其次是幺元律，设 e : 1 → OX 是选取单位元的态

射(此处 1 是终对象，即单点上的层)：

{1} ×F OX ×F

F

e×idF

∼=
µ

119



CHAPTER 5. QUASI-COHERENT SHEAVES 120

下面是对标量加法的分配律，令 a : OX × OX → OX 为加法运算，有交换图：

(OX × OX)×F OX ×F

OX × OX ×F ×F F

(OX ×F )× (OX ×F ) F ×F

aOX
×idF

id×∆F
µ

∼=

µ×µ

aF

最后是对模加法的分配律，即如下

OX × (F ×F ) OX ×F

OX × OX ×F ×F F

(OX ×F )× (OX ×F ) F ×F

idOX
×aF

∆OX
×id µ

∼=

µ×µ

aF

于是如果我们要验证一个层是 OX-模，只需要验证上面的图都交换即可.

OX-模的态射，或者说 OX-线性映射是一个层之间的态射 φ : F → G，其中 F 与 G 都是 OX-

模，使得对于任意的开集 U，映射

φU : F (U)→ G (U)

是 OX(U)-模态射. 于是 X 上的所有 OX 模构成了一个范畴，我们记为 ModOX
，我们使用

HomOX
(F ,G )

来表示 HomModOX
(F ,G )，这是 HomAb(X)(F ,G ) 的加法子群.

如果 F 是一个 OX-模，x ∈ X 是一个点，则茎 Fx 自然是一个 OX,x-模，并且可见 φx : Fx →
Gx 是 OX,x-模态射. 我们也可以定义 OX-submodule，即一个子层 G ⊂ G 使得 G (U) ⊂ F (U)是一

个 OX(U)-子模，或者我们可以说含入态射 G → F 是一个 OX-模态射. 一个 ideal sheaf I ⊂ OX

是 OX 的一个子模，即 I (U) ⊂ OX(U) 是一个理想.

在一些构造中，我们有必要进行层化，比如考虑商层 F/G，我们要说明下面的命题：

命题 5.1.1

F 是一个预层，同时满足 OX-模的条件，则其层化 F+ 是一个 OX-模.

证明: 回忆层化函子保持有限极限，从而保持直积，所以对上述四个交换图层化仍然满足，所以

层化还是 OX-模.
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所以我们可以考虑预层 U 7→ F (U)/G (U) 的层化 F/G，仍然是 OX-模，同理我们可以谈论

OX-模态射的 kernel, image 与 cokernel，它们都有自然的 OX-模结构，从而我们还可以谈论 OX-模

态射的单射，满射与正合，一切都与层情况类似.

同样我们会有推出，给定态射 f : X → Y 与 OX-模 F，推出 f∗F 自然是一个 OY -模，利用

f# : OY → f∗OX

对于 s ∈ f∗F (V ) 与 a ∈ OY (V )，我们定义

f∗F (V ) ∋ a · s = f#(a) · s ∈ F (f−1V )

若 ι : Y → X 是一个闭嵌入，则态射

ι# : OX → ι∗OY

的核 I 是 OX 的理想层，并且存在 OX-模的正合列

0→ I → OX → ι∗OY → 0

并且有层同构

ι∗OY
∼= OX/I

黏合也是一样的，如果 Fi 是 OUi
-模，则若 X =

⋃
Ui，Fi 粘成 F，则有 F 是 OX-模.

5.2 Tilde construction

环的结构层的构造方法可以推广到模上.

定义 5.2.1: Tilde construction

对任意 A-模，我们定义一个 SpecA 上的预层 M̃，满足其在主开集上的截面为

M̃(D(f)) =Mf

对 D(g) ⊂ D(f)，就是自然的 Mf →Mg. 我们可以看到 M̃ 是一个 B-sheaf，从而唯一决定了

一个 SpecA 上的层，我们仍然记为 M̃，称为关于 M 的 tilde construction.

命题 5.2.1

(1) M̃ 的整体截面为

Γ(SpecA, M̃) =M

(2) 对 P ∈ SpecA 对应素理想 p，我们有

M̃P =Mp
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Tilde construction 对于 M 是函子性的，任给模态射 φ : M → N，则存在诱导的层态射

φ̃ : M̃ → Ñ

我们只需要在主开集 D(f) 上定义

φ̃D(f) : M̃(D(f))→ Ñ(D(f)),
m

fn
7→ φ(m)

fn

容易验证这种构造是函子性的. Tilde 函子有很好的性质：

命题 5.2.2

令 X = SpecA 为一个仿射概形，对于一个 A-模 M 与一个 OX-模 F，存在一个自然同构

HomOX
(M̃,F ) ∼= HomA(M,F (X))

其将 φ : M̃ → F 送到 φX : M → F (X).

证明: 对 f ∈ A，考虑交换图
M F (X)

Mf F (D(f))

φX

φD(f)

给出了

φD(f)(m/f
n) = φX(m)D(f) · f−n

这告诉我们 φD(f) 完全由 φX 决定. 从而给出的映射是单射，至于满射，任给一个 α : M → F (X)，

容易去定义 M̃ → F 使得整体截面态射就是 α. 自然性不再验证.

于是我们知道：

推论 5.2.1

X 是仿射概形，对于任意的 OX-模 F，存在一个唯一的 OX-模同态

β : F̃ (X)→ F

由 F (X)→ F (X) 的恒等映射诱导，这个映射对 F 是函子性的.

具体来说，给定主开集 D(f)，β 将 s/fn 送到 s|D(f)/f
n.
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命题 5.2.3: Tilde 函子的正合性与全忠实性

A 是一个环，X = SpecA，则

(1) Tilde 函子 M 7→ M̃ 是正合的.

(2) 若 M 与 N 是 A-模，则映射 α 7→ α̃ 给出了一个同构

HomA(M,N) ∼= HomOX
(M̃, Ñ)

其逆为 φ 7→ φX .

证明: 考虑 A-模正合列

0→M ′ →M →M ′′ → 0

取其层，我们得到 OX-模的序列

0→ M̃ ′ → M̃ → M̃ ′′ → 0

为了说明它是正合的，只需要说明在茎处正合，即对于任意的 p，有

0→M ′
p →Mp →M ′′

p → 0

注意到局部化函子是正合函子，所以得证.

第二个叙述利用前面的自然同构是显然的.

5.3 Quasi-coherent sheaves

定义 5.3.1

令 X 是一个概形，F 是一个 OX-模. 我们说 F 是 quasi-coherent 如果对于 X 的任意仿射

开集 U = SpecA，都存在一个 A-模 M 使得 F |U ∼= M̃ 为 OX-模同构.

我们将拟凝聚层范畴记为 QCohX，它是 ModX 的满子范畴. 要说明 F 是拟凝聚的，我们实

际上只需要说明 F 在局部上是形如 tilde 构造的.

定理 5.3.1: 拟凝聚层的判别

X 是概型，F 是一个 OX-模，若存在 X 的一个仿射开覆盖 {Ui = SpecAi} 使得存在 Ai-模

Mi，满足 F |Ui
∼= M̃i. 则 F 是拟凝聚的.

证明: 根据仿射沟通引理，我们只需要在仿射开集上证明 F 可以限制和黏合就可以.

若在 U = SpecA 上，F |U ∼= M̃，则对任意的 f ∈ A，都有

F |D(f)
∼= M̃f
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从而满足限制，反过来，如果存在 f1, · · · , fr 使得

A = (f1, · · · , fr)

并且在 SpecAfi 上 F |D(fi)
∼= M̃i. 由层公理，我们有如下正合列

0→ F (U)→
r⊕
i=1

F (D(fi))→
r⊕

i,j=1

F (D(fifj))

这是一个 A-模的正合列，由于局部化是正合函子，对于任意的 k ∈ {1, . . . , r}，我们将上述正合列
关于元素 fk ∈ A 进行局部化，得到如下正合列：

0→ F (U)fk →
r⊕
i=1

F (D(fi))fk →
r⊕

i,j=1

F (D(fifj))fk

注意到，对于层 F |D(fi)
∼= M̃i 而言，局部化就是主开集上截面的限制，具体来说：

F (D(fi))fk
∼= F (D(fi) ∩D(fk)) = F (D(fifk)), F (D(fifj))fk

∼= F (D(fifjfk))

于是上述局部化后的正合列可以写成：

0→ F (U)fk →
r⊕
i=1

F (D(fifk))→
r⊕

i,j=1

F (D(fifjfk))

另一方面，考虑 F 在开集 D(fk) 上的层公理. 由于 {D(fi) ∩ D(fk)}ri=1 构成了 D(fk) 的一个仿射

开覆盖，根据层公理，我们同样有如下的正合列：

0→ F (D(fk))→
r⊕
i=1

F (D(fifk))→
r⊕

i,j=1

F (D(fifjfk))

比较这两个正合列，根据正合序列中核的唯一性，我们得到同构：

F (U)fk
∼= F (D(fk))

令 M = F (U) 为 A-模. 我们可以构造一个自然态射 α : M̃ → F |U . 为了证明 α 是同构，只需证明

它在 U = SpecA 的一族开覆盖上的诱导映射是同构. 我们选取开覆盖 {D(fk)}rk=1. 在该覆盖的每个

分量 D(fk) 上，态射对应于：

αD(fk) : (M̃)(D(fk)) =Mfk = F (U)fk → F (D(fk))

根据前面的推导，这正是一个同构. 因此，α : M̃ → F |U 是层的同构，即 F |U ∼= M̃ .

综上，由仿射沟通引理立刻得到对任意仿射开集成立.

对于一个仿射概型 X = SpecA，M 7→ M̃ 定义了一个从 A-模到 QCohX 的函子，由上面的定

理，我们知道任何仿射概型上的拟凝聚层都形如 M̃，并且我们可以通过取整体截面 Γ(X,F ) 恢复

模 M . 故我们得到了：
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定理 5.3.2: 仿射概形上拟凝聚层与模范畴等价

X = SpecA 为一个仿射概形，则函子

(̃−) : ModA → QCohX

是一个范畴等价，整体截面函子是其拟逆.

由于模的好性质，仿射概形上的拟凝聚层具有非常好的性质，比如整体截面函子在其上是正合

的.

推论 5.3.1

令 X = SpecA，令 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 为拟凝聚层的正合列，则其整体截面仍然正

合：

0→ F ′(X)→ F (X)→ F ′′(X)→ 0

证明: 由于截面函子是左正合的，所以我们只需要说明F (X)→ F ′′(X)是满射，令 C = Coker(F (X)→
F ′′(X))，则我们有正合列

F (X)→ F ′′(X)→ C → 0

使用 tilde 函子，得到

F → F ′′ → C̃ → 0

由于 F → F ′′ 是满射，我们知道 C̃ = 0，所以 C = Γ(X, C̃) = 0.

词语 ”coherence” 的意思是说如果 U 是一个仿射的开集，则其主开集上的截面完全就是对 U

上截面的局部化. 即整体决定局部，对于一般的模层这是不可能的，某些模层可能会表现地十分狂

野.

事实上，一个 OX-模 F 是拟凝聚的当且仅当局部化映射(D(g) ⊂ U)对任意的仿射开集 U 是一

个同构.

命题 5.3.1: Quasi-coherence and localization

X 是概形，F 是一个 OX-模预层，满足对于任意的开集 U = SpecA ⊂ X 与任意的 g ∈ A，
限制映射 F (U) → F (D(g)) 诱导了同构 F (U)g ∼= F (D(g)). 则其层化 F+ 是拟凝聚层，并

且

F+(U) = F (U)

对于任意的仿射开集 U ⊂ X 成立.

证明: 令 U = SpecA ⊂ X 为一个仿射开集，令 M = F (U)，将其视为一个 A-模，对于主开集
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D(g) ⊂ U，考虑复合映射

M̃(D(g)) =Mg → F (D(g))→ F+(D(g))

第一个箭头是同构，第二个箭头是层化的典范映射，这些映射与到更小的主开集的限制是同构的，

故它们定义了一个 B-层的态射，因此得到了一个唯一的层的态射

M̃ → F+|U

由于每一个 Mg → F (D(g)) 是同构，所以其滤过余极限也是同构

M̃x → F+
x

故在茎上是同构，所以这个态射是同构. 特别地，我们有 F+|U ∼= M̃，所以 F+ 是拟凝聚的.

若 φ : F → G 是拟凝聚层之间的态射，则 Kerφ, Imφ 与 Cokerφ 都是拟凝聚层，为了看到这

个，我们考虑仿射主开集 U = SpecA，在 U 上，φ 的限制为某个 α : M → N 对应的 α̃，由于 −̃
是一个正合函子，于是我们知道

Ker α̃ = K̃erα, Im α̃ = Ĩmα, Coker α̃ = C̃okerα

特别地，在仿射开集上的整体截面可以计算如下：

Γ(U,Kerφ) = KerαU , Γ(U, Imφ) = ImαU , Γ(U,Cokerφ) = CokerαU

对商同理，若 G ⊂ F 都是拟凝聚层，则 F/G 自然是一个 OX-模，并且是拟凝聚的，对于任意的

仿射开集 U ⊂ X，我们有

Γ(U,F/G ) = F (U)/G (U)

但是请注意，对于一般的开集这并不成立.

5.4 Direct sums, products and tensor products

对于有限个层 F1, · · · ,Fn，我们定义其 direct sum
n⊕
i=1

Fi 为

Γ

(
U,

n⊕
i=1

Fi

)
=

r⊕
i=1

Fi(U)

其运算都是逐分量的，而对于任意指标集的层 {Fi}i∈I，我们定义直和
⊕
i∈I

Fi 为预层

S(U) =
⊕
i∈I

Fi(U)
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的层化，若 Fi 都是 OX-模，则
⊕
i∈I

Fi 自然是一个 OX-模，其运算仍然是逐分量的，我们经常使用

On
X 来表示 n 个 OX 的直和，即

On
X = OX ⊕ · · · ⊕ OX︸ ︷︷ ︸

n

命题 5.4.1

若 {Fi}i∈I 是一族拟凝聚层，则其直和
⊕
i∈I

Fi 仍然是拟凝聚的. 若 X = SpecA，则对所有的

A-模 Mi，我们有 ⊕̃
i∈I

Mi
∼=
⊕
i∈I

M̃i

证明: 由于拟凝聚可以在仿射开集上局部检查，所以我们只需要证明后面一个命题，令X = SpecA，

由于直和与局部化交换，所以对于 f ∈ A，存在一个 Af -模的自然同构(⊕
i∈I

Mi

)
f

∼=
⊕
i∈I

(Mi)f

考虑预层直和

S(U) =
⊕
i∈I

M̃i(U)

所以 S+ =
⊕
i∈I

Fi，上面的同构诱导了态射

⊕̃
i∈I

Mi(D(f)) =

(⊕
i∈I

Mi

)
f

→
⊕
i∈I

(Mi)f = S(D(f))→ S+(D(f))

容易看到这个映射与到更小的主开集的限制相容，所以我们得到了一个层态射⊕̃
i∈I

Mi → S+

由于在茎上很自然是同构，所以是同构，综上得证.

同样，给出一族层 {Fi}i∈I，我们定义 direct product
∏
i∈I

Fi 为

Γ

(
U,
∏
i∈I

Fi

)
=
∏
i∈I

Fi(U)

同样，其运算是逐分量的，如果 Fi 都是 OX-模，则其直积也很自然是一个 OX-模.

当 F1, · · · ,Fn 都是拟凝聚层的时候，其积

n∏
i=1

Fi 也是拟凝聚的，事实上，由于模的有限直和

与有限直积同构，所以我们事实上知道

n∏
i=1

Fi
∼=

n⊕
i=1

Fi. 特别地，当 X = SpecA 时，也有

ñ∏
i=1

Mi =
n∏
i=1

M̃i
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但是对于无穷个拟凝聚层的直积，不一定还是拟凝聚层，其道理在于局部化是滤过余极限，只能与

有限极限交换，而不能与任意极限交换，所以只有有限极限的情况是正确的.

现在我们来介绍张量积.

定义 5.4.1: OX-模层张量积

给定两个 OX-模 F 与 G，我们定义它们的 tensor product F ⊗OX
G 为预层

T (U) = F (U)⊗OX(U) G (U)

的层化. 当语境清楚时，我们直接记为 F ⊗ G .

同理我们可以定义有限个 OX-模的张量积，特别地，对于自然数 n，我们记

F⊗n = F ⊗ · · · ⊗F︸ ︷︷ ︸
n

张量积定义中的层化是必要的，预层 T 并不总能成为一个层，但是下面的命题告诉我们在特殊

情况下有很好的性质.

命题 5.4.2

F 与 G 是拟凝聚层，则

(1) F ⊗OX
G 是拟凝聚层.

(2) 对任意仿射开集 U ⊂ X，存在一个典范的同构

(F ⊗OX
G )(U) = F (U)⊗OX(U) G (U)

(3) 对于 X = SpecA 与 A-模 M,N，我们有

M̃ ⊗A N ∼= M̃ ⊗OX
Ñ

证明: 我们还是只需要证明 (3)，其要点在于张量积与局部化是交换的，对于任意的 f ∈ A，存在
自然同构

Mf ⊗Af
Nf → Γ(D(f), M̃ ⊗A N) = (M ⊗A N)f

于是自然诱导了一个 OX-模同态

φ : M̃ ⊗OX
Ñ → M̃ ⊗A N

并且由于与局部化交换，从而在茎上同构，所以是同构.
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5.5 Hom sheaf

令 F 与 F ′ 为两个 OX-模，如果 w1, w2 是两个 OX-模态射，则我们可以逐点地定义其加法

(w1 + w2)U := w1,U + w2,U : F (U)→ F ′(U)

对任意的 a ∈ Γ(X,OX)，我们可以定义 aw : F → F ′ 为

(aw)|U := a|UwU

于是我们可以将 HomOX
(F ,F ′) 视为一个 Γ(X,OX)-模. 我们有自然同构

HomOX
(OX ,F ) ∼= Γ(X,F ) = F (X)

即态射完全由幺元的去处决定，更进一步，对任意指标集 I，有自然同构

HomOX
(O⊕I

X ,F ) = HomOX
(OX ,F )I ∼= Γ(X,F )I

与环类似，我们有

命题 5.5.1: Hom左正合

(1) OX-模序列 0→ F ′ → F → F ′′ 正合当且仅当对于任意的开集 U ⊂ X 与任意的 OX |U -
模 G，都有 Γ(U,OX)-模的正合列：

0→ HomOX |U (G ,F
′|U)→ HomOX |U (G ,F |U)→ HomOX |U (G ,F

′′|U)

(2) OX-模序列 F ′ → F → F ′′ → 0 正合当且仅当对于任意的开集 U ⊂ X 与任意的 OX |U -
模 G，都有 Γ(U,OX)-模的正合列：

0→ HomOX |U (F
′′|U ,G )→ HomOX |U (F |U ,G )→ HomOX |U (F

′|U ,G )

相信 OX-模是一个 Abel 范畴，从而这个性质是自然的.

定义 5.5.1: OX-module of homomorphisms

F ,G 是两个 OX-模，则我们可以定义预层

U 7→ HomOX |U (F |U ,G |U)

可以验证这是一个层，并且很明显是一个 OX-模，我们将其记为 HomOX
(F ,G ).

于是我们由模层面的同构，可以得到

HomOX
(O⊕I

X ,F ) ∼= F
∏
I
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定理 5.5.1: Tensor-Hom 伴随

对于 OX-模 F ,G ,H，我们有自然同构

HomOX
(F ⊗OX

G ,H ) ∼= HomOX
(F ,HomOX

(G ,H ))

证明: 注意到 F ⊗OX
G →H 一一对应一个预层态射

(U 7→ F (U)⊗OX(U) G (U))→H (U)

这样一个预层态射就对应了一族与限制映射相容的模态射

F (U)⊗OX(U) G (U)→H (U)

而由模范畴的 Tensor-Hom 伴随，我们知道一一对应了一族与限制相容的模态射

F (U)→ HomOX(U)(G (U),H (U))

后者唯一对应了一个从 F →HomOX
(G ,H ) 的层态射，故得证.

于是我们知道 − ⊗OX
G 是 HomOX

(G ,−) 的左伴随，于是张量积是右正合的，hom 是左正合

的，并且自然有下面的结论.

命题 5.5.2

Fi 是一列 OX-模，则对任意的 OX-模 G，都有

HomOX
(colimFi,G ) = limHomOX

(Fi,G )

与

HomOX
(colimFi,G ) = limHomOX

(Fi,G )

5.6 Pushforwards

给定 f : X → Y，若给定一个 OX-模 F，我们知道其推出层 f∗F 自然是一个 OY -模. 那拟凝

聚层的推出是否仍然保持是拟凝聚的呢？

首先考虑仿射情况，给定态射 φ : A→ B，诱导态射 f : SpecB → SpecA，任何 B-模 M 都可

以被视为 A-模，我们记为 MA. 并且这个对于局部化是兼容的，即我们有

Mφ(g) = (MA)g

为 Ag 模.
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命题 5.6.1

令 f : SpecB → SpecA 态射，M 为 B-模，则有

f∗M̃ = M̃A

证明: 回忆，我们有

f−1(D(g)) = D(φ(g))

于是我们有

(f∗M̃)(D(g)) = M̃(f−1D(g)) = M̃(D(φ(g))) =Mφ(g) = (MA)g

于是可以得到 f∗M̃ = M̃A.

我们要说明拟凝聚层的推出并不总是拟凝聚的，但是对于大部分态射是可以的.

命题 5.6.2: Quasi-coherence of pushforwards

令 f : X → Y 为一个态射，并且存在一个 Y 的仿射开覆盖 V，使得 (1) 对于任意的 V ∈ V，
其原像 f−1V 是有限个仿射开集 U1, · · · , Ur 的并，并且 (2) 任意交 Ui ∩Uj 也是有限个仿射开
集的并. 则对于任意的拟凝聚层 OX-模 F，其推出 f∗F 是 Y 上的拟凝聚层.

Remark 5.6.1

其中 (1) 在说 f 是拟紧的，(2) 在说 f 是拟分离的.

证明: 我们只需要局部验证，不妨设 Y = SpecA. 令 M = Γ(Y, f∗F ) = F (X)，注意到 f∗F 是一

个 OY -模，故我们可以将 M 看成是一个 A-模，我们要说明自然映射

M̃ → f∗F

是一个同构. 这只需要在主开集上检验即可，假设告诉我们 X 可以被有限个仿射开集 Ui = SpecBi

覆盖，并且其交集 Ui∩Uj 可以被有限个开集 Uijk = SpecBijk 覆盖.令 φi : A→ Bi与 φijk : A→ Bijk

为 Ui → Y 与 Uijk → Y 诱导的环态射，我们考虑主开集

Ui,g = D(φi(g)) ⊂ Ui, Uijk,g = D(φijk(g)) ⊂ Uijk

我们考虑正合列

0→ F (X)→
∏
i

F (Ui)→
∏
i,j,k

F (Uijk)

由于 f−1(D(g)) 被有限个 (f |Ui
)−1(D(g)) = D(φi(g)) = Ui,g 覆盖，于是有正合列

0→ F (f−1D(g))→
∏
i

F (Ui,g)→
∏
i,j

F (Uijk,g)

由于 F 是 X 上的拟凝聚层，我们知道有自然同构

F (Ui,g) = F (D(φi(g))) ∼= F (Ui)g, F (Uijk,g) ∼= F (Uijk)g
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由于局部化是正合函子，并且与有限极限交换，则有

0→ F (X)g →
∏
i

F (Ui)g →
∏
i,j,k

F (Uijk)g

也即

0→Mg →
∏
i

F (Ui)g →
∏
i,j,k

F (Uijk)g

于是我们自然有交换图

0 M̃(D(g)) =Mg

∏
i

F (Ui)g
∏
i,j,k

F (Uijk)g

0 f∗F (D(g)) = F (f−1D(g))
∏
i

F (Ui,g)
∏
i,j

F (Uijk,g)

∼= ∼=

由短五引理，我们知道在主开集 D(g) 上有同构

M̃(D(g))→ f∗F (D(g))

于是可以推出在茎上的同构，从而知道 OX-模同构，故拟凝聚.

推论 5.6.1

令 f : X → Y 为概形态射，其中 X 是诺特的，F 是 X 上的拟凝聚层，则 f∗F 是 Y 上的拟

凝聚层.

证明: 由于诺特概形的任意子集拟紧，所以由命题条件得证.

5.7 Pullbacks

令 f : X → Y 是概形间的态射，给定 OY -模 G，会存在 OX-模 f ∗G . f ∗G 满足 f−1G 的类似

的泛性质：

定理 5.7.1: 拉回推出伴随

令 f : X → Y 为概形之间的态射，令 G 为一个 OY -模，我们可以定义唯一 OX-模 f ∗G 使得

对任意的 OX-模 F，满足：

HomOX
(f ∗G ,F )→ HomOY

(G , f∗F )

并且 f ∗G 在同构意义下唯一.
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下面我们一点点来构造拉回 f ∗G . 先看仿射的情况，并且先看最重要的特殊情况，即拟凝聚层.

假设 X = SpecB，Y = SpecA与 φ : A→ B 诱导的态射 f : X → Y . 考虑 Y 上的拟凝聚层 G = Ñ，

其中 N 是 A-模. 由于 B 是 A-代数，张量积 N ⊗A B 自然是一个 B-模，我们定义 G 的拉回为：

f ∗N = Ñ ⊗A B

故定义了一个函子 f ∗ : QCohY → QCohX . 事实上任意由 A-模同态 N → N ′ 诱导的拟凝聚层态射

Ñ → Ñ ′ 都诱导了 B-模同态：

N ⊗A B → N ′ ⊗A B

因此得到了 OX-模态射

f ∗Ñ → f ∗Ñ ′

于是我们可以验证拉回层的泛性质，利用 tensor-hom 伴随：

HomB(N ⊗A B,M) = HomA(N,HomB(B,M)) = HomA(N,MA)

于是我们由命题 5.2.2

HomOX
(f ∗G ,F ) = HomOX

( ˜G (Y )⊗A B,F )

= HomA(G (Y )⊗A B,F (X))

= HomA(G (Y ),F (X)A)

= HomOY
(G̃ (Y ), f∗F )

= HomOY
(G , f∗F )

容易验证这个同构是自然同构. 即确实有伴随关系. 下面我们要考虑一般情况下的拉回，现在考虑

对任意的 OY -模 G 拉回. 给定 f : X → Y，任给 Y 上的层 G，其逆像层 f−1G 定义为预层

f−1
p G (U) = lim−→

V⊃f(U)

G (V )

的层化. 如果 G 是一个 OY -模，很自然 G (V ) 是一个 OY (V )-模，这告诉我们 f−1
p G (U) 继承为

f−1
p OY (U)-模. 并且我们知道 OX(U) 也具有自然的 f−1

p OY (U) 模结构，即利用态射

OY (V1) OX(f
−1V1)

f−1
p OY (U) OX(U)

OY (V2) OX(f
−1V2)

f#

f#

态射 f−1
p OY (U)→ OX(U) 将 (a, V ) 送到 f#(a)|U，我们定义预层 f ∗

pG 为

(f ∗
pG )(U) = f−1

p G (U)⊗f−1
p OY (U) OX(U)
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于是 (f ∗
pG )(U) 自然是一个 OX(U)-模，其 pullback f ∗G 定义为 f ∗

pG 的层化，由命题 5.1.1 这是一

个 OX-模. 上面的定义虽然很自然，但是在计算上是极尽痛苦的，我们很难在实践中具体算出这些

东西. 我们的下一步是说明 f ∗G 确实满足上面提到的泛性质，从泛性质可以看到如果 G 是一个拟

凝聚层，则在仿射的情况下就可以使用张量积来计算拉回层.

下面我们来证明定理 5.7.1：

证明: 首先由于层的伴随，我们有自然同构

HomPAb(X)(f
−1
p G ,F ) ∼= HomAb(Y )(G , f∗F )

在这个双射下，一个 OY -线性映射 G → f∗F 对应着一个 f−1
p OY -线性映射 f−1

p G → F，这个方向

是显然的. 反过来，一个 f−1
p OY -线性映射 β : f−1

p G → F 对应的态射 α : G → f∗F 也一定是 OY -线

性的，我们计算具体的 α 的表达式，对于 V ⊂ Y，其态射由下图给出：

G (V ) f−1
p G (f−1(V )) F (f−1(V ))

ιV βf−1V

所以对于 a ∈ OY (V )，s ∈ G (V )，我们有

αV (as) = βf−1V (a · ιV (s)) = a · βf−1V (ιV (s)) = a · αV (s)

所以是 OY -线性的. 故我们有自然双射

Homf−1
p OY

(f−1
p G ,F ) = HomOY

(G , f∗F )

再由

HomB(N ⊗A B,M) = HomA(N,MA)

取 A = f−1
p OY (U)，B = OX(U)，N = f−1

p G (U)，M = F (U)，我们知道

HomOX(U)(f
−1
p G (U)⊗f−1

p OY (U) OX(U),F (U)) = Homf−1
p OY (U)(f

−1
p G (U),F (U))

也就是唯一对应一个 OX-线性态射

f ∗
pG → F

由层化泛性质，知道唯一对应一个

f ∗G → F

故得证.
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命题 5.7.1: 拉回的性质

令 f : X → Y 为概形态射，则

(1) f ∗OY = OX .

(2) f ∗ 是右正合函子.

(3) 若 g : W → X 是一个态射，则 (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗.

(4) 对于两个 OY -模 G ,H，有

f ∗(G ⊕H ) = f ∗G ⊕ f ∗H , f ∗(G ⊗OY
H ) = f ∗G ⊗OX

f ∗H

(5) 对于 x ∈ X，则 (f ∗G )x = Gf(x) ⊗OY,f(x)
OX,x.

证明: (1) 我们有

HomOX
(OX ,F ) = F (X) = f∗F (Y ) = HomOY

(OY , f∗F = HomOX
(f ∗O,F ))

由米田引理立刻得到 f ∗OY = OX .

(2) 由于左伴随，所以右正合.

(3) 利用泛性质两层挨个转移过去立刻得到，细节见 (4).

(4) 注意到

HomOX
(f ∗(G ⊕H ),K ) = HomOY

(G ⊕H , f∗K )

= HomOY
(G , f∗K )× HomOY

(H , f∗K )

= HomOX
(f ∗G ,K )× HomOX

(f ∗H ,K )

= HomOX
(f ∗G ⊕ f ∗H ,K )

由米田引理立刻得到

f ∗(G ⊕H ) = f ∗G ⊕ f ∗H

同理有
HomOX

(f ∗(G ⊗OY
H ),K ) = HomOY

(G ⊗OY
H , f∗K )

= HomOY
(G ,HomOY

(H , f∗K ))

= HomOY
(G , f∗ HomOX

(f ∗H ,K ))

= HomOX
(f ∗G ,HomOX

(f ∗H ,K ))

= HomOX
(f ∗G ⊗OX

f ∗H ,K )

所以

f ∗(G ⊗OY
H ) = f ∗G ⊗OX

f ∗H

(5) 最后，拉回是左伴随保持余极限，故保持茎. 或者利用预层拉回保持茎和层化保持茎即可.
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命题 5.7.2

f : X → Y 为概形之间的态射，G 是 Y 上的拟凝聚层，则 f ∗G 是 X 上的拟凝聚层，并且对

于任意的仿射开集 U ⊂ X, V ⊂ Y 使得 f(U) ⊂ V，我们有

f ∗G |U = ˜G (V )⊗OY (V ) OX(U)

证明: 令 i : U → X，j : V → Y 为含入映射，令 g = f |U，则我们有

HomOX |U (g
∗j∗G ,F ) ∼= HomOY |V (j

∗G , g∗F )

∼= HomOY
(G , j∗g∗F )

∼= HomOY
(G , f∗i∗F )

∼= HomOX
(f ∗G , i∗F )

∼= HomOX |U (i
∗f ∗G ,F )

于是我们知道 g∗j∗G ∼= i∗f ∗G，这告诉我们

(f ∗G )|U ∼= (f |U)∗(G |V )

于是由仿射情况立刻得证.

取含入 V → U 我们立刻得到：

推论 5.7.1

X 是概型，V ⊂ U 是 X 的仿射开集，若 F 是拟凝聚层，则有

F (V ) ∼= F (U)⊗OX(U) OX(V )

5.8 Twisting sheaves

设 S =
⊕
d≥0

Sd 为一个分次环，假设它由 S1 上的 S0 代数生成. 令 X = ProjS 为其对应的射影

概形. 我们可以对射影概形定义类似的 tilde 构造，对任意一个分次 S-模 M =
⊕
d∈Z

Md，令 Mh 为

M 中的齐次元素，定义

M(f) =

{
m

fk
: m ∈Mh, degm− k deg f = 0

}
显然 M(f) 是一个 S(f)-模，由于 D+(f) ∼= SpecS(f) 为仿射概型，所以我们定义

M̃ |D+(f) := M̃(f)

后者的 tilde 是仿射情况的 tilde 构造. 于是我们可以在所有的 D+(f) 上定义，并且容易看出来在交

集上是相容的，所以可以粘成 X 上一个整体的层，记为 M̃ . 可以说明对于任何分次 S-模 M，M̃

是拟凝聚层，并且 (̃−) 函子是正合函子.



CHAPTER 5. QUASI-COHERENT SHEAVES 137

对任意一个分次 S-模 M =
⊕
d∈Z

Md，我们可以定义其 twisting module M(n) 为

M(n)d =Mn+d

在此基础上，我们可以定义 X 上的 twisting sheaf O(n) 为

O(n) := S̃(n)

特别地，当 n = 0 的时候 O(0) = OX 就是 X 上的结构层.

命题 5.8.1: 扭转层的整体截面是齐次多项式

令 S = A[x0, · · · , xn]，则PnA = ProjS 上扭转层的整体截面恰好对应齐次多项式，即

Γ(PnA,O(m)) = Sm

证明: 在 Ui = D+(i) 上，由构造知道有

Γ(Ui,O(n)) = S(m)(xi) = (S(xi))m = A

[
x0
xi
, · · · , xn

xi

]
xmi

现在利用

0→ O(m)(PnA)→
n∏
i=0

O(m)(Ui)→
∏
i,j

O(m)(Ui ∩ Uj)

我们来看相容的 (si)i 如何，其中

(S(xi))m ∋ si = gi

(
x0
xi
, · · · , xn

xi

)
xmi

相容的意思是

gi

(
x0
xi
, · · · , xn

xi

)
xmi = gj

(
x0
xj
, · · · , xn

xj

)
xmj

很容易发现若 m < 0，则 O(m) = 0，下面设 m ≥ 0，则很显然左右两边不能出现 xi 或者 xj 在分

母的情况，否则不能再 Uj 或者 Ui 上良定义，故知道必须是多项式的形式，也就是 m 次齐次多项

式.

命题 5.8.2

X = ProjS，O 是其结构层，M 是一个分次 S-模，我们有

M̃(m) = M̃ ⊗O O(m)

证明: 在仿射开集 D+(f) 上，我们有

M(m)(f) =M(f) ⊗S(f) S(m)(f)
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于是在每个仿射开集上都有

M̃(m)|D+(f) = M̃ ⊗O O(m)|D+(f)

故得证.



Chapter 6: Second properties of schemes

6.1 Closed subschemes and closed embeddings

考虑一个闭嵌入 ι : Y → X，定义指出存在 X 的仿射开覆盖 Ui = SpecAi 使得 (1) ι−1(Ui) 是

仿射的，并且 (2) OX(Ui) → OY (ι
−1Ui) 是满射. 由命题 5.6.2 知 (1) 告诉我们 ι∗OY 在 X 上是拟凝

聚的. 而 (2) 告诉我们 ι#|Ui
为 OX(Ui)→ OY (ι

−1Ui) 的 tilde 构造，所以在茎上是满的，故 ι# 是满

射. 因此令 I = Ker(ι#)，我们得到了 ideal sheaf sequence

0→ I → OX → ι∗OY → 0

由于 ι∗OY 是拟凝聚的，所以 I 作为拟凝聚层态射的 kernel 也是拟凝聚的，因此每一个闭子概型

都对应了一个拟凝聚的理想层 I .

在每一个仿射开集 U = SpecA上，我们有 I |U = Ĩ，其中 I = I (U)，于是上面的正合列限制

在 U 上就是

0→ Ĩ → Ã→ Ã/I → 0

相反地，给定一个拟凝聚层 I，我们可以构造一个概型 Y = Spec(OX/I )与态射 ι : Y → X 如下，

在每个仿射开集 U = SpecA 上，态射都形如

SpecA/I → SpecA

其中 I = I (U). 即 Y 在仿射局部上的截面是商层 OX/I 的截面. 此即相对素谱的一个特殊情况，

我们将在下节讨论. 下面先介绍本章的一个主定理：

定理 6.1.1: 闭嵌入与理想层

X 是一个概型，则态射

{closed subschemes ι : Y → X} → {quasi-coherent ideal sheaves I ⊂ OX}

将 ι : Y → X 送到 I = Ker(OX → ι∗OY )，是一个双射.

特别地，我们有

139
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推论 6.1.1: 仿射概型的闭子概形

I → Spec(A/I) 给出了 A 的理想 I 与 SpecA 的闭子概形的一一对应.

换句话说，仿射概型 SpecA 的闭子概型都形如 Spec(A/I).

在代数几何中，一个闭子集 Z ⊂ X 本身只是一个拓扑空间，要让它成为一个闭子概形，我们

需要给它定义一个理想层 I ⊂ OX . 但是，对于同一个空间 Z，可能对应很多不同的理想层，但是

如果要求这个概型是约化的就能保证唯一性了.

命题 6.1.1: 诱导约化概形

对于概形 X 的闭子集 Z，存在一个以 Z 为拓扑的约化闭子概型.

证明: 设 Z ⊂ X 为一个闭子集. 对于每个开集 U ⊂ X, 定义

I (U) = {s ∈ OX(U) |对于所有 P ∈ Z ∩ U, s(P ) = 0}

则 I 是 OX 的一个理想层. 我们声称 I 是拟凝聚的. 设 U = SpecA 为 X 的一个仿射开集, 并记

Z ∩ U = V (a), 其中 a ⊂ A 是根理想. 那么 f ∈ A 满足 f(p) = 0 当且仅当 f ∈ p, 因此

I (U) =
⋂

p∈V (a)

p =
√
a = a.

同理, 对于 g ∈ A, 我们有 Z ∩D(g) = V (a) ∩D(g) = V (aAg) ⊂ Ag, 因此

I (D(g)) =
⋂

p∈V (aAg)

p =
√

aAg = ag.

所以, I |U ≃ ã, 且 I 是拟凝聚的. 注意, 每个理想 I (U) 都是根理想. 这意味着相应的子概形是约

化的. 因此, 对于任何闭子集 Z ⊂ X, 都存在一个以 Z 为底层集合的约化闭子概形.

6.2 Relative Spec

X 是一个概形，A 是一个 OX-代数拟凝聚层，即 A 是一个拟凝聚层并且对于任意的开集 U ⊂
X，都有 A (U) 是 OX(U)-代数，并且要求其代数结构与限制映射相容，即下图交换

A (U) A (V )

OX(U) OX(V )

对于仿射开集 U ⊂ X，我们可以构造一个仿射概型 SpecA (U)与由环态射 OX(U)→ A (U)诱

导的态射

πU : SpecA (U)→ U
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我们的目标是把这些仿射概型粘成一个整体的概型 SpecA 与态射

π : SpecA → X

使得对于任意的仿射开集 U ⊂ X，都有 π−1(U) ∼= SpecA (U)，并且 π−1(U)→ U 与 πU 相同. 概形

SpecA 被称为 relative spectrum of A .

下面我们来进行粘贴的操作. 令 V ⊂ U 为两个仿射开集，限制映射 A (U) → A (V ) 诱导了态

射

σV,U : SpecA (V )→ SpecA (U)

使得下面图表交换

SpecA (V ) SpecA (U)

V U

σV,U

πV πU

实际上，由于 A 是拟凝聚层，我们知道有限制映射诱导的同构

A (V ) ∼= A (U)⊗OX(U) OX(V )

即

SpecA (V ) ∼= SpecA (U)×U V

所以由纤维积的性质知道上面的图表交换. 同时由命题 4.2.2 注意到 π−1
U (V ) 就是上述的纤维积，所

以 σV,U 诱导了从 SpecA (V ) 到 π−1
U (V ) 的同构.

令 {Ui} 为 X 的一个仿射开覆盖，对于任意的仿射开集 W ⊂ Ui ∩Uj，A 的拟凝聚性指出典范

同构：

A (Uj)⊗OX(Uj) O(W )→ A (W )← A (Ui)⊗OX(Ui) O(W )

对其使用 Spec 函子得到了同构

τWij : π−1
i (W )→ π−1

j (W )

并且若 W ′ ⊂ W，则可以看到 τW
′

ij 正是 τWij 的限制，因此同构 τWij 可以粘成一个同构

τij : π
−1
i (Ui ∩ Uj)→ π−1

j (Ui ∩ Uj)

可以验证这些同构满足概形的胶合条件，由构造知道 τii = id 与 τji = τ−1
ij . 为了验证满足 cocycle 条

件，考虑仿射开集 W ⊂ Ui ∩ Uj ∩ Uk，我们利用下图可以证明 τWjk ◦ τWij = τWik .

A (Uj)⊗OX(Uj) OX(W )

A (Ui)⊗OX(Ui) OX(W ) A (Uk)⊗OX(Uk) OX(W )

A (W )
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由于这个对于任意的仿射开集都成立，所以在 Ui∩Uj∩Uk 上有 τjk◦τij = τik. 因此，概形 SpecA (U)

可以粘成概形 SpecA . 态射 SpecA (Ui)→ Ui 与胶合相容，可以被粘成态射 π : SpecA → X.

在这个构造下，我们有一个典范的同构

π∗OSpecA = A

因为我们有等式

Γ(Ui, π∗OSpecA ) = Γ(π−1
i (Ui),OSpecA ) = A (Ui)

若 φ : A → B 为两个 OX-algebra 的态射，则其诱导了态射 Spec(B(U)) → Spec(A (U))，可

以粘成态射

SpecB → SpecA

因此我们定义了一个从 OX-algebra 到 X-schemes 的函子.

Example 6.2.1

由定义我们立刻有 SpecOX = X，实际上还有

SpecOX [x1, · · · , xn] = An
X = X ×Z An

6.3 Affine morphisms

定义 6.3.1: affine morphism

态射 f : X → Y 是 affine morphism，若对任何的仿射开集 U ⊂ Y，f−1(U) 均仿射.

推论 6.3.1

由命题 5.6.2 知道如果 f 是仿射的，则其推出 f∗OX 是拟凝聚的.

因此在 f 为仿射态射的情况下，我们可以考虑相对谱 Spec(f∗OX)，存在一个典范的态射

X → Spec(f∗OX)

由仿射开集 V ⊂ Y 上的典范态射(见推论 2.4.1)

f−1V → SpecOX(f
−1V )

胶合而成.
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命题 6.3.1: 仿射态射的刻画

令 f : X → Y 为概形态射，TFAE：

(1) f 是仿射的.

(2) 存在一个 Y 的仿射开覆盖 {Vi} 使得 f−1(Vi) 是仿射的.

(3) f∗OX 是拟凝聚的，并且典范映射 X → Spec(f∗OX) 是同构.

证明: (1) 推 (2) 是显然的. (2) 推 (3)：令 A = f∗OX，令 V = SpecA 为某个 Vi，由于 f−1Vi 是

仿射的，设为 SpecB，故 f−1V → V 由某个环态射 φ : A → B 诱导. 则对于每一个 g ∈ A，都有
f−1(D(g)) = D(φ(g)) ⊂ SpecB，因此

A (D(g)) = Γ(f−1D(g),OX) = Γ(D(φ(g)),OX) = Bφ(g) = A (V )g

由命题 5.3.1 可知 A 是拟凝聚的. 由于典范映射 X → Spec(f∗OX) 限制在每个 Vi 上都是态射

f−1Vi → Spec(OX(f
−1Vi))

由于 f−1Vi 是仿射的，所以这是一个同构. 因此其整体态射是同构.

(3) 推 (1)：若 X ∼= Spec(f∗OX) 是同构，考虑相对谱构造 π : Spec(f∗OX) → Y，则对任意仿

射开集 V ⊂ Y，都有

f−1(V ) ∼= π−1(V ) ∼= Spec(Γ(f−1V,OX))

这就说明了 f 是仿射的.

Remark 6.3.1

实际上 (1)(2) 等价可以使用仿射沟通引理.

Example 6.3.1

任何态射 SpecB → SpecA 都是仿射的.

现在我们可以证明前面的主定理 6.1.1.

证明: 我们定义的对应是把闭嵌入 ι : Y → X 送到理想层 Ker ι#. 首先来证明是单射. 对于闭嵌

入 ι : Y → X 由闭浸入的性质与上面的命题知道 ι 是一个仿射态射，从而 Y → Spec(ι∗OY ) 是一个

X-概形同构. 但是注意到 ι∗OY = OX/I，所以 X-概形 Y 由 I 唯一决定，故是单射.

反之，设 I 是任意一个拟凝聚理想层，令 π : Spec(OX/I )→ X 为结构态射，则对任意的仿

射开集 U，π−1(U)→ U 由相对谱的性质实际上就是

Spec(OX(U)/I (U))→ Spec(OX(U))

特别地，仿射开集的原像也是仿射的，并且有满射关系，从而 π是闭浸入. 并且我们有 π∗OSpec(OX/I ) =

OX/I，我们知道

Ker
(
OX → π∗OSpec(OX/I )

)
= Ker (OX → OX/I ) = I
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因此闭浸入 π 被送到 I，故满射.

6.4 Dominant morphisms

定义 6.4.1: dominant

我们称概形态射 f : X → Y 是 dominant，如果 f(X) ⊂ Y 是稠密的.

Remark 6.4.1

注意到 dominant 是一个纯拓扑的性质.

命题 6.4.1

令 X 为一个拟紧概形，令 f : X → SpecA 为一个对应态射 φ : A→ OX(X) 的态射，则

f(X) = V (Kerφ) ⊂ SpecA

特别地，f 是支配的当且仅当 Kerφ ⊂
√
(0). 若 A 是约化的，这当且仅当 φ 是单射.

证明: 由于 X 是拟紧的，所以我们有一个有限的仿射开覆盖 X =
m⋃
i=1

Ui，令 fi = f |Ui
，φi : A →

OX(X)→ OX(Ui) 被对应的环态射. 由命题 1.12.2 知道

fi(Ui) = V (Kerφi) ⊂ SpecA

因此

f(X) =
⋃
i

fi(Ui) =
⋃
i

V (Kerφi) = V

(⋂
i

Kerφi

)
= V

(⋂
i

Kerφi

)
而注意到态射

OX(X)→
m∏
i=1

OX(Ui)

是单射，因此知道

Kerφ =
m⋂
i=1

Kerφi

故得证.
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命题 6.4.2: 支配态射的刻画

f : X → Y 为整概形的态射，TFAE：

(1) f 是支配的.

(2) 对于所有非空仿射开集 U ⊂ X 与 V ⊂ Y 使得 f(U) ⊂ V，诱导的环态射 OY (V ) →
OX(U) 都是单射.

(3) f 将 X 的泛点送到 Y 的泛点.

证明: (1) 推 (2)：X, Y 都是不可约的，所以 U, V 都是稠密的，因此限制映射

f |U : U → V

是支配的，这是因为

f(X) = f(U) ⊂ f(U) =⇒ Y = f(U)

故 f(U) 在 Y 中稠密，故 f(U) 在 V 中的闭包为 V ∩ f(U) = V，故在 V 中稠密，所以 f 是支配

的. 由于 V 还是约化的，因为 φ : OY (V ) = A→ OX(U) = B 由态射 f |U : U → V，我们有

V = f |U(U) = V (Kerφ)

故 Kerφ ⊂
√

(0) = (0)，即 φ 是单射.

(2) 推 (3)：令 ξ ∈ X，η ∈ Y 为泛点，我们有

f(X) = f(ξ) ⊂ f(ξ) =⇒ Y = (f(ξ))

故知 f(ξ) 也是泛点，但整概形的泛点唯一，故 f(ξ) = η.

(3) 推 (1)：注意到 f(X) ⊃ f(ξ) = η = Y .

支配态射的一个重要性质就是他诱导了函数域的拉回，具体来说，若 X, Y 是两个整概形，ξ 与

η 分别为它们的泛点，f : X → Y 是支配的，则由上面的命题我们知道

f(ξ) = η

所以 f# 诱导了茎上的态射

OY,η → lim−→
V ∋η

OX(f
−1V ) = lim−→

f−1V ∋ξ
OX(f

−1V ) ↪→ OX,ξ

即

f# : K(Y )→ K(X)
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6.5 Integral and finite morphisms

一个 A-模 B 被称为是 finite，即有限生成的，当且仅当存在有限个 B 中元素 b1, · · · , br 使得

B = Ab1 + · · ·+ Abr

定义 6.5.1: integral morphism

态射 f : X → Y 被称为是 integral，如果对任意 Y 的仿射开集 V = SpecA，其原像 f−1V =

SpecB 是仿射的，并且其诱导的环态射 A→ B 是整的.

定义 6.5.2: finite morphism

态射 f : X → Y 被称为是 finite，如果对于任意 Y 的仿射开集 V = SpecA，其原像 f−1V =

SpecB 是仿射的，并且其诱导的环态射 A→ B 使 B 称为一个有限生成 A-模.

Remark 6.5.1

可以立刻看出整态射与有限态射都是仿射的.

finite type 与 finite 这俩词虽然很像，但是完全不一样，我们可以看到其实都是形容一个 A-代

数的，其中 finite type 是指这个 A-代数是有限生成的，而 finite 是指这个 A-代数作为 A-模是有限

生成的，即有限代数. finite 的约束要比 finite type 强得多，比如 A[x] 就是一个有限型的代数，但

是作为 A-模很显然不是有限生成的.

命题 6.5.1: 有限态射的刻画

令 f : X → Y 为态射，并假设存在 Y 的仿射开覆盖 Vi = SpecAi 使得 f−1Vi = SpecBi 并且

其环态射 Ai → Bi 使得 Bi 为有限生成 Ai-模. 则 f 是一个有限态射.

证明: 首先由命题 6.3.1 知道 f 是仿射态射. 我们验证仿射沟通引理的条件. (1) 若对 V = SpecA，

有 f−1V = SpecB，设其上的 f 由环态射 φ : A→ B诱导，B是有限生成 A-模，则对任意的 g ∈ A，
都有

f−1(D(g)) = D(φ(g)) = SpecBφ(g)

注意到

Bφ(g)
∼= B ⊗A Ag ∼= (Ab1 + · · ·+ Abk)⊗A Ag ∼= Ag(b1 ⊗ 1) + · · ·+ Ag(bk ⊗ 1)

从而 Bφ(g) 是有限生成 Ag-模.

(2) 若 A = (g1, · · · , gr)，有 f−1(D(gi)) = SpecBi 都使得 Bi 是有限生成 Agi-模，由 f 的仿射

性，知道 f−1(SpecA) = SpecB，现在我们要说明 B 是有限生成 A-模. 实际上由引理 3.4.1 立刻得

到. 故由仿射沟通引理得证.
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推论 6.5.1: 闭浸入是有限态射

若 ι : Y → X 是闭浸入，则 ι 是有限态射.

证明: 闭浸入首先由定义可以知道是仿射态射，其次在任意仿射开集 U = SpecA 上，我们有

ι−1U = SpecB 也是仿射的，并且

A→ B

是一个满射，也就是说 B ∼= A/a，故 B 是有限生成 A-模，即 B = A · (1 + a).

有限态射的一个重要性质就是其纤维有限，故代数上的模有限生成就与几何上的纤维有限联系

起来. 快速介绍几个交换代数的引理：

命题 6.5.2

A ⊂ B 是整环，B 在 A 上整，那么 B 是域当且仅当 A 是域.

证明: 若 A 是域，令 y ∈ B，y ̸= 0，令 y 的最低次的零化首一多项式为

yn + a1y
n−1 + · · ·+ an = 0 (ai ∈ A)

由于 B 是整环，所以我们有 an ̸= 0. 否则 y 有零因子，于是有

y−1 = −a−1
n

(
yn−1 + a1y

n−2 + · · ·+ an−1

)
∈ B

因此 B 是域，反之若 B 是域，设 x ∈ A，则 x−1 ∈ B 在 A 上整，我们有方程

x−m + a′1x
−m+1 + · · ·+ a′m = 0 (a′i ∈ A)

因此 x−1 = −(a′1 + a′2x+ · · ·+ a′mx
m−1) ∈ A. 因此 A 是域.

推论 6.5.2: Incomparability Theorem

令 A ⊂ B 是环，B 在 A 上整. 令 q, q′ 是 B 的素理想使得 q ⊂ q′，并且 qc = q′c = p. 那么

q = q′.

证明: 由于局部化保持整性，我们知道 Bp 在 Ap 上整. 令 m = pAp 是 p 在 Ap 中的扩理想，n 与

n′ 为 q 与 q′ 在 Bp 中的扩理想，知还是素理想. 则知道 m 是 Ap 的极大理想，并且有 n ⊂ n′，由于

有 m ⊂ nc，再结合 m 的极大性，我们知道 nc = n′c = m. 我们考虑

Ap/m→ Bp/n

由于 Ap → Bp 是整扩张，所以上面的商环还是整环的整扩张，由于 m 是极大理想，所以 Ap/m 是

域，从而 Bp/n 也是域，所以 n 是极大理想，同理 n′ 也是极大理想. 从而 n = n′，由局部化素理想

的一一对应，得到 q = q′.
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Remark 6.5.2

这个命题叫做不可比较定理，也就是说只要 q 和 q′ 都在 p 的上方，就没法比较他们的大小，

除非他们相等. 其几何视角的含义是 SpecB → SpecA 的同一根纤维上不能发生包含关系，如

果两个点投影到同一个点，那么要么完全一样，要么毫无关系(没有包含关系).

首先看到一个重要的定理.

定理 6.5.1: Lying-Over and Going-Up

A ⊂ B 是整扩张，f : SpecB → SpecA 是对应态射，则

(1) (Lying-Over) f 是满射，并且纤维都是离散的.

(2) (Going-Up) f 是闭映射.

证明: (1) 令 p ∈ SpecA，若 A ⊂ B 是整扩张，由于局部化保持整扩张，我们有 Ap ⊂ Bp 也是整

扩张，我们要说明的是

f−1(p) = Spec(Bp/pBp)

是非空的，即 Bp/pBp 不是零环，即 pBp ̸= Bp，反之若 pBp = Bp，则存在 x ∈ p 在 Bp 中是可逆

的，取 y ∈ Bp 使得 xy = 1 ∈ Bp. 由于 Ap ⊂ Bp 是整扩张，所以其逆实际上也在 Ap 中，因为会存

在 a1, · · · , an ∈ Ap 使得

yn + a1y
n−1 + · · ·+ an = 0 =⇒ y = −(a1 + a2x+ · · ·+ anx

n−1)

故 x 是 Ap 中的单位，与 x ∈ p 矛盾. 故得证.

对于离散1，我们需要证明 f−1(p) 的每个点都是闭点，即对 q, q′ ∈ f−1(p)，并且 q′ ⊃ q =⇒
q = q′. 此即不可比较定理，得证.

(2) 对 B 的任意理想 b，我们要说明 f(V (b)) = V (b ∩A)，一方面肯定有 f(V (b)) ⊂ V (b ∩A)，
另一方面由于 A ⊂ B 是整扩张，所以 A/(b ∩ A) → B/b 也是整扩张，由 Lying-Over 知道 V (b) =

Spec(B/b)→ Spec(A/(b ∩ A)) = V (b ∩ A) 是满射，故得证.

Remark 6.5.3

A ⊂ B 是整扩张，Lying-Over的意思是 A中的素理想p总能在其上找到 B 中的素理想 q使得

q∩A = p，画成图即任意 SpecA 中的点都有 SpecB 中的点落在其纤维上. 此外不可比较定理

告诉我们同一纤维上的点是彼此无关的，是互不包含的关系. Going-Up 的意思是我们可以把

A 中的素理想升链关系提升到 B 中，我们取 b ∩ A = p 就得到了交换代数中的 Going-Up.

1代数几何语境中的离散即点与点之间没有黏连，即若一个点落在另外一个点的闭包中，则这两个点是相等的，也即

纤维的维数是 0.
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命题 6.5.3: 有限态射的性质

f : X → Y 是一个有限态射，则

(1) f 是闭映射.

(2) 若 f 是支配的，则是满射.

(3) 任意纤维 f−1(y) 都是一个有限离散集.

证明: (1)由于 f 是一个仿射态射，并且闭映射可以在目标上局部检验.我们只需要考虑 Y 是仿射

的情况，结合 f 是仿射的，所以 X = f−1(Y ) 也是仿射的，此时 f 对应一个环态射 φ : A→ B. 我

们要说明

f(V (b)) = V (φ−1(b))

一方面 f(V (b)) ⊃ V (φ−1(b)) 是显然的，另外一方面，诱导的态射 A/φ−1(p) → B/p 是单射且是有

限态射，因此是一个环的整扩张. 故由 Lying-Over 知道

f : V (b) = SpecB/b→ Spec(A/(b ∩ A)) = V (φ−1(b))

是满射，故 f(V (b)) = V (φ−1(b))，即 f 是闭映射.

(2) f 支配且闭，则 f(X) 是 Y 的稠密闭集，即 f(X) = f(X) = Y .

(3) 由于每个 y ∈ Y 都落在一个仿射开集中，结合 f 的仿射性质，立刻归结到 X = SpecB，

Y = SpecA 的情况，f 对应的环态射为 φ : A→ B. 令 p ⊂ A 为一个素理想，现在我们知道

f−1(y) = Spec(B ⊗A κ(p))

由于 B 是一个有限生成 A-模，所以 B ⊗A κ(p) 是一个有限维 κ(p)-线性空间，由于域上有限维代

数是 Artin环，故只有有限个素理想，从而纤维是有限集，由 Artin环是零维的知每个点都是闭点，

所以是有限离散集.

6.6 Separated morphisms

概形上的拓扑与常见的欧式拓扑有明显的不同，Zariski拓扑往往不是Hausdorff的，但是Haus-

dorff 的性质还是比较重要的，比如极限的唯一性. 在代数几何中我们使用分离性来替代 Hausdorff.

命题 6.6.1: 分离性的启发

X 是 Hausdorff 空间当且仅当 ∆ = {(x, x) : x ∈ X} 在 X ×X 中是闭集.

这个命题让我们可以从对角映射的角度去思考分离性，在概形范畴中，我们将乘积拓扑中的对

角集替换为纤维积 X ×Z X 上的 Zariski 拓扑.
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现在令 X 是一个 S-概形，则 diagonal morphism 是态射

∆X/S : X → X ×S X

由下图与纤维积的泛性质诱导：

X

X ×S X X

X S

∆X/S

id

id

引理 6.6.1

态射 f : Z → X ×S X factors through 对角态射当且仅当 p1 ◦ f = p2 ◦ f .

证明: 设 g = p1 ◦ f = p2 ◦ f，则考虑下图：

Z

X

X ×S X X

X S

g g=p1◦f

g=p2◦f

∆X/S
id

id

p1

p2

由泛性质给出的唯一性知道 f = ∆X/S ◦ g.

特别地，若 K 是一个域，x1, x2 ∈ X(K) 为两个 K-点，则诱导的 K-点

x1 × x2 : SpecK → X ×S X

factor via 对角映射当且仅当 x1 = x2.

当 X = SpecB 与 S = SpecA 都是仿射概形，对角映射的代数版本即

µ : B ⊗A B, b⊗ b′ 7→ bb′

考虑如下交换图

X B

X ×S X X B ⊗A B B

⇐⇒

X S B A

∆X/S

p1

p2

µ

β1

β2



CHAPTER 6. SECOND PROPERTIES OF SCHEMES 151

满足

β1(b) = b⊗ 1, β2(b) = 1⊗ b

由于 µ 是满射，所以在仿射情况下可以看到这里的对角映射 ∆X/S 是闭映射，于是立刻得到下面的

命题：

命题 6.6.2

S 是仿射概型，X 是仿射 S-概形，则对角映射 ∆X/S : X → X ×S X 是一个闭浸入.

对于一般的情况，对角映射不一定是闭浸入，但是仿射情况告诉我们总是局部闭的.

命题 6.6.3: 对角态射是局部闭浸入

f : X → S 是 S-概形，则对角映射 ∆X/S 是一个局部闭浸入.

证明: 用 S 的仿射开集 Si 覆盖 S，用仿射开集 Uij 覆盖 f−1(Si). 则由引理 4.2.6 有

Uij ×Si
Uij = Uij ×S Uij

为 X ×S X 的仿射开集，并且其覆盖覆盖了对角态射的像. 由于对角态射限制在 Ui ×Si
Ui 的上为

Ui → Ui ×Si
Ui，由仿射情况知道是闭浸入，从而是局部闭浸入.

定义 6.6.1: separated

一个 S-概形 X 被定义为 separated，如果对角态射 ∆X/S : X → X ×S X 是一个闭浸入. 概

形 X 被称为是 separated 如果是 separated over SpecZ. 态射 f : X → Y 是 separated 如果

∆X/Y : X → X ×Y X 是闭浸入.

命题 6.6.4: separated可以在目标上局部检验

态射 f : X → S 分离，当且仅当存在 S 的开覆盖 {Si} 使得 f−1(Si)→ Si 是可分离的.

证明: 首先记 Xi = f−1(Si) = X ×S Si，于是知道每个 ∆Xi/Si
: Xi → Xi ×Si

Xi 是闭浸入，我们要

证明全局是闭浸入. 考虑 S 的开覆盖 {Si}，我们考虑复合映射 p : X ×S X → S，知到 Vi = p−1(Si)

构成 X ×S X 的开覆盖，注意到

Vi = p−1(Si) = (X ×S X)×S Si = (X ×S Si)×Si
(X ×S Si) = Xi ×Si

Xi
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所以有由交换图
X

X ×S X X

X S

∆X/S

id

p f

f

有

∆−1
X/S(Vi) = ∆−1

X/S(p
−1(Si)) = (p ◦∆X/S)

−1(Si) = f−1(Si) = Xi

所以知道

∆X/S|Xi
= ∆Xi/Si

是闭浸入，结合闭浸入是在目标上局部的，从而知道 ∆X/S 是闭浸入，故分离. 另外一个方向只需

要注意到下图

f−1(Si) = XSi
X

Si S

f

由后文基变换保持分离立刻得到.

命题 6.6.5

f : X → S 是分离的当且仅当 ∆X/S(X) 在 X ×S X 中是闭集.

证明: 由于 ∆X/S 总是局部闭浸入，所以如果还有整体拓扑闭，就可以得到闭浸入.

定理 6.6.1: 概形范畴中的单态射都是分离的

f : X → S 是概形范畴的 monomorphism，则其对角态射是同构，从而是闭浸入，故分离.

证明: 设 f : X → S 是 monomorphism，即对任意的 g1, g2 : Z → X，有

f ◦ g1 = f ◦ g2 =⇒ g1 = g2
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考虑纤维积
X

X ×S X X

X S

∆f

p2

p1 f

f

由对角态射的性质，我们天然有

p1 ◦∆f = idX

由于 f monic 并且 f ◦ p1 = f ◦ p2，所以 p1 = p2. 我们注意到

p1 ◦ (∆ ◦ p1) = (p1 ◦∆) ◦ p1 = idX ◦ p1 = p1

p2 ◦ (∆ ◦ p1) = (p2 ◦∆) ◦ p1 = idX ◦ p1 = p1 = p2

这告诉我们

p1 ◦ (∆ ◦ p1) = p1 ◦ idX×SX , p2 ◦ (∆ ◦ p1) = p2 ◦ idX×SX

由纤维积泛性质可以得到

∆f ◦ p1 = idX×SX

所以 ∆f 是同构，从而自然是闭浸入.

推论 6.6.1

由于开浸入，闭浸入，局部闭浸入都是概形单态射，从而是分离的.

分离性有很好的性质，尽管我们可以通过粘贴仿射概型来得到非分离的概型，但是实际上我们

在实践中遇到的很多概形都是分离的，特别地，仿射概型与射影概型都是分离的.

命题 6.6.6: 分离与仿射开集的交

X 为 A-概形，TFAE：

(1) X 在 SpecA 上分离.

(2) 对任意两个仿射开子概型 U 与 V，其交 U ∩ V 也是仿射的，并且自然的乘积映射

OX(U)⊗A OX(V )→ OX(U ∩ V )

是满射.

(3) 存在一个仿射开覆盖 {Ui}i∈I 使得所有的交 Ui∩Uj 是仿射的，并且 OX(Ui)⊗AOX(Uj)→
OX(Ui ∩ Uj) 是满射.
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证明: (1) =⇒ (2)：设 U, V 是 X 的两个仿射开子概形. 则纤维积

U ×S V

是 X ×S X 的一个仿射开子概形，并且

U ∩ V = ∆−1
X/S(U ×S V )

若 X 在 S = SpecA 上分离，则对角态射

∆X/S : X → X ×S X

是闭浸入. 因此 U ∩ V 是仿射概形 U ×S V 的闭子概形，从而 U ∩ V 也是仿射的. 此外，由仿射概

形纤维积的构造可知，

Γ(U ×S V,OU×SV ) = Γ(U,OU)⊗A Γ(V,OV )

又因为 U ∩ V 是 U ×S V 的闭子概形，故限制映射

Γ(U ×S V,OU×SV ) −→ Γ(U ∩ V,OU∩V )

是满射. 于是得到自然映射

Γ(U,OU)⊗A Γ(V,OV ) −→ Γ(U ∩ V,OU∩V )

是满射，即得 (2). 命题 (2)⇒(3) 是显然的. 下面证 (3)⇒(1). 设

p1, p2 : X ×A X → X

为两个投影，且记

∆ : X → X ×A X

为对角态射. 取覆盖 {Ui} 中两个仿射开子概形

Ui = SpecBi, Uj = SpecBj

则有

∆−1
(
p−1
1 (Ui) ∩ p−1

2 (Uj)
)
= ∆−1

(
p−1
1 (Ui)

)
∩∆−1

(
p−1
2 (Uj)

)
= Ui ∩ Uj

另一方面，由纤维积的泛性质可知

p−1
1 (Ui) ∩ p−1

2 (Uj) = Ui ×A Uj ⊆ X ×A X

由于闭浸入是关于目标的局部性质，所以只需证明对每一对 i, j，对角态射的限制

∆ij : Ui ∩ Uj → Ui ×A Uj

是闭浸入. 由假设，Ui ∩ Uj 是仿射的，设

Ui ∩ Uj = SpecCij.
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又假设环同态

Bi ⊗A Bj → Cij

是满射. 注意到

Ui ×A Uj = Spec(Bi ⊗A Bj)

因此态射

∆ij : Ui ∩ Uj → Ui ×A Uj

对应于一个满射的环同态，所以 ∆ij 是闭浸入. 于是 ∆在开覆盖 {Ui×A Uj}i,j 上的每个限制都是闭
浸入，从而 ∆ 本身是闭浸入. 故 X 在 SpecA 上分离，即得 (1).

Example 6.6.1

上面的命题为检验一个概形是否分离提供了一个方便的判别准则. 例如，射影空间 PnA 在 A上

是分离的. 事实上，PnA 可以被标准仿射开覆盖所覆盖，在这个覆盖中任意两个成员的交都是
仿射的，并且乘法映射

A

[
x0
xi
, . . . ,

xn
xi

]
⊗A A

[
x0
xj
, . . . ,

xn
xj

]
−→ A

[
x0
xi
, . . . ,

xn
xi
,
xi
xj

]
是满射的（因为右边的所有单项式都可以写成左边单项式的乘积）.

对于仿射空间 An
A 和射影空间 PnA，也可以直接看出对角线是闭的. 在

An
A ×A An

A ≃ SpecA[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]

中，对角线是闭子概形

∆ = V (x1 − y1, . . . , xn − yn).

类似地，在 PnA ×A PnA 中，对角线是由下述矩阵的所有 2× 2 子式生成的双齐次理想所定义

的闭子概形： (
x0 x1 · · · xn

y0 y1 · · · yn

)

6.7 Morphisms into separated schemes

命题 6.7.1

X, Y, S 为概形，X 是约化的，Y → S 是分离的，假设 f, g : X → Y 是 S-态射，并且在 X 的

一个稠密开集 U 上相同，则 f = g.

证明: 注意两个态射 f, g : X → Y 相等当且仅当对于任何概形 T，其在 T -值点上的态射

fT , gT : X(T )→ Y (T )
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相等.由于 Y → S 是分离的，其对角映射 ∆X/S : Y → Y ×S Y 是闭浸入，态射 f, g 定义了一个态射

(f, g) : X → Y ×S Y

考虑 ∆Y/S 的基变换：

X ′ Y

X Y ×S Y

∆Y/S

(f,g)

由于闭浸入在基变换下稳定，从而 X ′ → X 是一个闭浸入，所以可以看成 X ′ ⊂ X 是一个闭子概

形，由构造，X ′ 是态射 f 与 g 相同的那些点，即对于任意态射 T，都有

X ′(T ) = {x ∈ X(T ) | fT (x) = gT (x) ∈ Y (T )}

由于 f |U = g|U，因此 U ⊂ X ′，而 X ′ 是闭的，所以 X = X ′，因此 f = g.

Remark 6.7.1

其中点函子的计算如下：

X ′ = X ×Y×SY Y

而点函子保持极限，即

X ′(T ) = X(T )×(Y×SY )(T ) Y (T )

而 Y (T )→ (Y ×S Y )(T ) 为 y 7→ (y, y)，所以这等价于要求

(fT (x), gT (x)) = (y, y)

即 fT (x) = gT (x)，所以得到 X ′(T ). 于是我们实际上可以看到 X ′ 是 f, g 的等化子，所以由于

U → X 使 f, g 相等，故由等化子的性质可以分解为

U → X ′ → X

所以可以看成 U ⊂ X ′.
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6.8 Proper morphisms

定义 6.8.1: 泛闭与Proper

态射 f : X → S 称为是 universally closed 如果它是闭映射a并且在基变换下保持闭. 即对任

意态射 T → S，诱导态射 fT : X ×S T → T 是闭的.

X ×S T X

T S

fT f

态射 f 称为 proper，如果是分离，泛闭且有限型的. 若 X 是 A-概形，称 X proper over A

如果 X → SpecA 是 proper 的.

a拓扑闭映射

紧合态射是代数几何对于拓扑中紧合态射的模拟，在拓扑中，一个映射 f 被称为是紧合的，如

果对任意紧子集 K ⊂ Y，都有 f−1(K) 是紧的. 在点集拓扑中存在定理：一个连续映射 f : X → Y

是紧合的，当且仅当对任意映射 g : Z → Y，诱导的映射 X ×Y Z → Z 是闭映射. 在概型论中，由

于纤维积的拓扑并不等于拓扑的纤维积，所以概形的紧合并不能推出拓扑空间也是紧合的.

定理 6.8.1

A 是环，X 为 over SpecA 的紧合整概形，则 OX(X) 在 A 上整.

证明: 设 f ∈ OX(X) 是一个非零截面. 我们证明 f 满足一个系数在 A 中的首一多项式. 令

U = D(f). 因为 f ̸= 0 且 X 是整的，故知 f 在泛点处的芽 fη ∈ K(X) 不为 0，所以知道 U ̸= ∅
且 f |U 是可逆的. 我们将其逆记为 f−1 ∈ OX(U). 考虑闭子概形

Z = V (tf − 1) ⊂ X ×A A1
A,

其中 A1
A = SpecA[t]. 令 π1, π2 表示到 X 和 A1

A 的投影.

我们断言态射 π1|Z : Z → X 诱导了 Z 和 U 之间的同构. 通过观察 R-取值点可以看出这一点：

Z(R) 由满足在 R 中 λf(x) = 1 的对 (x, λ) ∈ X(R) × R 组成2. 这个方程意味着 f(x) ∈ R×，因此

x ∈ U(R)，并且 λ = f(x)−1 由 x 唯一确定. 反之，给定 x ∈ U(R)，对 (x, f(x)−1) 定义了 Z 的一个

R-点. 因此映射 (x, λ)→ x 是到 U(R) 上的双射. 特别地，我们得到 A-代数的同构

OZ(Z) ≃ OX(U) 映射 t 7→ f−1.

现在考虑投影 π2 : X ×A A1
A → A1

A. 由于 X → SpecA 是紧合的，它的基变换 π2 也是紧合的，

因而是闭的. 所以 π2(Z) ⊂ A1
A 是一个闭子集. 在 Z 上关系式 tf = 1 成立，因此 t 在 Z 上可逆且

π2(Z) ⊂ D(t) ⊂ A1
A.

2注意，这里 f(x) 实际上是一种符号滥用，其定义为 f(x) = x#(f) ∈ R.
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由于 π2(Z) 是闭的，我们有 π2(Z) = V (a)，其中 a = Ker(A[t] → OZ(Z)). 现在，包含关系

π2(Z) ⊂ D(t) 意味着 t 在 A[t]/a 中可逆. 因此，存在 P (t) ∈ A[t] 使得

1− tP (t) ∈ a

应用映射 A[t]→ OZ(Z) ≃ OX(U)可知，在 OX(U)中 f−1P (f−1) = 1. 将 P (t)写为 P (t) =
m∑
i=0

ait
i，

其中 ai ∈ A，并乘以 fm+1 可知

fm+1 −
m∑
i=0

aif
m−i = 0 在 OX(U) 中.

由于 X 是整的，限制映射 OX(X)→ OX(U) 是单射，所以同样的等式在 OX(X) 中也成立. 这证明

了 f 满足一个系数在 A 中的首一多项式，从而 OX(X) 在 A 上整.

我们取 A = k 立刻得到：

推论 6.8.1

X 为 k 上的紧合簇，则 OX(X)是 k 的一个有限扩张，特别地，若 k 代数闭，则 OX(X) = k.

Remark 6.8.1

可以将其视为 Liouville 定理在代数几何中的推广.

推论 6.8.2

令 f : X → Y 为整概形之间的态射，TFAE：

(1) f 是 finite 的.

(2) f 是 affine 且 proper 的.

证明: 有限态射自然是有限型且仿射的，而仿射必然分离. 此外注意有限态射是闭映射，并且在基

变换下稳定，所以有限态射是泛闭的. 从而可见有限态射自然是仿射且紧合的.

反之，若 f : X → Y 是仿射的，令 V = SpecA ⊂ Y，f−1V = SpecB ⊂ X. 由定理 6.8.1 可知

A→ B 是环的整扩张，从而由于 B 是有限生成 A-代数，知 B 是有限 A-代数，故 f finite.

注意到 (1) 推 (2) 并没有用到整，所以对任意概形成立.

推论 6.8.3: 有限推紧合

对任意概形态射 f : X → Y，若 f finite，则 f proper.
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推论 6.8.4: 闭浸入紧合

闭浸入都是紧合的.

证明: 闭浸入在局部上 Spec(A/a)→ SpecA，而 A/a 是有限生成 A-模，故 finite，知 proper.

6.9 Constructable Sets

定义 6.9.1: 可构造集

拓扑空间 X 中的 constructable sets 是 X 的一个最小的子集族，包含全体的拟紧开集，且

满足对取补和有限交封闭.

Remark 6.9.1

注意若 X 是 Noether 拓扑空间，则全体开集都拟紧.

可构造集这一名字的来源可以这样解释, 考虑 Noether 环的谱为例, 开集都是有限个主开集的

并. 因此对一个可构造集,总可以描述为有限长的由“包含 (resp. 不包含)某个元素”,“合取 (resp.

析取)”这样的句子构成的命题确定出的素理想集.

定理 6.9.1: Chevalley 定理

π : X → Y 是两个 Noether 概形见的有限型态射，则 X 中任意可构造集在 π 下的像都是 Y

中的可构造集. 特别地，π(X) 是可构造集.

6.10 Valuative Criterion

定义 6.10.1: 赋值判别图表

概形态射 f : X → Y，R 为赋值环，K = FracR，则赋值判别图表为

SpecK X

SpecR Y

f
≤1

这样一个交换图表，我们说 f 满足赋值判别的存在性(resp. 唯一性)，指对任意赋值环 R，使

得图表交换的虚线箭头存在(resp. 至多有一个).
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我们可以检查赋值判别法的存在性与唯一性都在基变换下保持，考虑交换图：

SpecK X ×Y T X

SpecR T Y

fT f

从而得到：
SpecK X

SpecR Y

f
g

于是唯一诱导：
SpecR

X ×Y T X

T Y

g

g

fT f

也就是
SpecK X ×Y T

SpecR T

fT
g

所以可以看出来是 g 与 g 是一一对应的，故存在性与唯一性都被基变换保持.

定义 6.10.2: 拟紧与拟分离

概形态射 f : X → Y 称为 quasi-compact，如果对 Y 的任意拟紧开集 V，都有 f−1V 拟紧.

态射 X → Y 称为 quasi-separated，如果 ∆X/YX → X ×Y X 是拟紧的.

Remark 6.10.1

可见如果 f 是拟紧的，则对 Y 的任意仿射开集 V，都有 f−1V 是有限个仿射开集的并. 若 f

是拟分离的，则 ∆X/Y 是拟紧的，考虑 X ×Y X 的仿射开集 U ×Y V，其中 U, V 都是 X 的仿

射开集，则其原像为

∆−1
X/Y (U ×Y V ) = U ∩ V

所以 U ∩ V 是拟紧的，也即为有限个仿射开集的并. 于是我们理解了命题 5.6.2 下的 remark.

于是拟紧的直观是仿射原像为有限个仿射开集的并，而拟分离的直观为仿射开集的交为有限

个仿射开集的并.
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Remark 6.10.2

任何闭浸入都是拟紧的，因为拟紧可以局部检验，而闭浸入在仿射局部上的原像形如 SpecA/a，

从而拟紧. 可知分离能推拟分离.

命题 6.10.1: 泛闭的赋值判别法

f : X → Y 为拟紧态射，则 f 泛闭当且仅当满足赋值判别存在性.

证明: 首先若 f 泛闭，注意到泛闭与赋值判别法都在基变换下保持，所以我们不妨沿 SpecR→ Y

基变换，从而可设 Y = SpecR. 记 SpecK = {η}，η 在 X 中的闭包记为 Z，取其上的层使得得到

的概型是约化概形(见命题 6.1.1)，因为复合闭浸入 Z ↪→ X 不改变泛闭，故不妨设 X = Z，现在有

SpecK = {η} X

SpecR SpecR

f

id

X 不可约，η 的像 ξ 是 X 的泛点，f 是泛闭映射，要寻找 SpecR → X 使得图表交换. 由于这里

X = Z 是不可约的约化概形，从而是整概形，我们可以考虑其函数域 K(X) = OX,ξ，我们现在考

虑映射

SpecK → X → SpecR

取其在泛点上的茎态射得到

R(0) → OX,ξ → K ⇐⇒ K → K(X)→ K

由于域态射且非平凡，所以都是单射，故

K(X) = K

取 X 的包含 ξ 的稠密开集 SpecA，我们自然有 f : SpecA→ SpecR 对应环态射 φ : R→ A，由于

整概形的局部截面是函数域的子环，所以我们有

R→ A ↪→ K(X) = K

而这个复合映射也即 R ↪→ K，所以 R→ A 是一个单射，从而 f(ξ) = φ−1(0) = (0) 为 SpecR 的泛

点，从而我们知道这个图表总是将泛点送到泛点. 再由于 f 是闭映射，所以 f(X) = SpecR，于是

取闭点 y ∈ SpecR，x ∈ f−1(y)，由于 R 是赋值环，所以有

fx : Ry = R→ OX,x

是局部同态，由于将泛点打到泛点，所以 fx 是单射，于是有

R ⊂ OX,x ⊂ K
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而 R 是赋值环3，所以知道 R = OX,x，于是 OX,x → R 的同构就诱导了 SpecR → SpecOX,x ⊂ X.

故赋值判别存在.

反设赋值判别存在，由于赋值判别在基变换下保持，所以我们只需要证明 f 是闭的. 设 Z ⊂ X

是闭子概型，只需要证 f(Z) 在特殊化下封闭，设 z ∈ Z 映到 y ∈ Y，设 y 特殊化到 y′，需证明 z

特殊化得到 z′ 使得 z′ 映到 y′. 现有环同态

OY,y′ → k(y)→ k(z)

设分式域 k(z) 中的赋值环 R 使得 OY,y′ → R 穿过 OY,y′ → k(z). 赋值判别法中取赋值环为 R，其

分式域为 Spec k(z)，现在 Spec k(z) → X 打到 z，SpecR 一般点打到 y，SpecR 闭点打到 y′，根

据 R 的构造，也能将 SpecR 一般点打到 z，闭点的像取作 z′ 即可.

定理 6.10.1: 赋值判别法

f : X → Y 是概形的态射，则

(1) 分离的赋值判别法：f 拟分离，则 f 分离当且仅当满足赋值判别法的唯一性.

(2) 紧合的赋值判别法：f 有限型拟分离，则 f 紧合当且仅当满足赋值判别法的存在唯一性.

证明: (1) f 满足赋值判别法的唯一性当且仅当若

SpecK X

SpecR Y

f
h2

h1

则 h1 = h2，注意到纤维积的泛性质告诉我们若 f ◦ h1 = f ◦ h2，则诱导出态射 SpecR→ X ×Y X

SpecR

X

X ×Y X X

X Y

h

h1

h2

∆f

f

f

而 h1 = h2 告诉我们这个映射穿过 ∆f : X → X ×Y X，从而也就当且仅当 ∆X/Y 满足赋值判别法的

存在性，而 f 拟分离告诉我们 ∆X/Y 拟紧，从而由泛闭的赋值判别法知道 ∆X/Y 是泛闭的，从而是

闭映射，故 f 分离.

3赋值环在支配下极大.
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(2) f 有限型，拟分离，由分离的赋值判别法知道 f 是分离的，此外由存在性的赋值判别法知

道 f 是泛闭的，从而紧合.

推论 6.10.1: 射影空间紧合

射影空间紧合，即 Pn → SpecZ 是紧合态射.

证明: 我们只需要证明虚线箭头存在唯一：

SpecK Pn

SpecR SpecZ

上方水平箭头相当于给出一个齐次坐标 [a0, · · · , an] 使得 ai ∈ K，利用赋值我们可以将其一起除掉
一个赋值最小的，从而得到 SpecR→ Pn，这就给出了唯一的映射，从而紧合.

于是利用基变换保持紧合与复合保持紧合立刻得到：

推论 6.10.2: 射影概形是紧合的

PnA → SpecA 是紧合的，进一步任何射影概形都是紧合的.

引理 6.10.1

X 在 A 上分离(resp. 紧合)，Y 在 A 上分离，则任意 A-态射 f : X → Y 分离(resp. 紧合).

证明: 如图构造 Γf：

X

X ×A Y Y

X SpecA

Γf

f

idX

πY

可以得到 f = πY ◦ Γf，观察下图：

Z

X Y

X ×A Y Y ×A Y

g

h=(h1,h2)

f

Γf ∆Y/A

(f,idY )
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不难发现 Γf : X → X ×A Y 就是 ∆Y/A 的基变换，从而由闭浸入在基变换下保持，知道 Γf 是闭浸

入，从而紧合. 而 πY : X ×A Y → Y 是 X → SpecA 的基变换，所以若 X → SpecA 是分离(resp.

紧合)，则 πY 是分离(resp. 紧合)的，现在由于分离与紧合都在复合下保持，所以 f 满足条件.

推论 6.10.3

k 是域，f : X → Y 为 k 上射影概形的态射，则 f 是紧合的. 特别地，f(X) ⊂ Y 是闭的.

证明: 注意 X, Y 为射影概形，从而在 k 上 proper，由上面引理知道 f : X → Y 是紧合的.

推论 6.10.4

令 X 为 k-拟射影概形，则 X 在 k 上紧合当且仅当 X 在 Pnk 中是闭集.

证明: 若 X 紧合，结合 Pnk → Spec k 是紧合从而知道 X → Pnk 紧合，故 X 在 Pnk 中闭. 反过来由

于 X → Pnk 是一个局部闭浸入，若整体像是闭的，则为闭浸入，从而为射影概形，从而紧合.

6.11 Formal properties of morphisms

定义 6.11.1: 态射的性质

P 是概型态射的性质，则称 P 是

(1) Stable under composition若任何两个 f : X → Y，g : Y → Z 满足 P，则 g ◦f : X →
Z 满足 P .

(2) Stable under base change 若任何态射 f : X → S 满足 P，给定任何态射 g : T → S，

都有 fT : X ×S T → T 满足 P .

(3) Stable under products 若对任何态射 f : X → Y 与 f ′ : X ′ → Y ′ 满足 P，其乘积
f × f ′ : X ×Z X

′ → Y ×Z Y
′ 满足 P .

(4) Local on the target 若态射 f : X → S 满足 P 当且仅当存在一个 S 的开覆盖 {Ui} 使
得基变换 fUi

: X ×S Ui → Ui 满足 P .

(5) Local on the source 若 f : X → S 满足 P 当且仅当存在一个 X 的开覆盖 {Ui} 使得
限制 f |Ui

: Ui → S 满足 P .

实际上 local on the target/source 对于拓扑上的性质也可以定义，总结如下：
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定理 6.11.1: 拓扑上局部性质

对于拓扑空间上的映射 f : X → Y，以下性质仅在靶上局部：

(1) 闭映射. (2) 满射. (3) 商映射.

以下性质既是靶局部又是源局部：

(1) 开映射. (2) 局部同胚. (3) 连续性.

定理 6.11.2: 概形态射的性质阶段性总结

下面的性质在复合，基变换，乘积下保持稳定，并且是在靶上局部的：

(1) Affine. (2) Closed immersion. (3) Open immersion. (4) Finite. (5) Integral.

(6) Finite type. (7) Separated. (8) Proper. (9) Quasi-compact. (10) Quasi-separated.

其中 Finite type 还是在源上局部的.

定义 6.11.2: 几何性质

P 是一个描述概形的性质，若 k-概形 X 满足 P，且对任意扩域 K/k，XK = X ×k SpecK 仍
然满足 P，则称 X 满足几何 P 性质.



Chapter 7: Varieties

7.1 Varieties

定义 7.1.1: Variety

域 k 上的 variety 定义为一个 integral, separated scheme of finite type over k. 簇之间

的态射就是 f : X → Y 作为 k-概形的态射，即

X Y

Spec k

f

在此意义下，k 上的簇构成了 Sch/k 的一个满子范畴 Var/k.

虽然还没定义维数，但可以先定义所谓 curve 是一个 1 维的簇，surface 是一个 2 维的簇.

簇上有自然的 open subvariety 结构，设 X 是一个 k 上的簇，则所有的开子概形 U ⊂ X 都

是簇，原因在于整概形的开子概形还是整概形(命题 3.2.1)，而开浸入都是分离的(6.6.1)，并且由于

有限型是在源上局部的，所以自然 U 也是 k-有限型的，因此由定义知道 U 是 k 上的簇.

同理会有 closed subvariety，若 Z → X 是一个闭浸入，并且 Z 是整概形，则 Z 也是一个

簇，因为闭浸入本身是有限态射，从而有限型，而有限型复合有限型还是有限型，所以 Z 是 k 上

有限型，闭浸入还是分离的，分离复合分离仍然分离，所以知道是一个簇.
Remark 7.1.1

需要注意的是簇结构并不被基变换所保持，例如考虑 SpecR[x, y]/(x2 + y2) 是 R 上的簇，但

是若基变换到 C 上就变成了

SpecC[x, y]/(x2 + y2) = SpecC[x, y]/(x+ iy)(x− iy)

这是可约的，从而不是整概形. 由此也可见两个簇的纤维积没有道理还是一个簇.

但是下面的定理告诉我们如果在一个代数闭域上做纤维积，那就很好了.

166
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定理 7.1.1

令 X, Y 为代数闭域 k 上的有限型概形，则

(1) X ×k Y 在 k 上有限型.

(2) X ×k Y 的闭点为所有 k-点 (X ×k Y )(k) = X(k)× Y (k).

(3) 若 X, Y 是约化的，则 X ×k Y 也是约化的.

(4) 若 X, Y 是整概形，则 X ×k Y 也是整概形.
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