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1 算子与Banach空间

所谓 Banach 空间就是完备的赋范线性空间，泛函分析中有著名的连续算子定理，即

Theorem 1.1. X 与 Y 为赋范线性空间，T : X Ñ Y 是线性算子，则 T 连续当且仅当 T 有

界.

证明. In linear space, a linear map is continuous if and only if it is continuous at any single

point. So if T is bounded, i.e. there exists M ą 0 such that

||Tx||

||x||
ď M

So given any x0 and ε ą 0, we have δ “
ε

M
such that

||Tx0 ´ Tx|| “ ||T px0 ´ xq|| ď M ||x0 ´ x|| ď ε, @||x ´ x0|| ď δ

For the only if part, we need to show that any continuous map is bounded. If T is

continuous, we suppose T is unbounded. Then for any n P N, exists xn P X such that

||Txn|| ě n||xn||

let

yn “
xn

n||xn||

we have

||Tyn|| ě 1

but yn Ñ 0, so it is a contradiction.

下面我们称 BpX, Y q 为从 X 到 Y 的有界线性算子空间. 我们也可以讨论在有界算子空

间上的范数与收敛.

Theorem 1.2. 在 BpX, Y q 中按范数收敛当且仅当在 X 的单位球上一致收敛.

即然有界算子空间是一个赋范线性空间，那么我们自然也很好奇什么时候它是完备的.

Theorem 1.3. 若 X 是赋范线性空间，Y 是 Banach 空间，则 BpX, Y q 是 Banach 空间.

这个东西其实很好理解，因为值域在 Y 上面，所以我们需要的是值域上的完备来得到算

子空间上的完备.

证明. 取算子在范数意义下的 Cauchy 列，然后利用 Y 上的完备性逐点构造出算子的极限，

容易说明是线性算子，有界来自 Cauchy 列一致有界.
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在很多时候我们讨论的实际上是算子族的行为，我们先定义一些不同的收敛范式.

Definition 1.4. 给定算子列 tTnu Ă BpX, Y q，定义

(1) tTnu 一一一致致致收收收敛敛敛 为按范数收敛.

(2) tTnu 强强强收收收敛敛敛 为逐点收敛.

可以明显看出来一致收敛可以推出强收敛.

Theorem 1.5 (Banach-Steinhaus). X 是 Banach 空间，Y 是赋范线性空间，tTαuαPI Ď

BpX, Y q，如果对于任意的 x P X，有 sup
αPI

||Tαx|| ă 8，则 t||Tα||uαPI 有界.

这个定理实际上在说如果每个轨道有界(不要求对不同轨道是一致的界)，则算子族一致

有界. 会发现此处突然要求定义域空间是完备的而非值域空间，这里的哲学是我们并不需要

算子族的收敛行为，但是需要在某一个开集上的一致行为，而这个行为是由 Baire 纲定理保

证的，Baire 纲定理需要在完备度量空间上面使用，所以我们要求了定义域上的完备行为.

证明. 我们取

Mk :“
č

αPI

tx P X | ||Tαx|| ď ku

明显是一个闭集，并且有

X “

8
ď

k“1

Mk

由 Baire纲定理我们知道存在 k0 使得 M˝
k0
非空. 所以得到某个开球上面的一致有界，容易推

广到全空间，得证.

Theorem 1.6. X 是赋范线性空间，Y 是 Banach 空间，tTnu Ă BpX, Y q，若

(1) t||Tn||u 有界.

(2) 存在 X 的一个稠子集 G，有 tTnu 在 G 上强收敛.

则 tTnu 强收敛于一个有界线性算子 T，并且有 ||T || ď lim
nÑ8

||Tn||.

Theorem 1.7. Banach 空间之间的有界线性算子在强收敛意义下是完备的.

Definition 1.8 (商空间). X 是赋范线性空间，M 是其闭子空间，我们可以定义商商商空空空间间间

X{M，其上范数定义为

||rxs|| “ inf
mPrxs

||m||

Theorem 1.9. X 是 Banach 空间，M 是其闭子空间，则 X{M 是 Banach 空间.

证明. 把 Cauchy 提升到 X 中再拉下来即可.
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2 Hahn-Banach 定理

Theorem 2.1 (Hahn-Banach). 设 p 是定义在实线性空间 L 上的次线性函数，即满足

pptxq “ tppxq, t ě 0, ppx ` yq ď ppxq ` ppyq

L0 是 L 的线性子空间，如果 f0 是 L0 上的线性泛函，满足

f0pxq ď ppxq, @x P L0

则 f0 可以延拓到整个 L 上变成线性泛函 f，并且使得

fpxq ď ppxq, @x P L

证明. 证明就是说明可以加入单个向量进行线性延拓，然后利用 Zorn 引理拓展到全空间上.

单个向量延拓的过程实际上就是在解方程，说明存在解即可.

Theorem 2.2 (复版本 Hahn-Banach). 设 p 是定义在复线性空间 L 上的半范数，L0 是 L 的

线性子空间，如果 f0 是 L0 上的线性泛函，满足

|f0pxq| ď ppxq, @x P L0

则 f0 可以延拓到整个 L 上变成线性泛函 f，并且使得

|fpxq| ď ppxq, @x P L

证明. 复版本可以直接由实数版本得到，因为一个重要的观察是

iRe fpxq ´ Im fpxq “ i ¨ fpxq “ fpixq “ Re fpixq ` i Im fpixq

于是

Re fpxq “ Im fpixq, Re fpixq “ ´ Im fpxq

也就是 f 的虚部可以完全由实部决定，所以一旦给定了实部的延拓，就立刻可以得到虚部的

延拓，即

fpxq “ Re fpxq ´ iRe fpixq

然后利用实版本的 Hahn-Banach 定理立刻得到结果.

Hahn-Banach 定理告诉我们存在充分多的线性泛函，我们可以根据需要来构造很多种特

殊的泛函，下面介绍几个常用的构造例子：
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Proposition 2.3 (子空间上的保范延拓). L0 是实线性空间 L 的线性子空间，如果 f0 P L˚
0，

则存在 f P L˚，使得

f |L0 “ f0, ||f ||L “ ||f0||L0

证明. 我们只需要构造合适的次线性函数 ppxq，注意到我们需要保持范数，而由于是延拓范

数不会变小，所以只需要保证范数不会大于原本的范数即可，也就是说我们需要

||f || “ sup
|fpxq|

||x||

如果 ppxq 取得比较好的话

ď sup
|ppxq|

||x||

HOPE
ď ||f0||

于是我们可以直接令

ppxq “ ||f0|| ¨ ||x||

这很显然是一个次线性函数，于是利用 Hahn-Banach 定理立刻得证.

Proposition 2.4 (单点的处的 1-范数泛函). X 是赋范线性空间，x0 是非零元素，则存在

f P X˚ 使得 ||f || “ 1 并且 fpx0q “ ||x0||.

证明. 在 x0 张成的一维线性子空间上定义

f0pax0q “ a||x0||

然后利用保范延拓立刻得到结果.

Proposition 2.5 (X˚区分X 中的点). 线性赋范空间 X 中两个不同元素 x1, x2，存在 f P X˚

使得 fpx1q ‰ fpx2q.

证明. 要说明 fpx1q ‰ fpx2q，实际上就是

fpx1 ´ x2q “ fpx1q ´ fpx2q ‰ 0

取 x1 ´ x2 ‰ 0 处的单点 1-范数泛函即可.

Proposition 2.6 (X˚ 分离闭线性子空间与点). M 是赋范线性空间 X 的闭线性子空间，x R

M，则存在 f P X˚ 使得 ||f || “ 1，fpMq “ 0 且 fpxq “ dpx,Mq.

证明. 考虑 M 与 x 张成空间

X0 “ SpantM,xu

对于 y “ m ` λx P X0，我们定义

fpyq “ λdpx,Mq

有

||f || “ sup
|λdpx,Mq|

||m ` λx||
“ sup

dpx,Mq

||m ` x||
“

dpx,Mq

inf ||m ` x||
“ 1

对 f 保范延拓即可.
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Corollary 2.7. M 是赋范线性空间 X 的一个子集，则元素 x P SpantMu 当且仅当对于任意

满足 fpMq “ 0 的线性泛函 f P X˚，都有 fpxq “ 0.

我们可以利用线性泛函来定义零化子和预零化子的概念：

Definition 2.8 (零化子与预零化子). 对线性赋范空间 X 的子集 M，我们可以定义 M 的零零零

化化化子子子为

MK
“ tf P X˚ : fpMq “ 0u

对于 X˚ 的子集 N，我们可以定义 N 的预预预零零零化化化子子子为

KN “ tx P X : xpNq “ 0u

零化子和预零化子是正交补空间在 Banach 空间中的推广.

Theorem 2.9. MK 是 X˚ 的闭线性子空间， KN 是 X 的闭线性子空间.

证明. 设 tfnu Ă MK，使得有极限 f P X˚，我们证明 f P MK. 假设存在 x P M 使得

fpxq ‰ 0，则我们有

|fpxq| “ |fpxq ´ fnpxq| “ |pf ´ fnqpxq| ď ||f ´ fn|| ¨ ||x|| Ñ 0

于是矛盾，所以 f P MK. 对偶情况同理.

Theorem 2.10. X 是赋范线性空间，则对于 X 的线性子空间 M，我们有

K
pMK

q “ M

证明. 很显然 M Ď
K

pMK
q，我们只需要证明反方向的包含关系.

假设 x0 P
K

pMK
q，但 x0 R M，因为 M 是线性子空间，所以M 是 X 中的闭线性子空间.

既然 x0 R M 且 M 是闭的，那么 x0 到 M 的距离 d “ inf
yPM

}x0 ´ y} ą 0，根据 Hahn-Banach

定理的推论：存在 f P X˚，使得 f 在 M 上为 0，但是 fpx0q ‰ 0，这与我们的假设前提

x0 P
K

pMK
q 矛盾.

关于零化子，我们还需要知道：

Theorem 2.11. 集合的(预)零化子等于其闭包的(预)零化子.

证明. (1) 我们要证明 MK
“ pMq

K，只需要证明 MK
Ď pMq

K，假设 f P MK. 现在，任取一

个闭包中的点 x P M，根据闭包的定义，存在一个序列 txnu Ď M，使得 xn Ñ x

fpxq “ fp lim
nÑ8

xnq “ lim
nÑ8

fpxnq “ 0
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所以 f P pMq
K.

(2) 设 G Ď X˚，我们要证明 KG “
K

pGq，只需要证明反向的包含，设 x P
KG. 意思是对

于所有的 g P G，都有 gpxq “ 0. 取 f P G，存在序列 gn P G 使得 }gn ´ f} Ñ 0.

|fpxq| “ |fpxq ´ 0| “ |fpxq ´ gnpxq| “ |pf ´ gnqpxq| ď }f ´ gn} ¨ }x}

当 n Ñ 8 时，}f ´ gn} Ñ 0，所以 |fpxq| ď 0 ¨ }x} “ 0，即 fpxq “ 0.
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3 半范数与 Minkowski 泛函

Definition 3.1 (凸集). 是 V 是线性空间，M 是 V 的一个子集，如果对于任意的 x, y P M，

都有

tax ` p1 ´ aqy | a P r0, 1su Ď M

我们就称 M 是一个凸凸凸集集集.

一个常用结论是：

Theorem 3.2. 线性空间中任意多个凸集的交还是凸集.

证明几乎是显然的，利用这个结论，我们可以定义

Definition 3.3. 包含子集 A 的最小凸集称为 A 的凸凸凸包包包，定义为：

copAq :“
!

ÿ

aixi : xi P A, ai ě 0,
ÿ

ai “ 1,#tai ‰ 0u ă 8

)

我们还知道一个结论：

Proposition 3.4. 如果 M 是凸集，有非空内部，则 M˝ 也是凸集.

证明. 命题的证明想象一下几何直观就立刻得到.

线段上任何一点的开邻域可以由端点的开邻域通过凸性得到.

半范数(所谓半范数就是把范数的正定性变成半正定性)与 Minkowski 泛函在拓扑线性空

间中具有根本性的重要性.

Proposition 3.5. 设 ppxq 是线性空间 V 上的半范数，则

M “ tx P V : ppxq ď 1u

具有以下性质：
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(1) 0 P M .

(2) M 是凸的.

(3) M 是均均均衡衡衡的：若 x P M，且 |α| “ 1，则 αx P M .

(4) M 是吸吸吸收收收的：对任何 x P X，总存在 α ą 0 使得 α´1x P M .

(5) ppxq “ inf
αą0,α´1xPM

α.

命题是显然的，我们下面可以在这个命题的基础上定义：

Definition 3.6 (Minkowski 泛函). M 是线性空间 V 中吸收的凸集，则对于任意的 x P V，

定义

pMpxq “ inf
αą0,α´1xPM

α

称 pM 为 M 的 Minkowski 泛泛泛函函函.

Proposition 3.7. M 是线性空间 V 中的一个吸收凸子集，则 M 的 Minkowski 泛函是 V 上

的一个次线性函数，并且满足

tx : pMpxq ă 1u Ă M Ă tx : pMpxq ď 1u

如果 M 还是均衡的，那么 pMpxq 是 V 上的一个半范数.

证明. 首先说明是次线性的，我们的目的是说明任意的 x, y，有

ppx ` yq ď ppxq ` ppyq

等价于说明对于任意的 ε ą 0，都成立不等式：

ppx ` yq ď ppxq ` ppyq ` 2ε

这相当于说明存在 ppxq ` ppyq ` δ1 ` δ2 ď ppxq ` ppyq ` 2ε 使得

x ` y

ppxq ` ppyq ` δ1 ` δ2
P M

利用凸性就是希望

x ` y

ppxq ` ppyq ` δ1 ` δ2
“

ppxq ` δ1
ppxq ` ppyq ` δ1 ` δ2

¨
x

ppxq ` δ1
`

ppyq ` δ2
ppxq ` ppyq ` δ1 ` δ2

¨
y

ppyq ` δ2
P M

也就是希望
x

ppxq ` δ1
P M,

y

ppyq ` δ2
P M
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这由 ppxq, ppyq 的定义立刻知道是存在的，于是次线性得证. 命题中的包含关系是显然的，下

面假设 M 是均衡的，我们要说明

ppλxq “ |λ|ppxq

其正齐次性很容易满足，下面要说明对于任意的数都满足齐次性质，这一点是通过均衡来说

明的. 由于对于任意的 |λ| “ 1, x P M，都有 λx P M . 我们有

pp|λ|
λ

|λ|
xq “ |λ|pp

λ

|λ|
xq “ |λ|ppxq

最后一个等号是均衡性导致的.

于是我们现在就在半范数与均衡吸收凸集之间建立了一个对应关系，下面来看在赋范线

性空间中 Minkowski 泛函的连续性.

Theorem 3.8. 如果 L 是赋范线性空间，M 是 L 中的一个吸收凸子集，则 pMpxq 是连续函

数当且仅当 0 是 M 的内点.

证明. 若 pMpxq 是连续函数，则

tx P L : pMpxq ă 1u Ă M

是 M 中包含 0 的开集，故 0 是 M 的内点. 反之若 0 是 M 的内点，则存在 ε ą 0 使得

Bp0, εq Ă M，对 L 中的任意点 x，都有

ε

2

x

||x||
P Bp0, εq Ă M

所以有

pMpxq ď
2

ε
||x||

于是对于任意的 x, y P L，有

|pMpxq ´ pMpyq| ď maxtpMpx ´ yq, pMpy ´ xqu ď
2

ε
||x ´ y||

于是连续.
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4 Hahn-Banach 几何形式——超平面定理/凸集分离定理

本节旨在说明这样一种观点：

如果两个凸集不相交，那么我们总能找到一个超平面，把它们分隔在两边

Definition 4.1. 设 V 是实线性空间，M,N 是其子集，f 是 V 上的线性泛函

(1) 若存在常数 c 使得

M Ď f´1
pp´8, csq, N Ď f´1

prc,`8qq

则称 f 分分分离离离集集集合合合 M 与与与 N .

(2) 如果线性泛函 f 满足存在常数 c 使得

M Ď f´1
pp´8, cqq, N Ď f´1

ppc,`8qq

则称 f 严严严格格格分分分离离离集集集合合合 M 与与与 N .

我们可以把分离理解为存在一个由泛函的水平集构成的超平面

Hc “ tx : fpxq “ cu

使得 M,N 分别落在这个超平面的两边，严格分离就是这个超平面与 M,N 都不交.

Remark 4.2. 我们还可以看出来 f 分离 M,N 当且仅当 f 分离 M ´ N 与 0，当且仅当 f

区分 M ´ x 与 N ´ x，@x P V .

Lemma 4.3. 分离凸集与点 A 是是线性赋范空间 L 中的凸子集，如果 A 的内部 A˝ 是非空

的，并且 y0 R A˝，则存在非零线性泛函 f P L˚ 分离 A 与 ty0u.

证明. 不妨设 0为 A的内点，则存在 0的一个邻域 Bp0, δq Ă A，从而我们知道 A是吸收的，

于是由定理 3.8 知道 pA 是 L 上的连续次线性函数，并且对于任意的 x P A，有 pApxq ď 1，

又由于 y0 不是 A 的内点，所以 pApy0q ě 1.

现在令 L0 “ Spanty0u 是 y0 张成的子空间，容易验证

f0pty0q “ tpApy0q

是从属于 pA 的线性泛函，由 Hahn-Banach 定理知道存在 L 上的线性泛函 f 是 f0 的延拓，

并且满足

fpxq ď pApxq, @x P L
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由 pApxq 的连续性我们可以得到 fpxq 的连续性(f 在 0 处连续则连续，利用 pApxq 在 0 处连

续立刻得到)，并且对于任意的 x P A，我们有

fpxq ď pApxq ď 1 ď pApy0q “ fpy0q

所以 f 分离 A 和 y0.

Theorem 4.4 (分离凸集与凸集). 设 M,N 是实赋范线性空间 L 中的凸集，如果 M 的内部

M˝ 非空，并且 M˝
X N “ H，则存在非零的 f P L˚ 分离 M 与 N .

证明. 首先由 M 凸知道 M˝ 是凸集，令

A “ M˝
´ N “ tx ´ y : x P M˝, y P Nu

显然 A 是非空的开凸子集，因为 A 为若干开集的并：

A “
ď

yPN

pM˝
´ yq

并且 0 R A，由前面的引理，我们知道存在 f P L˚ 分离 A 与 t0u. 从而可以得到这个 f 分离

M˝ 与 N，由连续性可以得到 f 分离 M 与 N .

Theorem 4.5 (超平面定理). M,N 是实线性赋范空间 L 中的闭凸集，满足 dpM,Nq ą 0，

则存在 f P L˚ 严格分离 M,N .

证明. 我们可以取

rN “

"

x P V : dpx,Nq ă
dpM,Nq

3

*

然后对 M 和 rN 使用凸集分离定理，得到连续线性泛函 f 和常数 c 使得

fpxq ď c ď fpyq, @x P M, y P rN

于是对于任意的 y P N, ||z|| ă
dpM,Nq

3
，有 y ´ z P rN，从而

fpyq ě c ` fpzq, @||z|| ă
dpM,Nq

3

也就是

fpyq ě c ` sup

||z||ă
dpM,Nq

3

fpzq “ c `
dpM,Nq||f ||

3
ą c

于是严格分离.
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5 有界线性泛函的核

Theorem 5.1. 0 ‰ f P V ˚，则 codimKer f “ 1.

证明. 任取 x0 P V，fpx0q ‰ 0，则对于任意的 x P V，有

f

ˆ

x ´
fpxqx0
fpx0q

˙

“ 0

从而

x ´
fpxqx0
fpx0q

P Ker f

从而

rxs “
fpxq

fpx0q
rx0s

也即

codimKer f “ dimV {Ker f “ 1

另一方面，任给一个余维数为 1 的线性子空间 V0，我们都可以构造一个 f P V ˚ 使得

Ker f “ V0. 要看出这一点，我们任取 x0 P V ´ V0，则任意的 y P V，都可以唯一地写成

y “ ax0 ` x, a P R, x P V0

的形式，我们定义

fpyq “ a

即可.

Theorem 5.2. f 为线性泛函，则 f 有界当且仅当 Ker f 是闭的.

证明. 若 f 有界，我们只需要证明 V ´ Ker f 开，利用有界很容易就能搞出来一个开邻域从

而开. 反之如果 Ker f 是闭的，我们假设 f 无界，则存在

||xn|| “ 1, |fpxnq| ą n

令

yn “
xn

fpxnq
´

x1
fpx1q

有

fpynq “ 0 ùñ yn P Ker f

但是

lim
nÑ8

yn “ ´
x1

fpx1q
R Ker f

14



与条件矛盾，所以有界.

下面我们来看一个定理：

Theorem 5.3. V 是实线性赋范空间，f1, ¨ ¨ ¨ , fn, f P V ˚，如果满足

n
č

i“1

Ker fi Ď Ker f

则 f 可以写成 f1, ¨ ¨ ¨ , fn 的线性组合.

证明. 我们利用超平面定理来证明. 让我们考虑一个 n ` 1 维的线性空间 Rn`1，我们定义

W “ tpf1pvq, f2pvq, ¨ ¨ ¨ , fnpvq, fpvqq P Rn`1
| v P V u

换句话说，W 是映射

T : V Ñ Rn`1, T pvq “ pf1pvq, ¨ ¨ ¨ , fnpvq, fpvqq

的像，因为 W 是有限维线性空间 Rn`1 的一个线性子空间，所以它是一个闭的非空的凸集.

条件
n
č

i“1

Ker fi Ă Ker f 翻译过来就是：如果一个向量 v使得 f1pvq “ 0, f2pvq “ 0, ¨ ¨ ¨ , fnpvq “

0，那么必然有 fpvq “ 0. 现在我们考虑 Rn`1 中的一个特定点：

p “ p0, 0, ¨ ¨ ¨ , 0, 1q

很显然 p R W .

我们现在有了一个闭凸集 W 和一个不在其中的点 p(也是闭凸集). 根据超平面分离定理，

存在一个超平面可以严格地将 p 和 W 分开.

一个超平面由一个非零的线性泛函定义，任何在 Rn`1 上的线性泛函都可以表示为与一

个固定向量的点积，这意味着存在一个非零向量 a “ pa1, . . . , an, an`1q P Rn`1 和一个 α P R，
使得：

a ¨ p ą α ě a ¨ w, @w P W

第一个不等式告诉我们

a ¨ p “ a1p0q ` ¨ ¨ ¨ ` anp0q ` an`1p1q “ an`1 ą α

有 an`1 ą α. 第二个不等式对 W 中的所有向量都成立，但 W 是一个线性子空间，它对数乘

是封闭的，对任意 w P W，向量 kw 也属于 W，因此必须有：

a ¨ pkwq ď α 对于所有标量 k

15



kpa ¨ wq ď α

如果 a ¨ w 是一个非零的数，比如说 c ‰ 0，那么我们可以通过选择一个非常大或非常小的 k

(例如符号与 c 相同的 k Ñ 8，或符号与 c 相反的 k Ñ ´8) 来使得 kpa ¨wq 可以任意大或任

意小，从而与不等式矛盾，因此，唯一的可能性是 a ¨ w 必须为零。

a ¨ w “ 0 对于所有 w P W

所以我们得到

0 ď α ă an`1

现在给定任意的 v P V，我们代入

w “ pf1pvq, ¨ ¨ ¨ , fnpvq, fvq

有

a ¨ w “

n
ÿ

i“1

aifipvq ` an`1fpvq “ 0

从而

fpvq “ ´

n
ÿ

i“1

ai
an`1

fipvq

结论得证.

Remark 5.4. 我是小丑，这个直接用线性代数应该就能秒. 考虑 X 到 Rn 的线性映射

φ : X Ñ Rn, x ÞÑ pf1pxq, ¨ ¨ ¨ , fnpxqq

令 V “ φpXq，我们构造从 V 到 R 的映射

ψ : pf1pxq, ¨ ¨ ¨ , fnpxqq ÞÑ fpxq

由于
n
č

i“1

Ker fi Ď Ker f

我们知道这是一个良定义，并且是线性映射，所以

f “ pf1, ¨ ¨ ¨ , fnq ¨ pa1, ¨ ¨ ¨ , anq “

n
ÿ

i“1

aifi

16



6 K 是 K-赋范线性空间的内射对象

我们可以以同调代数的角度来考虑 Hahn-Banach 定理，首先我们考虑 p´q
˚ 算子，我们

记域 KpK P tR,Cuq 上的赋范线性空间范畴为 A，其间态射为连续线性算子，于是我们有

X˚ :“ HomA pX,Kq

这是一个反变的 Hom 函子，来自代数的直觉告诉我们它应该是左正合1的，我们不妨验证一

下，考虑正合列：

X
f

ÝÑ Y
g

ÝÑ Z Ñ 0

作用函子之后得到：

0 Ñ Z˚ g˚

ÝÑ Y ˚ f˚

ÝÑ X˚

先看 g˚ 是不是单射，任取 φ P Z˚，如果

g˚
pφq “ φ ˝ g “ 0

也就是说对于任意的 y P Y，都有

φpgpyqq “ 0

由 g 是满射立刻得到 φ “ 0，于是 g˚ 是单射. 下面再验证 Im g˚
“ Ker f˚，由于 g ˝ f “ 0，

所以 Im g˚
Ď Ker f˚ 是自动的，下面证明反方向：

X Y Z

K

f g

ψ
rψ

任取 ψ P Ker f˚，有 ψ ˝ f “ 0，也就是说

Ker g “ Im f Ď Kerψ

我们定义

rψpgpyqq “ ψpyq

1在这里的正合我们要求不仅是代数正合，还是拓扑/度量正合，即要求单射是等距嵌入，满射诱导商范数，
这样子才可以实现范数商的联系，从而去得到更好的性质.
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容易验证这是良定义的映射，我们剩下的问题是说明所构造的 rψ 是一个有界的线性泛函，由

于 g 是满射，从而诱导了商范数，我们考虑 rys “ gpyq，在 Z 上定义的范数为

||rys||Z “ inf
xPIm f“Ker g

||x ` y||Y

我们有

rψprysq “ ψpy ` xq, @x P Im f

于是

| rψprysq| “ |ψpy ` xq| ď ||ψ|| ¨ ||y ` x||Y , @x P Im f ùñ || rψ|| ď ||ψ||

于是有界，所以左正合得证. 一个自然的问题是是否有右正合性？我们考察正合列

0 X Y Z
f g

作用反变函子得到：

Z˚ Y ˚ X˚ 0
g˚ f˚

首先看 f 是不是满射，任意给一个 φ P X˚，是否存在 ψ P Y ˚ 使得

f˚
pψq “ ψ ˝ f “ φ

由于 f : X Ñ Y 是嵌入，所以可以把 X 通过 f 视为 Y 的子空间，于是利用 Hahn-Banach

定理，可以把 φ : X Ñ R 保范延拓到 Y 上，此时 f˚ 相当于限制，于是满射得证. 类似过程

可以论证右正合，所以实际上 p´q
˚ 是一个正合函子.

Theorem 6.1. 在赋范线性空间中，取对偶空间函子 p´q
˚

“ HomA p´, Kq 是反变正合函子.

于是我们大概可以看出 K 作为 K-赋范线性空间范畴上的对象实际上是一个内射对象，

这就是由 Hahn-Banach定理保证的，即任意子空间上的态射可以延拓到全空间上，即下图：

0 X Y

K

i

f rf

于是 Hahn-Banach 定理可以重新表述为：

Theorem 6.2 (K 上的 Hahn-Banach 定理). K 是 K-赋范线性空间上的内射对象.
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7 对偶/共轭空间与对偶/共轭算子

设 X, Y 是赋范线性空间，对于 T P BpX, Y q，我们可以定义

T ˚ : Y ˚
Ñ X˚, f ÞÑ px ÞÑ fpTxqq

称 T ˚ 是 T 的对偶/共轭算子.

很显然我们有

|pT ˚fqpxq| “ |fpTxq| ď ||f || ¨ ||Tx|| ď ||f || ¨ ||T || ¨ ||x||

于是

||T ˚f || ď ||T || ¨ ||f || ùñ ||T ˚
|| ď ||T ||

即 T ˚ 是有界算子，实际上我们有更强的结论：

Theorem 7.1. 对于 T P BpX, Y q，我们有 ||T ˚
|| “ ||T ||.

证明. 我们只需要证明 ||T || ď ||T ˚
||，由 Hahn-Banach定理，对于任意使得 Tx ‰ 0的 x，存

在 f P X˚，使得

||f || “ 1, fpTxq “ ||Tx||

于是我们有

||Tx|| “ ||fpTxq|| “ |T ˚fpxq| ď ||T ˚f || ¨ ||x|| ď ||T ˚
|| ¨ ||f || ¨ ||x|| “ ||T ˚

|| ¨ ||x||

于是

||T || ď ||T ˚
||

从而

||T || “ ||T ˚
||

容易验证我们有以下性质：

Proposition 7.2. T 是有界线性算子，则

(1) paT1 ` bT2q
˚

“ aT ˚
1 ` bT ˚

2 .

(2) pT1T2q
˚

“ T ˚
2 T

˚
1 .

(3) T 有有界逆算子，则 T ˚ 也有有界逆算子：pT ˚
q

´1
“ pT´1

q
˚.

算子 T 与其共轭算子之间也有某种对偶关系：
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Theorem 7.3. X, Y 是 Banach 空间，T P BpX, Y q，则

(1) 如果 T 同构线性嵌入(A||x|| ď ||Tx|| ď B||x||)，则 T ˚ 是满射.

(2) 如果 T 是满射，则 T ˚ 是同构线性嵌入.

证明. 两个命题分别对应了Hahn-Banach定理与开映射定理：

(1) 考虑交换图：

X Y

R

T

f rf

由 R 是内射对象立刻得到 T ˚ 是满射.

(2) T 是满射，由开映射定理(后面会提到)知道 T 是开映射，并且注意到

||T ˚
pfq|| “ sup

||x||ď1

|T ˚
pfqpxq||

“ sup
||x||ď1

|fpTxq|

“ sup
yPT pBXp0,1qq

|fpyq|

由于是开映射，知道存在 δ ą 0 使得 BY p0, δq Ď T pBXp0, 1qq，于是

||T ˚f || ě sup
||y||ďδ

||fpyq|| “ δ||f ||

Corollary 7.4. X, Y 是 Banach 空间，T P BpX, Y q 是可逆算子，则 T ˚ 也可逆.
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8 二次对偶与自反——正合列视角

考虑 x P X，则对 f P X˚，我们可以定义

x˚˚
pfq :“ fpxq

有

|x˚˚
pfq| “ |fpxq| ď ||f || ¨ ||x|| ùñ ||x˚˚

|| ď ||x||

于是 x˚˚
P X˚˚，由此我们得到一个映射

J : X Ñ X˚˚, x ÞÑ x˚˚

称这个映射为 X 的典范/典则映射.

Theorem 8.1. X 是赋范线性空间，典范映射 J : X Ñ X˚˚ 是保距线性算子.

证明. 线性是显然的，保距是因为 Hahn-Banach 定理保证了存在 ||f || “ 1，fpxq “ ||x|| 这样

的有界线性泛函，从而

||x˚˚
|| “ ||x˚˚

|| ¨ ||f || ě ||x˚˚
pfq|| “ ||fpxq|| “ ||x||

所以有 ||x˚˚
|| “ ||x||.

Definition 8.2. X 是赋范线性空间，如果典范映射 J : X Ñ X˚˚ 是满射，则称 X 是自自自反反反的.

我们注意到 J 是一个等距嵌入，所以 J 是单射，从而如果 J 是一个满射，则 J 就是从

X 到 X˚˚ 的同构.

关于自反，我们有一个著名的定理：

Theorem 8.3 (二分定理). X 是赋范线性空间，E 是 X 的闭子空间，则 X 自反当且仅当

E 与 X{E 均自反.

证明. 首先我们有正合列

0 Ñ E Ñ X Ñ X{E Ñ 0

利用 p´q
˚ 的正合性，我们有如下正合列：

0 E X X{E 0

0 E˚ X˚
pX{Eq

˚ 0

0 E˚˚ X˚˚
pX{Eq

˚˚ 0

p´q˚ p´q˚
p´q˚

p´q˚ p´q˚
p´q˚
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由第一行正合知道最后一行正合，再考虑典范映射：

0 E X X{E 0

0 E˚˚ X˚˚
pX{Eq

˚˚ 0

JE JX JX{E

由于映射是典范的，容易验证垂直映射使得上图交换，对这个图使用蛇引理，我们得到长正

合列：

0 Ker JE Ker JX Ker JX{E

Coker JE Coker JX Coker JX{E 0

则知道 X 自反当且仅当 Ker JX “ Coker JX “ 0 当且仅当 Ker JE “ Ker JX{E “ Coker JE “

Coker JX{E “ 0 当且仅当 E 与 X{E 自反.

我们有一些简单的手段来判断一个赋范线性空间不是自反的：

Theorem 8.4. X 是赋范线性空间，如果 X˚ 可分，则 X 可分.

证明. 由 X˚ 可分，知道 X˚ 的单位球面可分，从而存在 tfnu 在单位球面上稠密，由于

||fn|| “ 1，从而存在 xn P X，使得 ||xn|| “ 1 且 |fnpxnq| ą
1

2
. 下面我们令

X0 “ Spantxn | n P N˚u

如果 X0 ‰ X，则存在 f P X˚ 使得

||f || “ 1, fpX0q “ 0

从而对任意的 n，我们有

||fn ´ f || “ ||fnpxnq ´ fpxnq|| “ ||fnpxnq|| ą
1

2

与稠密矛盾. 所以 X0 “ X，即 X 稠密.

Theorem 8.5. Banach 空间 X 自反当且仅当 X˚ 自反.
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证明. 我们有交换图：

0 X X˚˚ 0

0 X˚ X˚˚˚ 0

JX

p´q˚ p´q˚

J˚
X

如果 X 自反，则第一行正合，我们约定 X,X˚, X˚˚, X˚˚˚ 中的元素分别以 x, f, F,F 来记，

则有对任意的 x P X，有

J˚
X ˝ JX˚pfqpxq “ J˚

XpJX˚pfqqpxq “ J˚
XF pxq “ F pJXpxqq “ F px˚˚

q “ x˚˚
pfq “ fpxq

于是

J˚
X ˝ JX˚pfq “ f ùñ J˚

X ˝ JX˚ “ 1X˚

由于 JX 可逆，从而其对偶 J˚
X 也可逆，上面已经说明了 JX˚ 是 J˚

X 的右逆，从而是逆. 而

J˚
X 是同构，于是其逆也是同构，故 JX˚ 满射，故 X˚ 自反.

另一方面如果 X˚ 自反，我们有对任意的 G P X˚˚ 可以表为 JXpxq

JX˚˝J˚
XpF qpGq “ JX˚pJ˚

XF qpGq “ GpJ˚
XF q “ pJXxqpJ˚

XF q “ pJ˚
XpF qqpxq “ F pJXxq “ F pGq

于是

JX˚ ˝ J˚
XpF q “ F ùñ JX˚ ˝ J˚

X “ 1X˚˚˚

所以有

J˚
X “ J´1

X˚

于是由 J˚
X 可逆知道 JX 可逆(推论 10.5)，即 JX 是满射，即 X 自反.

关于自反空间，我们有一个定理 2.10 的对偶形式：

Theorem 8.6. X 是自反空间，G 是 X˚ 的线性子空间，则 p
KGq

K
“ G.

证明. 显然 G Ď p
KGq

K，下证反方向. 若存在 x˚
P p

KGq
K

´ G，由 Hahn-Banach 定理知道存

在 f P X˚˚ 使得 fpGq “ 0，fpx˚
q ‰ 0. 由于 X 自反，知道存在 x 使得 Jx “ f，则对任意的

y˚
P G，有

y˚
pxq “ Jxpy˚

q “ fpy˚
q “ 0 ùñ x P

KG

但是

x˚
pxq “ fpx˚

q ‰ 0

与 x˚
P p

KGq
K 矛盾.
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9 有界算子三大定理及其推论

三大定理一般指的是开映射定理，闭图像定理和共鸣定理.

Definition 9.1. X, Y 是赋范线性空间，T P BpX, Y q，则我们定义

(1) 如果 KerT “ 0，则称 T 为单单单射射射.

(2) 如果 CokerT “ Y { ImT “ 0 ðñ ImT “ Y，则称 T 为满满满射射射.

(3) 如果 T 既是单射又是满射，并且 T´1
P BpY,Xq，则称 T 可可可逆逆逆算算算子子子.

一个容易验证的引理是：

Lemma 9.2. X, Y 是赋范线性空间，Y P BpX, Y q，T 可逆的充分必要条件是存在 C P

BpY,Xq 使得 CT “ 1X , TC “ 1Y .

Theorem 9.3 (开映射定理). 设 X, Y 是 Banach 空间，T P BpX, Y q，如果 T 是满射，则

T 是开映射.

证明. 由于

X “

8
ď

k“1

BXp0, kq

所以

Y “

8
ď

k“1

TBXp0, kq

由于 Y 是 Banach 空间，所以由 Baire 纲定理，知道存在 k0 使得

TBXp0, k0q

有非空内部，不妨设

BY py0, r0q Ď TBXp0, k0q

我们先证明对于任意的 ε ą 0，都存在 δ ą 0 使得

BY p0, εδq Ď TBXp0, εq

我们取 δ “
r0
k0
，则对任意的 y P BY p0, εδq，都有

y0 ˘
k0
ε
y P BY py0, r0q

从而存在 BXp0, k0q 中的点列 txku 与 tx1
ku 使得

Txk Ñ y0 ´
k0
ε
y, Tx1

k Ñ y0 `
k0
ε
y
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于是

T

ˆ

ε

2k0
px1

k ´ xkq

˙

Ñ y

于是有
ε

2k0
px1

k ´ xkq P BXp0, εq ùñ BY p0, εδq Ď TBXp0, εq

其次对于任意的 y0 P BY p0,
δ

2
q，都有

BY p0,
δ

2
q Ď TBXp0,

1

2
q ùñ Dx1 P BXp0,

1

2
q s. t. ||y0 ´ Tx1|| ď

δ

22

因此 y1 “ y0 ´ Tx1 P BY p0,
δ

22
q，同理知道存在 x2 P BXp0,

1

22
q 使得

||y1 ´ Tx2|| ď
δ

23

以此类推，我们得到一列点列 xn P BXp0,
1

2n
q 使得

||y0 ´ T px1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq|| ď
δ

2n`1

由 X 是 Banach 空间，及
8
ÿ

n“1

||xn|| ď 1 知道存在 x0 P X 使得

x0 “

8
ÿ

n“1

xn, ||x|| ď 1

于是知道

y0 “ Tx0

这告诉我们

BY p0,
δ

2
q Ď TBXp0, 1q

从而对于任意的 r ą 0，都有

BY p0,
rδ

2
q Ď TBXp0, rq

这已经足以说明 T 是开映射，因为任给开集 G，任取 Tx P TG，都存在 x 的邻域

BXpx, r2q Ď BXpx, r1q Ď G

于是知道

BY pTx,
r2δ

2
q Ď TBXpx, r2q Ď TBXpx, r1q Ď TG
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于是 TG 是开集.

Remark 9.4. 线性赋范空间的拓扑具有某种齐性，于是我们只要在零点附近做到，就可以在

全空间上都做到，零点附近的样貌决定了全体空间的样貌.

Remark 9.5. 注意到非零的连续线性泛函都是满射，从而都是开映射.

Corollary 9.6 (Banach逆算子定理). 设 X, Y 都是 Banach 空间，T 是 X 到 Y 的双射有界

线性算子，则逆算子 T´1
P BpY,Xq.

证明. 开连续双射是同胚，所以 T´1 连续，故有界.

Corollary 9.7. 设 X, Y 是两个 Banach 空间，T P BpX, Y q，若 T 为单射，则 T 的值域

TX 是闭的当且仅当 T 是有下界的，即 inf
||Tx||

||x||
ą 0

证明. 若值域是闭的，则 TX 是 Banach 空间，从而知道 T 是两个 Banach 空间之间的双射，

由逆算子定理知道 T´1 : TX Ñ X 是有界的，从而可得 T 有下界.

反之如果 T 有下界，则对 TX 中的任一柯西列 Txn，有

||xn ´ xm|| ď
1

c
||Txn ´ Txm|| Ñ 0

从而知道 xn Ñ x，即 Txn Ñ Tx P TX，即 TX 是闭的.

逆算子定理可以在范数等价的问题上提供作用：

Definition 9.8. X 是线性空间，在 X 上赋予两个范数 || ¨ ||1, || ¨ ||2.

(1) 若存在正数 c，使得 ||x|1 ď c||x||2, @x P X. 称范数 || ¨ ||1 弱弱弱于于于 || ¨ ||2 或 || ¨ ||2 强强强于于于 || ¨ ||1.

(2) 如果 || ¨ ||1 既弱于 || ¨ ||2 又强于 || ¨ ||2，则称 || ¨ ||1 与 || ¨ ||2 等等等价价价.

Theorem 9.9 (范数等价定理). 设 || ¨ ||1 与 || ¨ ||2 是 X 上的两个范数，如果 X 按照这两个

范数都成为一个 Banach 空间，并且 || ¨ ||2 弱于 || ¨ ||1，则 || ¨ ||1 与 || ¨ ||2 等价.

证明. 考虑 X 上的恒等算子

I : pX, || ¨ ||1q Ñ pX, || ¨ ||2q, x ÞÑ x

很显然 I 是一个有界的双射算子，有界是因为

||I|| “ sup
||Ix||2

||x||1
“ sup

||x||2

||x||1
ď c

于是由逆算子定理知道 I´1 也有界，于是可以得到 || ¨ ||1 弱于 || ¨ ||2，即等价.

下面我们介绍闭图像定理，首先需要定义图像.
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Definition 9.10. 给定两个集合之间的态射 f : X Ñ Y，我们称 f 的图图图像像像为 X ˆ Y 的一个

子集

Gpfq “ tpx, fpxqq | x P Xu Ă X ˆ Y

Definition 9.11. 设 pX, d1q, pY, d2q 是两个度量空间，T 是 X 到 Y 的算子，如果 T 的图像

GpT q Ă pX ˆ Y, d “

b

d21 ` d22q

是闭集，则称 T 是闭闭闭算算算子子子.

有一个简单的lem来帮我判断一个算子是不是闭的：

Lemma 9.12. X, Y 是两个度量空间，T 是从 X 到 Y 的算子，则 T 是闭算子当且仅当对

于任意的 xn Ñ x0，yn “ Txn Ñ y0 则 y0 P TX，并且 Tx0 “ y0.

证明很简单，直接验证就可以了，利用这个引理我们可以立刻得到一个简单判断闭算子

的引理：

Lemma 9.13. 定义域是闭集的连续算子是闭算子.

现在我们来证明闭图像定理：

Theorem 9.14 (闭图像定理). X, Y 是两个 Banach 空间，T 是 X 到 Y 的闭线性算子，则

T 是连续的.

证明. 显然 X ˆ Y 配备上范数

||px, yq|| “
a

||x||2 ` ||y||2

之后成为 Banach 空间，结合条件很显然 T 的图像 GpT q 是 X ˆ Y 的线性闭子空间. 所以

GpT q 本身就是一个 Banach 空间，于是我们可以考虑投影算子

P : GpT q Ñ X, px, Txq ÞÑ x

这是一个线性算子，并且有

||P px, Txq|| “ ||x|| ď ||px, Txq||

所以 P 是有界，并且容易发现 P 是一个从 GpT q 到 X 的双射，从而由逆算子定理我们立刻

知道

||px, Txq|| “ ||P´1x|| ď ||P´1
|| ¨ ||x||

因此我们有

||Tx|| ď ||px, Txq|| ď ||P´1
|| ¨ ||x||
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于是 T 有界，故连续.

最后是共鸣定理，也称为 Banach-Steinhaus 定理.

Theorem 9.15 (共鸣定理, 一致有界原理, Banach-Steinhaus 定理). 设 X 是 Banach 空间，

Y 是赋范线性空间，tTλ : λ P Λu Ď BpX, Y q. 如果对每个 x P X，我们都有

sup
λPΛ

||Tλx|| ă 8

则 t||Tλ|| : λ P Λu 是有界的.

Remark 9.16. 可以理解为每个轨道都有界则算子族范数有界.

证明. 想法是利用定理 9.9 来说明. 对于任意 x P X，定义

||x||1 “ max

"

||x||, sup
λPΛ

||Tλx||

*

, @x P X

由条件良定义，并且容易验证这是一个范数. 下面我们只需要说明 pX, || ¨ ||1q 是一个 Banach

空间：如果 txnu 是 || ¨ ||1 范数的基本列，由于 ||x|| ď ||x||1，知道 txnu 也是 || ¨ || 下的基本

列. 因此存在 x0 P X 使得 ||xn ´ x0|| Ñ 0.

下面我们来说明 ||xn ´ x0||1 Ñ 0. 对于任何的 ε ą 0，存在 N，使得 m,n ą N 时，有

||xn ´ xm||1 ă
ε

2

从而知道对于任意的 λ P Λ，有

||Tλpxn ´ xmq|| ă
ε

2
, ||xn ´ xm|| ă

ε

2

令 m Ñ 8 有

||Tλpxn ´ x0q|| ď
ε

2
, ||xn ´ x0|| ď

ε

2

这告诉我们当 n ą N 时

||xn ´ x0||1 ď
ε

2

从而有

||xn ´ x0||1 Ñ 0

故 pX, || ¨ ||1q 完备，由定理 9.9 我们知道 || ¨ ||, || ¨ ||1 等价，从而存在 c ą 0 使得

||x||1 ď c||x||, @x P X

于是得到

||Tλx|| ď ||x||1 ď c||x|| ùñ ||Tλ|| ď c
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Remark 9.17. 上面定理还有一个 Baire 纲定理的形式，这里不再列出，可以参考 101 计划

的泛函.

利用共鸣定理我们可以得到下面的定理：

Theorem 9.18. X 是 Banach 空间，Y 是线性赋范空间，tTnu Ď BpX, Y q，若对任意的

x P X，tTnxu 都在 Y 中收敛，则存在 T P BpX, Y q 使得

@x P X, lim
nÑ8

||Tnx ´ Tx|| “ 0

并且

||T || ď lim
nÑ8

||Tn||

证明. 我们直接定义

Tx :“ lim
nÑ8

Tnx

很显然 T 是线性的，并且由共鸣定理立刻得到 sup ||Tn|| 有限，于是利用 Tnx 收敛，得到

||Tx|| “ lim
nÑ8

||Tnx|| “ lim
nÑ8

||Tnx|| ď lim
nÑ8

||Tn|| ¨ ||x||

于是

||T || ď lim
nÑ8

||Tn|| ă 8
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10 闭值域定理

本小节的主定理为：

Theorem 10.1 (闭值域定理). X, Y 是 Banach 空间，T P BpX, Y q，TFAE：

(1) ImT 是闭的.

(2) ImT ˚ 是闭的.

(3) ImT “
K

pKerT ˚
q.

(4) ImT ˚
“ pKerT q

K.

我们先介绍两个引理：

Lemma 10.2. X, Y 是 Banach 空间，T P BpX, Y q，则我们有

KerT ˚
“ pImT q

K, KerT “
K

pImT ˚
q

从而

ImT “
K KerT ˚

证明. 我们直接验证：

y˚
P KerT ˚

ðñ T ˚y˚
“ 0

ðñ 0 “ T ˚y˚
pxq “ y˚

pTxq, @x P X

ðñ y P pImT q
K

同理

x P KerT ˚
ðñ Tx “ 0

ðñ 0 “ y˚
pTxq “ T ˚y˚

pxq, @y˚
P Y ˚

ðñ x P
K

pImT ˚
q

最后我们有

ImT “
K

ppImT q
K

q “
K KerT ˚

Remark 10.3. 由定理 2.10 知道如果 ImT 在 Y 中稠密，由于则

Y “ ImT “
K

ppImT q
K

q “
K

pKerT ˚
q

所以

KerT ˚
“ t0u
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于是 T ˚ 单射，同理，如果 T ˚ 是稠值域的，有 T 是单射，因为

KerT “
K

pImT ˚
q “

K
pImT ˚q “

K
pX˚

q “ t0u

Lemma 10.4. X, Y 都是 Banach 空间，T P BpX, Y q. 若 T ˚ 是单射，并且 ImT ˚ 是闭的，

则 T 是满射.

证明. 若值域是闭的，则

T ˚ : Y Ñ ImT ˚

是 Banach 空间之间的双射，由逆算子定理知道存在 δ ą 0，使得对于任意的 y˚
P Y，有

||T ˚y˚
|| ě δ||y˚

||

我们断言

BY p0, δq Ă TBXp0, 1q

再由开映射定理后半段一模一样的手段可以说明有

BY p0,
δ

2
q Ă TBXp0, 1q

于是很显然 T 是满射.

现在我们来证明断言，假设断言不成立，则存在 ||y0|| ă δ，但是 y0 R TBXp0, 1q，由于

后者是凸集，所以由凸集分离定理知道存在泛函 f 使得

fpy0q ą 1, f
´

TBXp0, 1q

¯

Ă p´8, 1q

于是对于任意的 x P BXp0, 1q，我们有

|fpTxq| “ |pT ˚fqpxq| ď 1

所以得到

||T ˚f || ď 1

但是

||f || ě
|fpy0q|

||y0||
ą

1

δ

所以

||T ˚f || ě δ||f || ą 1 ě ||T ˚f ||

矛盾.

现在我们来证明闭值域定理：
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证明. 我们按照如下链条证明：

p1q p3q

p4q p2q

(3) ùñ (1) 与 (4) ùñ (2) 都是平凡的，因为预零化子和零化子总是闭的.

(1) ùñ (3)：ImT “ ImT “
K KerT ˚.

(1) ùñ (4)：我们将 T 如下分解：

X X{KerT ImT Yπ rT i

每一个态射意义都是自明的，并且很自然地诱导了 T ˚ 的分解.

X˚
pX{KerT q

˚
pImT q

˚ Y ˚π˚
rT˚ i˚

显然 rT 是 Banach 空间之间的一个双射，由逆算子定理知道 rT 可逆，于是知道 rT ˚ 可逆，特

别地知道满射. 由于 i 是同构嵌入，我们知道 i˚ 是满射. 由于 π 是满射，我们知道 π˚ 是同

构嵌入. 于是结合商空间的性质，得到

ImT ˚
“ Im π˚

“ pKerT q
K

(2) ùñ (1)：注意到

ImT “ Im rT

由于 rT 是一个稠值域的映射，所以 rT ˚ 是单射. 由条件 ImT ˚ 是闭的，由 π˚ 是等距嵌入，i˚

是满射，知道 Im rT ˚ 是闭的，于是由上面第二个引理知道 rT 是满射，从而 rT 是闭的，于是

T 是闭的.

Corollary 10.5. X, Y 是 Banach 空间，T P BpX, Y q，则 T 可逆当且仅当 T ˚ 可逆.

证明. T 可逆 ùñ ImT “ Y,KerT “ 0 ùñ ImT ˚
“ pKerT q

K
“ t0u

K
“ Y,KerT ˚

“

pImT q
K

“ 0 ùñ T ˚ 可逆.

T ˚ 可逆 ùñ KerT ˚
“ 0, ImT ˚

“ X˚
ùñ ImT “

K KerT ˚
“ Y,KerT “

K ImT ˚
“ 0

ùñ T 可逆.
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11 Hilbert 空间

Definition 11.1. 记 K 是 R 或者 C，对于 K 上的线性空间 H，若 H 上存在一个二元运算

x´,´y : H ˆ H Ñ R，满足

(1) (复共轭对称)： xx, yy “ xy, xy.

(2) (第一变元线性)：xax ` by, zy “ axx, zy ` bxy, zy.

(3) (正定性)：xx, xy ě 0，并且取等当且仅当 x “ 0.

则称 x´,´y 为 H 上的一个内内内积积积，称 H 是 K-内内内积积积空空空间间间.

内积空间上有我们熟悉的 Schwarz 不等式：

Theorem 11.2 (Schwarz). H 是内积空间，则有

|px, yq|
2

ď px, xqpy, yq

证明. 实数情况是经典老番：取 λ P R，则

px ` λy, x ` λyq ě 0

展开之后计算关于 λ 的二次函数的判别式就立刻得到. 一般情况的话我们还是计算上面的式

子 λ P C，
px, xq ` λpy, xq ` λpx, yq ` |λ|

2
py, yq ě 0

若 y ‰ 0，我们直接取 λ “ ´
px, yq

py, yq
，化简就立刻得到

|px, yq|
2

ď px, xqpy, yq

利用这个不等式我们可以用内积来诱导范数.

Theorem 11.3. x P H，定义 ||x|| “
a

px, xq，则 || ¨ || 是 H 上的一个范数.

证明. 只需要满足三角不等式即可：

||x ` y||
2

“ px ` y, x ` yq “ px, xq ` 2Repx, yq ` py, yq ď p||x|| ` ||y||q
2

即

||x ` y|| ď ||x|| ` ||y||
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反之如果给定范数，也可以用范数来诱导内积，此时需要一个内积空间的常见引理：

Lemma 11.4 (平行四边形公式). 设 H 是内积空间，|| ¨ || 是由内积决定的范数，则对任何

x, y P H，有平平平行行行四四四边边边形形形公公公式式式：

||x ` y||
2

` ||x ´ y||
2

“ 2p||x||
2

` ||y||
2
q

证明. 展开就可以了.

现在我们可以断言：

Theorem 11.5. 若 pX, || ¨ ||q 是赋范线性空间，并且满足平行四边形公式，则可以在 X 定义

内积 p´,´q 使得 ||x||
2

“ px, xq.

证明. 我们考虑极化恒等式：当是实内积空间时：

px, yq :“
1

4

`

||x ` y||
2

´ ||x ´ y||
2
˘

当是复内积空间时：

px, yq :“
1

4

`

||x ` y||
2

` i||x ` iy||
2

´ ||x ´ y||
2

´ i||x ´ iy||
2
˘

可以说明如此定义的就是所需要的内积.

Definition 11.6. 若 H 上内积所导出的度量拓扑是完备的，则称 H 为 Hilbert 空空空间间间.

由 Cauchy-Schwarz 不等式，我们知道

|px, yq|

||x|| ¨ ||y||
ď 1

因此，存在唯一的 θ P r0,
π

2
s 使得

cos θ “
|px, yq|

||x|| ¨ ||y||

称 θ 为 x 和 y 的 Hermite 夹角. θ 为
π

2
时为最要紧的垂直情况.

Definition 11.7. 如果内积空间 H 中两个向量满足 px, yq “ 0，我们就称 x 与 y 正正正交交交，记为

x K y.

Theorem 11.8 (勾股定理). 内积空间 H 中，如果 x K y，则

||x ` y||
2

“ ||x||
2

` ||y||
2
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证明. 展开立刻得到.

最后我们需要指出内积是一个连续的函数.

Theorem 11.9. H 是内积空间，则内积关于两个变元是连续的，即 xn Ñ x，yn Ñ y，则有

pxn, ynq Ñ px, yq.

证明. 我们直接放缩：

|pxn, ynq ´ px, yq| ď |pxn ´ x, ynq| ` |px, yn ´ yq|

ď ||xn ´ x|| ¨ ||yn|| ` ||x|| ¨ ||yn ´ y|| Ñ 0
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12 Hilbert 空间的正交系

Definition 12.1. 设 F 是 Hilbert 空间 H 中的一族非零向量，

(1) 若 F 中任何两个不同的向量都正交，则称 F 是 H 的正正正交交交系系系.

(2) 若正交系 F 中每个向量的范数都是 1，则称 F 是标标标准准准正正正交交交系系系.

类似于 Fourier 分析，我们可以利用正交系对元素进行展开.

Definition 12.2. 设 F 是 Hilbert 空间 H 的一组标准正交系，则对 x P H，数集

tpx, eq : e P Fu

称为 x 关于 F 的 Fourier 系系系数数数集集集，px, eq 称为 x 关于 e 的 Fourier 系系系数数数.

在此意义下的展开会存在不等式：

Theorem 12.3 (Bessel不等式). 设 F “ teλ : λ P Λu 是 Hilbert 空间 H 中的标准正交系. 那

么对于每一个 x P H，它的 Fourier 系数最多只有可列个不为 0，并且成立：

ÿ

λPΛ

|xx, eλy|
2

ď ||x||
2

证明. 很显然对于任意有限个 ek P F，我们有

x ´

m
ÿ

k“1

xx, ekyek K

m
ÿ

k“1

xx, ekyek

所以由勾股定理我们知道

||x||
2

“ ||x ´

m
ÿ

k“1

xx, ekyek||
2

` ||

m
ÿ

k“1

xx, ekyek||
2

ě ||

m
ÿ

k“1

xx, ekyek||
2

“

m
ÿ

k“1

|xx, eky|
2

于是我们如果令

Fn “

"

e P F : |xx, ey| ě
1

n

*

很显然能看出来

#Fn ď n2
||x||

2
ă 8

于是

te P F : xx, ey ‰ 0u “

8
ď

n“1

Fn

至多可数，并且这时有：

ÿ

λPΛ

|xx, eλy|
2

“ lim
nÑ8

ÿ

eλPFn

|xx, eλy|
2

ď ||x||
2
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简单的推论:

Corollary 12.4. tenu 是 H 中的标准正交系，则对于任意的 x P H，我们有

lim
nÑ8

xx, eny “ 0

我们取 H “ L2
pr0, 2πsq，立刻得到：

Corollary 12.5 (Riemann-Lebesgue). 对任意的 f P L2
pr0, 2πsq，有

lim
nÑ8

ż 2π

0

fpxq cosnxdx “ lim
nÑ8

ż 2π

0

fpxq sinnxdx “ 0

一个很自然的问题是 Bessel 不等式什么时候取等？为了研究这个问题，我们引入下面的

定义：

Definition 12.6. F “ teλ : λ P Λu 是 Hilbert 空间 H 的标准正交系，对于 x P H，称级数

ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ

为 x 关于 F 的 Fourier 级级级数数数，当 x “
ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ，我们就称 x 关于 F 可以展开成 Fourier

级数.

Remark 12.7. 注意到这里
ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ 实际上是一个至多可数的序列和，而不是一个任意

指标和. 于是若极限确实存在，则我们可以写：

ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ “ lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

xx, eλkyeλk

所以有

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

xx, eλkyeλk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“

8
ÿ

k“1

||xx, eλky||
2

“
ÿ

λPΛ

||xx, eλy||
2

于是 Bessel 不等式的另外一个推论是：

Corollary 12.8. 若 F “ teλ : λ P Λu 是 Hilbert 空间 H 的一个标准正交系，则对于任意的

x P H，都有级数
ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ 是收敛的.

证明. 首先这是一个可列和，那我们只需要检查是否是 Cauchy 列即可(H 是完备的)，再由

于 Bessel 不等式，知道其范数是绝对收敛的，结合正交性有尾项的范数就是范数的尾项，于

是知道是 Cauchy 列，故收敛.
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Theorem 12.9. 记 F “ teλ : λ P Λu 是 Hilbert 空间 H 的标准正交系，TFAE：

(1) H 中任何元素 x 都满足 x “
ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ.

(2) 正交系张成的线性子空间在 H 中稠密：Spanteλ : λ P Λu “ H.

(3) teλuλPΛ 是完完完全全全的，即：若 x P H 并且满足 x K eλp@λ P Λq，则 x “ 0.

(4) teλuλPΛ 是完完完备备备的，即：对 H 中任意元素 x，Parseval 等等等式式式 ||x||
2

“
ÿ

λPΛ

|xx, eλy|
2 成立.

我们称满足上述条件之一的标准正交系为 Hilbert 空间 H 的一组标标标准准准正正正交交交基基基.

证明. 我们按照 (1) ùñ (2) ùñ (3) ùñ (4) ùñ (1) 的顺序来证明.

(1) ùñ (2)：由前面的 Remark，我们可以把 x “
ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ看成是极限点 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

xx, eλkyeλk，

于是知道成立.

(2) ùñ (3)：若 x K eλ，则对于 teλu 的任意有限线性组合 y，都有 xx, yy “ 0. 现在由

于正交系张成的子空间是稠密的，所以知道存在 txnu Ď Spanteλ : λ P Λu，使得 xn Ñ x，于

是我们由内积的连续性有

||x||
2

“ xx, xy “ lim
nÑ8

xx, xny “ 0

故 x “ 0.

(3) ùñ (4)：对 x P H，令 y “
ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ，于是对于任意的 λ P Λ，都有

xx ´ y, eλy “ xx, eλy ´ xy, eλy “ 0

即

x ´ y K eλ, @λ P Λ

于是 x “ y. 故

||x|| “ ||y|| “
ÿ

λPΛ

|xx, eλy|
2

(4) ùñ (1)：对 x P H，令 y “
ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ，显然有 x ´ y K y，于是

||x ´ y||
2

“ ||x||
2

´ ||y||
2

“ 0 ùñ x “ y “
ÿ

λPΛ

xx, eλyeλ

那一个自然想法就是是否每一个 Hilbert 空间上都存在标准正交基呢？

Theorem 12.10. 设 A 是 Hilbert 空间 H 上的标准正交系，则 A 可以扩张为 H 上的一组

标准正交基.

证明. 利用 Zorn 引理立刻得到.
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13 Hilbert 空间的投影定理

Theorem 13.1 (投影定理). M 是 Hilbert 空间 H 的闭线性子空间，那么对于任何 x P H，

存在唯一的 x0 P M，x1 K M，使得 x “ x0 ` x1. 这种分解称为正正正交交交分分分解解解，x0 为 x 在 M 上

的正正正交交交投投投影影影.

证明. 存在性：M 配上内积很显然也称为一个Hilbert空间，于是存在正交基，我们设 teλuλPΛ1

是M 的正交基，将其延拓为 H 上的正交基 teλuλPΛ2，其中 Λ1 Ď Λ2. 于是对于任意的 x P H，

有

x “
ÿ

λPΛ2

xx, eλyeλ “
ÿ

λPΛ1

xx, eλyeλ `
ÿ

λPΛ2´Λ1

xx, eλyeλ

很显然
ÿ

λPΛ1

xx, eλyeλ P M,
ÿ

λPΛ2´Λ1

xx, eλyeλ P MK

唯一性：假设存在另外一组分解 x “ y0 ` y1，其中 y0 P M, y1 K MK. 则很显然有

x0 ´ y0 “ y1 ´ x1

于是

||x0 ´ y0||
2

“ xx0 ´ y0, y1 ´ x1y “ 0

所以得到唯一性.

我们把闭子空间 M 在 H 中的正交补空间记为 MK2，于是可以写成

H “ M ‘ MK

对于一般的线性子空间 V，我们有

H “ V ‘ V K

实际上投影定理还能用度量的角度来解决并稍微加强一点：

Theorem 13.2. M 是 Hilbert 空间 H 的闭凸子集，则对任意 x P H，存在唯一的 x0 P M 使

得 ||x ´ x0|| “ dpx,Mq “ inf
yPM

||x ´ y||.

证明. 存在性：取 txnu Ď M 使得 ||x ´ xn|| Ñ dpx,Mq. 我们说明 txnu 收敛. 由平行四边形

法则：

||xn ´ xm||
2

` 4||x ´
xn ` xm

2
||
2

“ 2p||x ´ xn||
2

` ||x ´ xm||
2
q

2这和零化子的符号是一样的，但是这并不存在混淆，我们后面会说明这完全就是同一回事; 也有地方把 MK

写成 H a M .
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移项放缩可以得到

||xn ´ xm||
2

“ 2p||x´ xn||
2

` ||x´ xm||
2
q ´ 4||x´

xn ` xm
2

||
2

ď 2p||x´ xn||
2

` ||x´ xm||
2
q ´ 4d2

于是知道 txnu 是 Cauchy 列，故存在 x0 P M 使得 xn Ñ x0，故 ||x ´ x0|| “ dpx,Mq.

唯一性：假设还存在 x1 P M 使得 ||x ´ x1|| “ dpx,Mq，我们有

||x0 ´x1||
2

“ 2p||x´x0||
2

` ||x´x1||
2
q ´ 4||x´

x0 ` x1
2

||
2

ď 2p||x´x0||
2

` ||x´x1||
2
q ´ 4d2 “ 0

所以 x0 “ x1，唯一性得证.

当取M 为 H 的闭子空间时，仍然是凸的，所以仍然满足定理，我们来说明如果 x0 P M

满足 ||x ´ x0|| “ dpx,Mq，则 x0 就是到 M 上的投影. 取 z P M，则 x0 ` tz P M，我们有

d2 ď ||x ´ x0 ´ tz||
2

“ ||x ´ x0||
2

´ 2Rexx ´ x0, tzy ` |t|2||z||
2

即

0 ď ´2Reptxx ´ x0, zyq ` |t|2||z||
2

恒成立，所以只能 xx ´ x0, zy “ 0，即 x ´ x0 K M .

Theorem 13.3 (投影定理plus). M 是 Hilbert 空间 H 的一个闭线性子空间，则对于任意的

x P H，存在唯一的 x0 P M，使得 ||x ´ x0|| “ dpx,Mq，并且 x ´ x0 K M .

这说明在 Hilbert 空间中，投影就是最佳逼近点！利用两个版本的投影定理，可以立刻

得到：

Corollary 13.4 (逼近定理). tenu 是 Hilbert 空间 H 中的标准正交系，当且仅当 ai “ px, eiq

时，

||x ´

n
ÿ

k“1

akek||

取最小值.
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14 Hilbert 空间的对偶

Theorem 14.1 (F. Riesz). H 是 Hilbert 空间，f P H˚，则存在唯一的向量 y P H，使得

fpxq “ xx, yy, @x P H

并且 ||f || “ ||y||.

证明. 如果 f “ 0，取 y “ 0，下面设 f ‰ 0，此时 Ker f 是 H 的真线性闭子空间，由投影定

理知道存在 z0 P H 使得 z0 K Ker f，fpz0q “ 1. 于是对于任意的 x P H，有

fpx ´ fpxqz0q “ fpxq ´ fpxqfpz0q “ 0 ùñ x ´ fpxqz0 P Ker f

于是

xx ´ fpxqz0, z0y “ 0

于是

fpxq “
xx, z0y

xz0, z0y

取 y “
z0

||z0||2
立刻得到.

Riesz-表示定理告诉我们对于 Hilbert 空间 H，H – H˚，同构是通过

Φ: x ÞÑ x´, xy

得到的，于是我们可以将 H 与 H˚ 认同成同一个(注意 Φ 是共轭线性的).

于是如果给定 A P BpHq，则知道

pA´, yq

给出了一个连续线性泛函，于是知道存在 zy 使得

pA´, yq “ p´, zyq

我们定义

A˚y :“ zy

容易验证 A˚ 是一个线性算子，并且

||A˚y||
2

“ pA˚y, A˚yq “ pAA˚y, yq ď ||AA˚y|| ¨ ||y|| ď ||A|| ¨ ||A˚y|| ¨ ||y||
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故

||A˚y|| ď ||A|| ¨ ||y||

所以 A˚ 是有界线性算子，即 A˚
P BpHq. 称 A˚ 为 A 的伴随算子. 由对称性不难发现：

pA˚
q

˚
“ A

于是反过来有

||A|| ď ||A˚
||

所以

||A|| “ ||A˚
||

注意这里并不能与一般的共轭算子理论等同起来，因为对于一般的赋范空间，有

paT q
˚

“ aT ˚

但是在这里，伴随算子满足

paAq
˚

“ aA˚

伴随算子类似于共轭算子，容易知道满足：

Theorem 14.2. H,G 为 Hilbert 空间，T P BpH,Gq，那么

KerT “ pImT ˚
q

K, KerT ˚
“ pImT q

K

ImT “ pKerT ˚
q

K, ImT ˚ “ pKerT q
K

Definition 14.3. 设 H 是 Hilbert 空间，A 是 H 上的有界线性算子，如果 A˚
“ A，则称 A

是自自自伴伴伴随随随算算算子子子，简称自自自伴伴伴算算算子子子.

自伴随算子类似于对称矩阵或者 Hermite 矩阵，容易证明(此处略去)有很多很好的性质：

Proposition 14.4. A 是 Hilbert 空间 H 上的有界自伴随算子，则有

(1) 对任意 x P H，pAx, xq P R.

(2) ||A|| “ sup
||x||“1

|pAx, xq|.

(3) A 的特征值都是实数.

(4) A 的不同特征值对应的特征向量是正交的.
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15 预解集与谱集

在XX，XX，XX章节中，若没有特别说明，默认所涉及的赋范线性空间是复线性且完备

的.

Definition 15.1. 设 X 是赋范线性空间，λ P C，Y P BpX,Xq.

(1) 如果存在 X 中非零向量使得 Tx “ λx，则称 λ 是 T 的特特特征征征值值值，而称 x 为 T 相对于

特征值 λ 的特特特征征征向向向量量量.

(2) 记 Eλ “ tx : Tx “ λxu 为算子 T 对应特征值 λ 的特征向量全体再加入零向量，称为对

应特征值 λ 的特特特征征征向向向量量量空空空间间间，Eλ 是闭子空间.

(3) 称 Eλ 的维数 dimEλ 是特征值 λ 的重重重复复复度度度.

Remark 15.2. Eλ 是闭子空间：设 x 是 txnu Ă Eλ 的极限点，则有

pT ´ λIqx “ lim
nÑ8

pT ´ λIqxn “ 0

于是

Tx “ λx

所以是闭子空间.

我们可以定义算子的谱：

Definition 15.3. X 是复线性赋范空间，T P BpXq，λ P C.

(1) 如果 λI ´ T 是 X 上的可逆算子，则称 λ 是 T 的正正正则则则点点点，并称 Rλ “ pλI ´ T q
´1 是 T

的预预预解解解算算算子子子.

(2) 不是正则点的复数 λ 称为 T 的谱谱谱点点点.

(3) 复平面上正则点的全体称为 T 的预预预解解解集集集，记为 ρpT q.

(4) 谱点的全体称为 T 的谱谱谱，记为 σpT q.

容易发现 ρpT q Y σpT q “ C.

Lemma 15.4. T 是复赋范线性空间 X 上的有界线性算子.

(1) λ 是 T 的正则点的充分必要条件是

pλI ´ T qx “ y

对任何 y 都有解，并且存在正的常数 m 使得 ||x|| ď m||y||.
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(2) λ 不是 T 的特征值的充分必要条件是 λI ´ T 是 X 到 X 的单射.

证明. (1) 很容易知道双射，然后由 m 知道其逆是有界线性算子，故可逆.

(2) 显然.

Proposition 15.5. T 是 Banach 空间 X 上的有界线性算子，则

(1) 对于 a ‰ 0, b P C，有 ρpaT ` bq “ aρpT q ` b，σpaT ` bq “ aσpT q ` b.

(2) ρpT q “ ρpT ˚
q，σpT q “ σ.

(3) 若 X 还是 Hilbert 空间，则进一步有 ρpT q “ ρpT ˚q，σpT q “ σpT ˚q，注意这里上面横

线表示共轭而不是闭包.

(4) T 可逆，则 σpT´1
q “

"

λ P C :
1

λ
P σpT q

*

.

证明. (1) 我们发现 λI ´ paT ` bq 可逆当且仅当
λ ´ b

a
I ´ T 可逆，所以立刻得到.

(2) 利用推论 10.5 我们知道 λIX ´ T 可逆当且仅当 pλIX ´ T q
˚

“ λIX˚ ´ T ˚ 可逆，所以

我们得到结论.

(3) 注意到 pλI ´ T q
˚

“ λI ´ T ˚.

(4) T 可逆，所以 0 不是谱点，当 λ ‰ 0 时，

T´1
´ λI “ T´1

´ λT´1T

“ T´1
pI ´ λT q

“ T´1
p´λqpT ´

1

λ
Iq

“ p´λT´1
qpT ´

1

λ
Iq

所以可以得到 T´1
´ λI 可逆当且仅当 T ´

1

λ
I 可逆，于是得到结论.

对于无限维线性算子而言，其谱点并不仅局限于特征值，还有其他不同的情况.

Definition 15.6. X 是复 Banach空间，T P BpXq，λ P σpT q. 由逆算子定理我们知道 λI´T

不是单射或满射.

(1) λI ´ T 不是单射，当且仅当 λ 是特征值，特征值的全体称为算子的点点点谱谱谱，记为 σppT q.

(2) λI ´ T 是单射，不是满射，不过满足 RpλI ´ T q “ X，则称 λ 为 T 的连连连续续续谱谱谱点点点，即

像稠密，其全体记为 σcpT q.

(3) λI ´ T 是单射，不是满射，且像不稠密，即 RpλI ´ T q ‰ X，称 λ 为 T 的剩剩剩余余余谱谱谱点点点，

其全体记为 σrpT q.
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Remark 15.7. 注意当 λ P σrpT q 时，我们有

KerpλI ´ T q
˚

“ RpλI ´ T q
K

‰ t0u

所以其对偶算子不是单射.

Remark 15.8. 当 λ P σcpT q 为连续谱的时候，可以说明 λI ´ T 不是下有界的，这是因为我

们可以构造逆算子：

pλI ´ T q
´1 : RpλI ´ T q Ñ X

这很显然是一个线性算子，如果这是有界的线性算子，则可以保范延拓到整个 X 上，变成

算子 B，我们来说明 B 就是 λI ´ T 的逆，从而导致其是满射：首先任给 x P X，肯定有

BRT pxq “ 0，因为 B 限制在值域上就是逆，而反过来，任给 y P X，其中 yn P RpT q 有

yn Ñ y，于是

y “ lim yn “ limRTBpynq “ RTBpyq

所以是逆，这矛盾，也就是说其限制在值域上的逆算子是无界的. 反过来就是说明 RT 是无

下界的. 于是存在 ||xn|| “ 1，满足

limpλI ´ T qpxnq “ 0

也就是存在一列逼近于特征向量的近似特征向量，这也说明了连续谱虽然不是特征值，但是

近似特征值.

给定一个具体算子，往往很难确定出它的谱，哪怕在有限维空间里面也不是那么容易就

能把一个大矩阵的所有特征值都算出来，所以我们可以来处理一般性的方法缩小谱的范围.

Lemma 15.9. X 为 Banach 空间，T P BpXq，如果 ||T || ă 1，则 I ´ T 可逆，并且

pI ´ T q
´1

“

8
ÿ

n“0

T n

证明. 由定理 1.3，知道 BpXq 完备，结合
8
ÿ

n“0

||T ||
n

ă 8，我们知道级数
8
ÿ

n“0

T n 在 BpXq 中

收敛，记极限为 S，则容易验证

SpI ´ T q “ pI ´ T qS “ I

Corollary 15.10. X 为 Banach 空间，T P BpXq 可逆，若 S P BpXq，并且满足

||S ´ T || ď
1

2||T´1||
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则 S 也可逆，并且

||S´1
´ T´1

|| ď 2||T´1
|| ¨ ||T ´ S||

证明. 由题设知道

||I ´ T´1S|| “ ||T´1
pT ´ Sq|| ď ||T´1

|| ¨ ||T ´ S|| ď
1

2

从而 T´1S 可逆，于是 S “ TT´1S 可逆，并且

||S´1
|| ď ||T´1

|| ¨ ||pT´1Sq
´1

|| ď ||T´1
||

8
ÿ

n“0

||I ´ T´1S||
n

ď 2||T´1
||

所以

||S´1
´ T´1

|| “ ||S´1
pT ´ SqT´1

|| ď 2||T´1
||
2
||T ´ S||

由此可见 BpXq 的可逆元全体 BpXq
ˆ 是 BpXq 中的开集，并且映射 T ÞÑ T´1 在

BpXq
ˆ 上连续.

Theorem 15.11. X 为 Banach 空间，T P BpXq，则

(1) |λ| ą ||T || 时，λ P ρpT q.

(2) ρpT q 是开集.

(3) σpT q 是一个紧集.

证明. (1) 当 |λ| ą ||T || 时，有

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1，于是 λI ´ T 可逆，所以 λ P ρpT q.

(2) 我们定义 R : C Ñ BpXq，Rpλq “ λI ´ T，显然 R 为连续映射，于是

ρpT q “ R´1
pBpXq

ˆ
q

而 BpXq
ˆ 为 BpXq 中开集，于是 ρpT q 为 C 中开集.

(3) 有界闭集，从而紧.

Definition 15.12. 设 X 为 Banach 空间，T P BpXq，定义 T 的谱谱谱半半半径径径 rpT q “ sup
xPσpT q

|x|.

由前面的定理我们知道

rpT q ď ||T ||
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16 谱半径公式

Definition 16.1. 设 A 是复 Banach 空间，如果 A 还是一个 C-代数，并且满足

||TS|| ď ||T || ¨ ||S||, @T, S P A

则称 A 是一个 Banach 代代代数数数.

很显然，给定 Banach 空间 X，BpXq 就是一个 Banach 代数.

Theorem 16.2. A 是具有单位元的 Banach 代数，那么对于任意的 T P A，都有

lim
nÑ8

||T n||
1{n

“ inf
ně1

||T n||
1{n

证明. 令 a “ inf
ně1

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n
，那么 lim

nÑ8

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n

ě a. 由下确界的定义，对于任意的 ε ą 0，

存在 m ě 1，满足
∥∥∥Tm∥∥∥ 1

m
ă a ` ε. 对于任意的正整数 n，我们可以将它唯一地表示成

n “ knm ` ln, kn ě 0, 0 ď ln ă m，这时我们有

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n

ď

´
∥∥∥T knm∥∥∥∥∥∥T ln∥∥∥¯ 1

n

ď

ˆ∥∥∥Tm∥∥∥kn ∥ T∥ln
˙

1
n

ď∥ T∥
ln
n pa ` εq

knm
n

因此， lim
nÑ8

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n

ď a ` ε . 令 ε Ñ 0，我们就得到

a ď lim
nÑ8

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n

ď lim
nÑ8

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n

ď a

于是， lim
nÑ8

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n
存在，并且 lim

nÑ8

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n

“ inf
ně1

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n
.

Theorem 16.3. 设 A 是 Banach 代数，e 是幺元，T P A，令 a “ lim
nÑ8

||T n||
1{n. 则

(1) |λ| ą a 时，λ P ρpT q.

(2) |λ| ą a 时，有 pλe ´ T q
´1

“

8
ÿ

n“0

T n

λn`1
.

(3) 当 |λ| ą ||T || 时，有 ||pλe ´ T q
´1

|| ď
1

|λ| ´ ||T ||
.

证明. 由于 lim
nÑ8

»

–

∥∥∥T n∥∥∥
|λ|

n`1

fi

fl

1{n

“
a

|λ|
ă 1，由 Cauchy 判别法，

8
ÿ

n“0

∥∥∥T n∥∥∥
|λ|

n`1 收敛. 因此，
8
ÿ

n“0

T n

λn`1

依范数收敛，记之为 S. 容易验证 S peλ ´ T q “ peλ ´ T qS “ e，即 λ P ρ pT q. (3) 显然.
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于是我们就说明了谱半径

rpT q ď lim
nÑ8

||T n||
1{n

Theorem 16.4. 设 A 是 Banach 代数，T P A，若 f 是 A 上的连续线性泛函，那么 fppλe´

T q
´1

q 是 ρpT q 上的解析函数.

证明. 对于 λ, µ P ρpT q，我们有

pλe ´ T q
´1

´ pµe ´ T q
´1

“ pλe ´ T q
´1

ppµe ´ T q ´ pλe ´ T qqpµe ´ T q
´1

“ pµ ´ λqpλe ´ T q
´1

pµe ´ T q
´1

因此，对于 f P A˚，λ0 P ρpT q，有

lim
λÑλ0

fppλe ´ T q´1q ´ fppλ0e ´ T q´1q

λ ´ λ0
“ lim

λÑλ0

fppλ0 ´ λqpλe ´ T q´1pλ0 ´ T q´1q

λ ´ λ0
“ ´fprpλ0e ´ T q

´1
s
2
q

所以是解析的.

Definition 16.5. 设 Ω 是复平面中的开集，X 是复赋范线性空间，对于函数 φ : Ω Ñ X，如

果对于任意 f P X˚，f ˝ φ : Ω Ñ C 都是 Ω 上的解析函数，则称 φ 在 Ω 上是弱弱弱解解解析析析的.

于是前面的定理实际上在说

λ ÞÑ pλe ´ T q
´1

实际上是 ρpT q 上的弱解析函数. 弱解析函数具有很多解析函数的特征.

Corollary 16.6 (谱非空). A 是 Banach 代数，T P A，则 σpT q 非空.

证明. 如果 σpT q “ H，则 ρpT q “ C，则对于任意的 f P A˚，都有

λ ÞÑ fppλe ´ T q
´1

q

是一个整函数，并且当 |λ| ą ||T || 时，有

|fppλe ´ T q
´1

q ď
||f ||

|λ| ´ ||T ||

因此有界，从而由 Liouville 定理知道为常数，并且令 λ Ñ 8 知道这个常数就是 0，但这以

f 的任意性与 Hahn-Banach 定理知道 pλe ´ T q
´1

“ 0，矛盾. 所以谱非空.

Definition 16.7. 对于 Banach 空间 X 上的有界线性算子 T，若 lim
nÑ8

||T n||
1{n

“ 0，则称 T

是广广广义义义幂幂幂零零零算算算子子子.

于是我们立刻知道广义幂零算子的谱半径为 0，所以谱就是 t0u.
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Theorem 16.8 (Gel’fand 谱半径公式). 设 A 是 Banach 代数，T P A，那么

rpT q “ lim
nÑ8

||T n||
1{n

证明. 一方面，我们已经知道

rpT q ď lim
nÑ8

||T n||
1{n

另一方面，对任意 f P A˚，函数 λ Ñ f
`

pλe ´ T q
´1
˘

在区域 tλ P C : λ ą r pT qu 上是解

析的. 并且当 |λ| ą lim
nÑ8

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n
时

pλe ´ T q
´1

“

8
ÿ

n“0

T n

λn`1

从而在 |λ| ą lim
nÑ8

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n
时的 Laurent 展开为

f
`

pλe ´ T q
´1
˘

“

8
ÿ

n“0

f pT nq

λn`1

由 Laurent 展开的唯一性可知

f
`

pλe ´ T q
´1
˘

“

8
ÿ

n“0

f pT nq

λn`1

在 tλ P C : |λ| ą r pT qu 上也是成立的，特别地，等式右侧级数在此区域上收敛. 故对 ε ą 0 ,

8
ÿ

n“0

|f pT nq|

pr pT q ` εqn`1 ă 8

记 yn “
T n

pr pT q ` εqn`1，上式说明：sup
ně1

|f pynq| ă 8 对任意 f P A˚ 都成立. 由共鸣定理知道

存在常数M 使得
∥∥∥yn∥∥∥ ď M . 因此

∥∥∥T n∥∥∥ ď Mpr pT q ` εqn`1 ,从而可得 lim
nÑ8

∥∥∥T n∥∥∥ 1
n

ď r pT q`ε.

令 ε Ñ 0 就得到所要的结果.

Corollary 16.9 (Gel’fand-Mazur). 设 A 是 Banach 代数，如果 A 的每个非零元都是可逆的，

那么 A 等距同构于 C.

证明. 设 T P A，由于 σ pT q 非空，因此它至少包含一个点 λ pT q. 又因为每个非零元都是可

逆的，所以 T ´ λ pT q e “ 0，即 T “ λ pT q e. 因此， A “ Ce，显然它等距同构于 C.

最后，我们可以介绍谱映射定理. 设 T 是带单位元的 Banach 代数 A 中元素. 若 p 是一

个多项式，则有

σ pp pT qq “ p pσ pT qq
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并且这一结果对更多的解析函数也是成立的，通常称之为谱映射定理.

设 Ω 是包含 tz P C : |z| ď r pT qu 的区域，f 在 Ω 上解析，f pzq “

8
ÿ

n“0

anz
n 是 f 在点 0

处的 Taylor 展开. 那么可取某个严格大于 r pT q 的正数 R 使得
ÿ

anz
n 在 |z| ď R 时收敛，

因此 M “ sup
n

|an|Rn
ă `8. 由此可得

8
ÿ

n“0

∥∥∥anT n∥∥∥ ď M
8
ÿ

n“0

∥∥∥T n∥∥∥
Rn

“ M
8
ÿ

n“0

∥∥∥T n∥∥∥
rpT q

n

ˆ

r pT q

R

˙n

ă `8

从而算子 T 关于函数 f 的函数演算 f pT q “

8
ÿ

anT
n 是良定义的.

Theorem 16.10 (谱映射定理). 设 T 是带单位元的 Banach 代数 A 中元素，Ω 是包含 tz P

C : |z| ď rpT qu 的区域，f 在 Ω 上解析，那么

σpfpT qq “ fpσpT qq

证明. 先证 σ pf pT qq Ą f pσ pT qq. 对于 λ P f pσ pT qq，存在 z0 P σ pT q 使得 f pz0q “ λ. 由

复变函数知识，存在 Ω 上解析函数 g 使得 λ ´ f pzq “ pz ´ z0q g pzq. 比较点 0 处的展开系

数，可知 λ ´ f pT q “ pT ´ z0q g pT q. 再由 T ´ z0 不可逆得 λ ´ f pT q 也是不可逆的，也即

λ P σ pf pT qq .

再说明 σ pf pT qq Ă f pσ pT qq 即可. 设 λ R f pσ pT qq，等价于 λ ´ f pzq “ 0 在 σ pT q 上无

零点. 取某个严格大于 r pT q的正数 R，使得 A “ tz P C : |z| ď Ru Ă Ω. 注意到 λ´ f pzq “ 0

在 A 上只有有限个零点 tt1, t2, ¨ ¨ ¨ , tmu，故存在 A 的某个邻域上恒不取零值的解析函数 g 使

得

λ ´ f pzq “ pz ´ t1q pz ´ t2q ¨ ¨ ¨ pz ´ tmq g pzq , @z P A

又对每个 ti R σ pT q , ti ´ T 可逆 p@i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,mq，而 gpT q
´1

“

ˆ

1

g

˙

pT q，所以

λ ´ f pT q “ pT ´ t1q pT ´ t2q ¨ ¨ ¨ pT ´ tmq g pT q

也可逆. 也即 λ R σ pf pT qq .
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17 紧算子

Definition 17.1. 设 T 是线性空间 X 到线性空间 Y 的线性算子，如果 TX 是 Y 中有限维

子控件，就称 T 为有有有限限限秩秩秩算算算子子子.

Definition 17.2. 设 T 是赋范线性空间 X 映射到赋范线性空间 Y 的线性算子，如果 T 把

X 中任何有界集映为 Y 中的预列紧集，则称 T 是紧紧紧算算算子子子. 我们使用 K pX, Y q 表示 X 到

Y 的紧算子全体.

Theorem 17.3. 设 X, Y 是两个赋范线性空间，那么

(1) K pX, Y q 是 BpX, Y q 的线性子空间.

(2) T P K pX, Y q，如果 Z 是线性赋范空间，并且 S P BpY, Zq，S 1
P BpZ,Xq，那么

ST P K pX,Zq，TS 1
P K pZ, Y q.

(3) 如果 Y 是 Banach 空间，那么 K pX, Y q 是 Banach 空间 BpX, Y q 的闭子空间.

证明. (1)设 S, T P K pX, Y q，今证 S`T P K pX, Y q. 任取 X 中的有界集 A，对 pS ` T qA

中任何一个点列 tpS ` T qxnu pxn P Aq，由于 SA 是相对列紧集,所以点列 tSxnu 中有收敛的

子列 tSxnk
u. 又由于 TA 是相对列紧的，所以点列 tTxnk

u 中又有收敛子列
␣

Txn1
k

(

. 从而

tpS ` T qxnu 的子列
␣

pS ` T q
`

xn1
k

˘(

是收敛的. 所以 pS ` T qA 是相对列紧集，因而 S ` T

是紧的.

类似地可以证明，对任何数 α, αT 也是紧的. 这样便得到 K pX, Y q 是 B pX, Y q 的线性

子空间.

(2) 设 A 是 X 的一个有界集，TA 便是 Y 的相对列紧集. 由于 S 是从 Y 到 Z 的有界算

子，是连续的，它把相对列紧集 TA 映射成相对列紧集 STA，所以 ST 是紧的. 同样，如果

B 是 Z 中有界集，所以 S 1B 是 X 中的有界集，因而 T pS 1Bq 是 Y 中相对列紧集，即 TS 1

是紧的.

(3) 当 Y 是 Banach 空间时，B pX, Y q 是 Banach 空间. 要证明 K pX, Y q 是闭子空间，

就是要证明: 当 Tn P K pX, Y q , n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , T P B pX, Y q，而且
∥∥∥Tn ´ T

∥∥∥ Ñ 0 pn Ñ 8q时，

有 T P K pX, Y q .

设 A 是 X 的有界集，令 L “ supt∥ x ∥: x P Au. 由
∥∥∥Tn ´ T

∥∥∥ Ñ 0 pn Ñ 8q，对任何

ε ą 0，存在 N，当 n ě N 时， ∥∥∥Tn ´ T
∥∥∥ ă

ε

3L

由于 TNA 是相对列紧的，所以在 TNA 中存在有限个点 y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yk，它们构成集 TNA

的一个
ε

3
-网. 因为 yi P TNA，所以有 xi P A，使得 yi “ TNxi pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , kq. 今证

Tx1, Tx2, ¨ ¨ ¨ , Txk 是 TA 的 ε-网.
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事实上，对任何 y P TA，有 x P A，使得 y “ Tx . 因为 TNx P TNA，所以有

i p1 ď i ď kq，使得
∥∥∥TNx ´ yi

∥∥∥ ă
ε

3
，于是

∥∥∥y ´ Txi

∥∥∥ ď

∥∥∥Tx ´ TNx
∥∥∥ `

∥∥∥TNx ´ TNxi

∥∥∥ `

∥∥∥TNxi ´ Txi

∥∥∥
ă L

∥∥∥T ´ TN

∥∥∥ `
ε

3
` L

∥∥∥TN ´ T
∥∥∥ ă ε

即 TA 是完全有界集，它是相对列紧集. 因而 T P K pX, Y q.

Remark 17.4. 定理的内容表明 Banach 空间 X 上的紧算子全体 K pXq 是 BpXq 的一个闭

理想.

Lemma 17.5. X, Y 是赋范线性空间，T P K pX, Y q，则 TX 是 Y 中的可分子集.

证明. 显然有

TX “

8
ď

n“1

TBXp0, nq

由于 T 是紧算子，于是 TBXp0, nq 是相对列紧，从而由紧度量空间可分知道 TBXp0, nq 可

分，所以 TX 可分.

Theorem 17.6. X, Y 是赋范线性空间，T P BpX, Y q，若 T 是紧算子，那么 T ˚ 也是紧算

子. 如果 Y 还是 Banach 空间，则逆命题也正确.

证明. 必要性. 设 tφnu 为 Y ˚ 中一有界点列，
∥∥∥φn∥∥∥ ď M . 今证存在 tφnu 的子序列tφnk

u，使

得 tT ˚φnk
u 在 X˚ 中按范数收敛.

(a) 设 Y0 是 TX 在 Y 中的闭包，那么 Y0 是 Y 中可分的、闭线性子空间. 这时如果将

T 看作从 X 到 Y0 中的线性有界算子 T0，即 T0x “ Tx p@x P Xq，则 T0 是从 X 到 Y0 的紧

算子. 如果将任意的 φ P Y ˚ 限制在 Y0 上，看作 Y0 上的有界线性泛函，则 T ˚
0 φ “ T ˚φ. 反过

来，对于 φ P Y ˚
0 ，利用 Hahn-Banach 延拓定理，可以保范延拓成 Y 上的有界线性泛函 φ，

这时同样有 T ˚
0 φ “ T ˚φ. 我们要证明对于 Y ˚ 中的任何有界点列 tφnu 都存在子列 tφnk

u，使

得 tT ˚φnk
u 在 X˚ 中收敛，只要将 tφnu 看作 Y0 上的有界点列，证明存在子列 tφnk

u 使得

T ˚
0 φnk

“ T ˚φnk
在 X˚ 中收敛. 所以不妨设 Y 是一个可分的空间.

(b) 设 Y 是可分的赋范线性空间，tφnu 是 Y ˚ 中的有界点列，由 Banach-Alaoglu 定理，

存在子列 tφnk
u 弱 ˚ 收敛. 即对任何 y P Y，

lim
kÑ8

φnk
pyq “ φ pyq

我们利用 Arzelà-Ascoli 定理来证明. 设 S 是 X 的单位球面，则 TS是 Y 中的相对列紧

集，于是 K “ TS 是 Y 中的紧集. 将 tφnu 看作紧集 K 上的函数列，则它们是一致有界和等

度连续的，由 Arzelà-Ascoli 定理，tφnu 是 C pKq 中的相对列紧集，则存在子列 tφnk
u 在 K

中一致收敛. 于是 tT ˚φnk
u 是 X˚ 中的基本点列，是收敛的.
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充分性. 因为 T ˚
P K pY ˚, X˚

q，由必要性得到 T ˚˚
P K pX˚˚, Y ˚˚

q. 设 B 是 X 的单位

球，将 B 看作 X˚˚ 包含在 X˚˚ 的单位球中的子集，它是有界集，所以 T ˚˚B 是 Y ˚˚ 中的相

对列紧集. 由共轭算子性质定理得，TB “ T ˚˚B 是 Y ˚˚ 中的完全有界集. 这也说明, TB 在 Y

中是完全有界集，而 Y 是 Banach 空间，它也是 Y 中的相对列紧集.
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18 拓扑线性空间

Definition 18.1. 设 X 是域 K 上的一个线性空间，τ 是 X 上一个拓扑，满足 X 中单点集

是闭的，并且线性运算是连续的，则称 pX, τq 为一个拓拓拓扑扑扑线线线性性性空空空间间间.

对于任意 a P X，λ P Kpλ ‰ 0q，我们称

Tapxq “ a ` x, Mλpxq “ λx

分别为平移算子和数乘算子. 由定义我们知道平移算子和数乘算子都是 X 的自同胚映射. 从

而由平移映射我们知道 X 的拓扑完全由某一点附近的邻域基决定，所以今后凡是提到拓扑

线性空间的局部基的时候都是取 0 点附近的局部基 B，于是 X 中的每一个开集都是 B 中元
素的平移.

拓扑线性空间很显然是一个拓扑加法 Abel 群，所以拓扑群的性质自然也满足：

Theorem 18.2. 设 W 是 0 的任一邻域，则存在 0 的对称邻域 U(对称即 U “ ´U)使得

U ` U Ă W .

证明. 由加法的连续性，我们知道 0 ` 0 “ 0，所以存在 0 的邻域 V1, V2 使得

V1 ` V2 Ď W

令

U “ V1 X V2 X p´V1q X p´V2q

得证.

很显然这个操作可以一直进行下去，所以我们有推论：

Corollary 18.3. 对于 0 的邻域 W，存在对称邻域 U 满足：

U ` ¨ ¨ ¨ ` U
loooooomoooooon

n times

Ď W

Theorem 18.4. 设 K,C 是拓扑线性空间 X 的子集，其中 K 是紧集，C 是闭集，并且

K X C “ H，则存在 0 的邻域 V 使得

pK ` V q X pC ` V q “ H

证明. K 为空集是显然的，现在假设 K 不是空集，任取 x P K，则 x R C，于是有

x P XzC
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从而存在 0 的邻域 W 使得

x ` W Ă XzC

等价于

W Ă XzC ´ x “ XzpC ´ xq

则存在 0 的对称邻域 Vx 使得

Vx ` Vx ` Vx ` Vx Ă W Ď T´1
x pXzCq

即

TxpVx ` Vx ` Vx ` Vxq Ă XzC

即

px ` Vx ` Vx ` Vx ` Vxq X C “ H

即

px ` Vx ` Vx ` Vxq X pC ´ Vxq “ px ` Vx ` Vx ` Vxq X pC ` Vxq “ H

因此由 Vx 的对称性得到 px ` Vx ` Vxq Ă px ` Vx ` Vx ` Vxq，所以

px ` Vx ` Vxq X pC ` Vxq “ H

另一方面，K 是紧的，从而存在有限个点 x1, ¨ ¨ ¨ , xn P K，使得

K Ă px1 ` Vx1q Y ¨ ¨ ¨ Y pxn ` Vxnq

令

V “ Vx1 X ¨ ¨ ¨ X Vxn

我们有

K ` V Ă

n
ď

i“1

pxi ` Vxi ` V q Ă

n
ď

i“1

pxi ` Vxi ` Vxiq

从而我们容易得到

pK ` V q X pC ` V q “ H

由于 K ` V “
ď

px` V q，所以 K ` V 是开集，同理 C ` V 也是开集(事实上任何集合

加上一个开厚度 V 之后都是开集)，于是有以下推论：

Corollary 18.5 (紧集与闭集的分离性). K 是紧集，C 是闭集，K XC “ H，则存在不相交

的开集分离 K,C.
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特别地，如果取 K,C 都是单点集，就得到

Theorem 18.6. 拓扑线性空间是 Hausdorff 空间.

并且由于 C ` V 是开集，于是我们实际上有

K ` V X pC ` V q “ H

于是得到下面的定理：

Theorem 18.7. B 是拓扑线性空间 X 的局部基，则 B 中的任意元素包含某一个元素的闭
包.

证明. 设 U P B，则 U c 是闭集且不包含 0，取 K “ t0u，存在 V P B 使得

t0u ` V X pU c
` V q “ H

从而

U c
X V “ H ùñ V Ă U

Definition 18.8. X 是拓扑线性空间，B 是 X 的一个子集，如果对任意的 α P K，当 |α| ď 1

时，都有

αB Ă B

称 B 是平平平衡衡衡的.

Theorem 18.9. X 是拓扑线性空间，则

(1) 每一个 0 点的邻域包含 0 的一个平衡邻域.

(2) 每一个 0 点的凸邻域包含 0 的一个平衡凸邻域.

证明. (1) 设 U 是 0 的任意邻域，由乘法连续性的定义，存在 δ ą 0 和 X 中 0 的邻域 W，

使得当 |λ| ă δ 且 x P W 时，有

λx P U

现在，我们需要构造一个满足条件的平衡邻域 V。令

V “
ď

|α|ăδ

αW

容易验证 V 即为包含在 U 中的平衡邻域.

(2)设 U 是 0的一个凸邻域，根据结论 (1)，存在 0的一个平衡邻域 W 使得 W Ď U . 注

意此时 W 未必是凸的，令 V “ copW q 为 W 的凸包. 只需要验证 V 是平衡的，我们需要证
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明平衡集的凸包依然是平衡的. 任取 y P V，由凸包定义，y 可以表示为 W 中元素的有限凸

组合：

y “

n
ÿ

i“1

tiwi, 其中 wi P W, ti ě 0,
n
ÿ

i“1

ti “ 1

任取标量 λ 满足 |λ| ď 1，则

λy “ λ
n
ÿ

i“1

tiwi “

n
ÿ

i“1

tipλwiq

由于 W 是平衡的，且 |λ| ď 1，所以对每个 i 都有 λwi P W，令 w1
i “ λwi，则 λy “

ÿ

tiw
1
i，

这说明 λy 也是 W 中元素的凸组合，因此 λy P copW q “ V .

因此，V 是包含在 U 中的平衡凸邻域.

Definition 18.10. 设 B 是拓扑线性空间 X 的局部基，如果 B 中每一个元素都是平衡的，
则称 B 是平平平衡衡衡局局局部部部基基基；如果 B 中每一个元素都是凸的，则称 B 是凸凸凸局局局部部部基基基. 如果拓扑线性

空间 X 有一个凸局部基，则称 X 是局局局部部部凸凸凸的.

Corollary 18.11. 每一个拓扑线性空间都有一个平衡的局部基，每一个局部凸空间都有一个

平衡的凸局部基.

Definition 18.12. 设 E 是拓扑线性空间 X 的子集，如果对 0 的每一个邻域 V，存在 s ą 0

使得当 t ą s 时，有 E Ă tV，则称 E 是有有有界界界集集集.

容易看出来当 X 是赋范线性空间的时候，有界集的概念与原本的概念一致.

Theorem 18.13. E 是拓扑线性空间 X 的子集，则 E 有界当且仅当对任意的 txnu Ă E，

tαnu Ă K，αn Ñ 0，有 αnxn Ñ 0.

证明. 若 E 有界，设 V 是 0 的任意一个平衡邻域，则存在 t ą 0 使得

E Ă tV

于是存在 N，使得 n ą N 时有

αnt ă 1

从而

αnxn P αnE Ă αntV Ă V

所以收敛，反之如果 E 无界，则存在 0 的邻域 V 以及 rn Ñ 8，对于每一个 n，都存在

xn P EzrnV，取 αn “
1

rn
就得到矛盾.

Theorem 18.14. 设 X 是拓扑线性空间，V 是 0 的任意一邻域，则

(1) 如果 rn 是一个严格递增到正无穷的正实数列，则有 X “

8
ď

n“1

rnV .
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(2) X 中的紧子集有界.

(3) 如果 δn 是一个严格递减到 0 的正实数列，V 有界，则 tδnV u 是 X 的一个局部基.

证明. (1) 有
1

rn
Ñ 0，对于每一个固定的 x P X，由于 α ÞÑ αx 是 K 到 X 的连续映射，于

是 V 的原像是开集，并且很显然包含 0，所以 V 的原像是包含 0 的一个开集，所以对充分

大的 n 有
1

rn
落在原像中，从而

1

rn
x P V

即

x P rnV

(2) 取 V 的一个平衡邻域 W，然后利用有限覆盖就得到.

(3) 利用有界性立刻得到.

若 pX, τq可度量化，则每个点存在可数局部基，对于拓扑线性空间而言，我们可以证明，

若每个点存在可数局部基，则可以度量化.

Theorem 18.15. 设 pX, τq 是拓扑线性空间且具有可数局部基，则在 X 上存在度量 d，使

得：

(1) d 与 τ 相容.

(2) 任意中心在 0 点的开球是平衡的.

(3) d 是平移不变的，即对任意 x, y, z P X，都有 dpx, yq “ dpx ` z, y ` zq.

此外，如果 X 是局部凸的，则可以额外满足：

(4) 所有开球都是凸的.

Definition 18.16. 设 pX, τq 是拓扑线性空间，如果 τ 是由一个完备的平移不变度量产生的，

称 pX, τq 为 F 空空空间间间.

Theorem 18.17. 设 Y 是拓扑线性空间 X 的子空间，且 Y 在 X 的子空间拓扑下是一个 F

空间，则 Y 是 X 的闭子空间.

Theorem 18.18. X, Y 是拓扑线性空间，T : X Ñ Y 是线性算子，则对下面的命题：

(1) T 在 0 点连续.

(2) T 连续.

(3) T 有界.

(4) 若 xn Ñ 0，则 tTxnu 有界.
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(5) 若 xn Ñ 0，则 Txn Ñ 0.

有蕴含关系：

p1q ðñ p2q ùñ p3q ùñ p4q

如果 X 可度量化，则额外有

p4q ùñ p5q ùñ p1q

即全部等价.

Theorem 18.19. f 是拓扑线性空间 X 上的非零线性泛函，TFAE:

(1) f 连续.

(2) Ker f 是闭集.

(3) Ker f ‰ X.

(4) f 在 0 的某个邻域内有界.
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19 Banach代数

20 拾遗

Theorem 20.1 (Mazur-Ulam).
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21 常见赋范空间

Example 21.1. 有限维欧式空间赋予欧式范数. 容易验证是完备的，从而还是 Banach 空间.

Example 21.2. 连续函数空间 Cra, bs，其上的范数定义为

||x|| “ sup
tPra,bs

|xptq|

它是完备的，并且可分，所以是一个可分的 Banach 空间.

可分是因为 Weierstrass 逼近定理，有理系数多项式就是可数稠密集，完备是一致的逐

点收敛.

Example 21.3. 连续函数空间 Cra, bs 还可以定义范数：

||x||1 “

ż b

a

|xptq|dt

这个空间不完备，所以不是 Banach 空间. 比如取 r0, 1s 上 xn 的极限就不是一个连续函数.

Example 21.4. 有界数列空间 l8，对于 x “ tξku，我们定义

||x|| “ sup
kPN

|ξk|

这是一个不可分的 Banach 空间. 完备是显然的，每一个分量都是收敛的. 不可分是因为我们

可以考虑 l8 的子集

S “ tpxnq | xn P t0, 1uu

这很显然是一个拥有连续统势的子集，并且任何两个量之间的距离为 1，于是存在一个不可

数的一致分离集，所以不可分.

Example 21.5. 有界变差函数空间 V ra, bs，我们令

||x|| “ |xpaq| ` V b
a pxq

这是一个 Banach 空间.

Example 21.6. LppEq 空间，当 p ě 1 时，存在 Minkowski 不等式，其上的范数定义为

||f ||Lp “

ˆ
ż

E

|fpxq|
pdx

˙
1
p

这是一个 Banach空间，利用 Fatou引理即证明. 并且有理系数多项式全体构成了 Lpra, bspp ě

1q 的可数稠密子集，从而 Lpra, bs 是可分的.
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此外当 E 是有限测度集的时候，对于 1 ď p1 ď p2 ď 8，有

L8
pEq Ă Lp2pEq Ă Lp1pEq Ă LpEq

Example 21.7. 我们研究 L8
pEq 空间，我们用 L8

pEq 表示 E 上的本本本质质质有有有界界界函数，定义为

||x|| “ inf
E0ĂE,mpE0q“0

sup
xPEzE0

|xptq| ă 0

其本性界也记为

||x|| “ ess sup |xptq|

这是一个不可分的 Banach 空间. 如在 L8
r0, 1s 上，我们取

ftpxq “ χr0,tspxq

容易验证对于任意不同的 t1, t2，都有

||ft1 ´ ft2 || “ 1

从而存在不可数一致分离集.

Example 21.8. 考虑 Lp 的离散形式 lp，其中 p ě 1，定义为满足

8
ÿ

k“1

|ξk|
p

ď 8

的数列 x “ tξku 全体，其范数定义为

||x|| “

˜

8
ÿ

k“1

|ξk|
p

¸
1
p

这是一个可分的 Banach 空间，用有理数截断数列逼近即可.

Example 21.9. 考虑收敛数列的全体 c，其上范数定义为

||x|| “ sup
n

|ξn|, @x “ tξnu

这是一个 Banach 空间，实际上 c 是 l8 的闭子空间，从而是 Banach 空间. 同理令 c0 为全

体收敛到 0 的数列，这是 c 的闭子空间，从而是 Banach 空间.

Example 21.10. 以下是一些伴随空间：

(1) 连续函数空间的伴随：pCra, bsq˚
“ V0ra, bs.
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(2) 对于 1 ď p ă 8，q 满足
1

p
`

1

q
“ 1，则 Lpra, bs 空间的伴随：pLpra, bsq˚

“ Lqra, bs .

(3) 对于 1 ď p ă 8，q 满足
1

p
`

1

q
“ 1，则 plpq˚

“ lq.

(4) 收敛数列空间的伴随 c˚
“ l1.
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22 常见 Hilbert 空间

23 题目选解
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索引

Banach 代数, 47

Banach 空间, 3

F 空间, 58

Fourier 系数, 36

Fourier 系数集, 36

Fourier 级数, 37

Hermite 夹角, 34

Hilbert 空间, 34

Minkowski 泛函, 10

Parseval 等式, 38

一致收敛, 4

严格分离集合 M 与 N , 12

伴随算子, 42

典范/典则映射, 21

内积, 33

内积空间, 33

凸包, 9

凸局部基, 57

凸集, 9

分离集合 M 与 N , 12

剩余谱点, 44

单射, 24

可逆算子, 24

吸收, 10

商空间, 4

图像, 27

均衡, 10

完全, 38

完备, 38

对偶/共轭算子, 19

局部凸, 57

平移算子, 54

平行四边形公式, 34

平衡, 56

平衡局部基, 57

广义幂零算子, 48

弱于, 26

弱解析, 48

强于, 26

强收敛, 4

拓扑线性空间, 54

数乘算子, 54

有界集, 57

有限秩算子, 51

本质有界, 62

极化恒等式, 34

标准正交基, 38

标准正交系, 36

正交, 34

正交分解, 39

正交投影, 39

正交系, 36

正交补空间, 39

正则点, 43

满射, 24

点谱, 44

特征值, 43

特征向量, 43

特征向量空间, 43

等价, 26

紧算子, 51

自伴算子, 42

自伴随算子, 42

自反, 21

谱, 43

谱半径, 46

谱点, 43
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连续谱点, 44

重复度, 43

闭算子, 27

零化子, 7

预解算子, 43

预解集, 43

预零化子, 7
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