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Chapter 1: 环与模基础

1.1 素理想，根理想与Zariski拓扑

定义 1.1.1: 素理想与极大理想

一个理想 p ⊂ A 是素理想，如果对于任意的 xy ∈ p，有 x ∈ p 或者 y ∈ p.

一个理想 m ⊂ A 是极大理想，如果 m 是真理想，并且对于任意理想 q ⊃ m，都有 m = a.

Remark 1.1.1

• p 是素理想当且仅当 A/p 是整环.

• m 是极大理想当且仅当 A/m 是域.

• 极大理想都是素理想.

• (0) 是素理想当且仅当 A 是整环.

引理 1.1.1

任何环 A 都存在极大理想.

证明: 对偏序集 (Σ,⊂) 使用 Zorn 引理即可，其中 Σ := {ideal ⊊ A}.

推论 1.1.1

a ⊊ A 为理想，存在极大理想 m 使得 a ⊂ m. 特别地，任意非单位都包含在某个极大理想中.

引理 1.1.2

f : A→ B 为环同态，q ⊂ B 为素理想，则 f−1(q) 为 A 的素理想.

证明: 考虑同态的复合

A→ B → B/q

诱导了单射

A/f−1(q) ↪→ B/q

从而 A/f−1(q) 是整环，即 f−1(q) 是素理想.

1



CHAPTER 1. 环与模基础 2

Remark 1.1.2

极大理想的原像不一定是极大理想.

定义 1.1.2: 素谱

A 是一个环，定义 Spec(A) 是 A 的所有素理想构成的集合.

Remark 1.1.3

A ̸= 0 当且仅当 Spec(A) ̸= ∅.

已知 f : A→ B 是环同态，诱导了一个素谱上的映射

f∗ : Spec(B)→ Spec(A), q 7→ f−1(q)

下面我们的目标是找到一个 Spec(A) 上合适的拓扑使得 f∗ 是连续的.

定义 1.1.3

A 是一个环，A 的幂零元根为 N := {a ∈ A : ∃n ∈ N, an = 0}. 若 N = 0，称 A 是 reduced.

若 a 是 A 的理想，称 r(a) = {x ∈ A : ∃n ∈ N, xn ∈ a} 为 a 的根理想.

Remark 1.1.4

• r(0) = Nilrad(A).

• f : A→ A/I，则 r(I) = f−1(Nilrad(A/I)).

• 令 Ared = A/Nilrad(A)，则 Nilrad(Ared) = 0.

命题 1.1.1

I 为 A 的理想，则

(1) I ⊂ r(I).

(2) r(I) = A 当且仅当 I = A.

(3) p ∈ Spec(A)，则 r(pn) = r(p) = p.

(4) Nilrad(A) =
⋂

p∈Spec(A)

p.

(5) r(I) =
⋂

p∈Spec(A),I⊂p

p.

证明: 只需要证明 (4)：设 N′ 为 A 中所有素理想的交，若 f ∈ A，f 幂零，我们容易知道 f ∈ N′.

反过来，如果 f 不是幂零元，我们令

Σ := {a : ∀n > 0, fn /∈ a(ideal)}

由于 (0) ∈ Σ，我们知道不是空集，对于任意包含关系下的全序子集 {bt}t∈T，我们令 aT =
⋃
t∈T

bT，有 aT 为
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上界，由 Zorn 引理知道存在极大元 p，假设 x, y /∈ p，则

p+ (x), p+ (y) /∈ Σ

存在 m,n 使得 fm ∈ p+(x)，fn ∈ p+(y)，从而存在 fm+n ∈ p+(xy)，从而 xy /∈ p，也即 p 是素理想，也

就是说 f /∈ N′.

综上我们知道 Nilrad(A) = N.

(5) 考虑 Nilrad(A/I) =
⋂

q∈Spec(A/I)

q 即可.

Remark 1.1.5

• r(IJ) = r(I ∩ J) = r(I) ∩ r(J).

• r(I + J) = r(r(I) + r(J)).

定义 1.1.4

对于 M ⊂ A，定义
V (M) := {p ∈ Spec(A) : M ⊂ p} ⊂ Spec(A)

我们有

命题 1.1.2

对于环 A 与 X = Spec(A)，有

1. M ⊂ A，I = (M)，则 V (M) = V (I) = V (r(I)).

2. V (0) = X，V (1) = ∅.

3. Ei 为一族子集，则

V

(⋃
i∈I

Ei

)
=
⋂
i∈I

V (Ei)

4. 对任意两个理想 a, b，有 V (a ∩ b) = V (ab) = V (a) ∪ V (b).

这些结果指出 V (E) 中这些集合适合拓扑空间中的闭集公理，所以称为一个 X 上的拓扑，我们称之

为Zariski拓拓拓扑扑扑，我们称拓扑空间 X 为环 A 的素素素谱谱谱，并且记为 Spec(A).

证明:

1. 如果 a 是 E 生成的理想，则我们显然知道如果素理想 p 包含 E，自然有 a ⊂ p，所以显然有 V (E) = V (a).

对于包含 a 的素理想 p，如果 x ∈ r(a)，意味着 xn ∈ a ⊂ p，从而由素理想的性质我们知道 x ∈ p，所以
p 包含 r(a)，所以 V (a) ⊂ V (r(a)). 反过来，如果 p ∈ V (r(a))，则 a ⊂ r(a) ⊂ p，所以 p ∈ V (a)，所以

V (a) = V (r(a)).

2. 由于每一个素理想都包含 0 理想，所以自然有 V (0) = X，而 p ∈ V (1)，自然有 p = (1)，这与 p 是素理想

矛盾，所以 V (1) = ∅.

3. 设 (Ei)i∈I 是 A 的任意一组子集，设 p ∈
⋃
i∈I

Ei，自然有 p ∈ V (Ei),∀i ∈ I，所以 p ∈
⋂
i∈I

V (Ei).
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反过来，对于 p ∈
⋂
i∈I

V (Ei)，有 Ei ⊂ p，从而有
⋃
i∈I

Ei ⊂ p，所以 p ∈ V (
⋃
i∈I

Ei).

综上我们知道

V

(⋃
i∈I

Ei

)
=
⋂
i∈I

V (Ei)

4. 对于 A 中任意两个理想 a,b，我们先证明一个关于素理想的引理：

Lemma about prime ideal: 设 R 是含幺交换环，P 是 R 的真理想，则下面三个条件等价:

(1) 对于 AB ⊆ P，则 A ⊆ P 或 B ⊆ P .

(2) 对于 ab ∈ P，则 a ∈ P 或者 b ∈ P .

(3) R/P 为整环.

Proof: (1) ⇒ (2) 若 ab ∈ P，则 (ab) ⊆ P，则 (a)(b) ⊆ (ab) ⊆ P，从而 (a) ⊆ P 或 (b) ⊆ P，从

而 a ∈ P 或 b ∈ P .

(2) ⇒ (3) 显然.

(3) ⇒ (1) 反证，如果 AB ⊆ P，A ⊊ P 且 B ⊊ P，则存在 a ∈ A，a /∈ P，b ∈ B，b /∈ P，但是
ab ∈ P，这代表 ab = ab = 0. 与整环矛盾.

回到原题，我们有 ab ⊂ p 可以退出 a ⊂ p 或者 b ⊂ p，这代表着 V (ab) ⊂ V (a) ∪ V (b)，又因为对于

p ∈ V (a) ∪ V (b)，显然有 a ∩ b ⊂ P，即 P ∈ V (a ∩ b)，所以 V (a) ∪ V (b) ⊂ V (a ∩ b).

最后，对于任意的 p ∈ V (a ∩ b)，我们有 ab ⊂ a，ab ⊂ b，从而 ab ⊂ a ∩ b，即 p ∈ V (ab)，所以我们有

V (ab) ⊂ V (a) ∪ V (b) ⊂ V (a ∩ b) ⊂ V (ab)

所以有

V (a ∩ b) = V (ab) = V (a) ∪ V (b)

Remark 1.1.6

• I, J 是理想，则 V (I) ⊃ V (J) 当且仅当 I ⊂ r(J) 当且仅当 r(I) ⊂ r(J).

• V (I) = V (J) 当且仅当 r(I) = r(J).

• p ∈ Spec(A)，V (p) = {p}；p 是极大理想当且仅当 {p} = {p}.
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命题 1.1.3

对于每个元素 f ∈ A，用 Xf 表示 X = Spec(A) 中 V (f) 的补集，从而 Xf 是开集，则它们构成 Zariski

拓扑的一组基，并且满足

1. Xf ∩Xg = Xfg.

2. Xf = ∅ 当且仅当 f 幂零.

3. Xf = X 当且仅当 f 可逆.

4. Xf = Xg 当且仅当 r(f) = r(g).

5. X 是拟紧的(每个开覆盖都有有限子覆盖).

6. Xf 是拟紧的.

7. X 中的一个开子集是拟紧的，当且仅当它是有限个形如 Xf 的集合的并. 集合 Xf 叫做空间 X 的主主主

开开开集集集.

证明: 对于每一个 f ∈ A，我们用 Xf = Spec(A)\V (f) 即 X = Spec(A) 中 V (f) 的补集. 从而 Xf 是开的，我

们下面证明所有 Xf 成为 X 的一组拓扑基.

由于我们知道

V

(⋃
i∈I

Ei

)
=
⋂
i∈I

V (Ei)

所以特别地我们有

V (E) =
⋂
f∈E

V (f)

所以任意开集 U 满足

U = V (E)c =

(⋂
f∈E

V (f)

)c
=
⋃
f∈E

V (f)c =
⋃
f∈E

Xf

所以成为一组拓扑基.

我们下面证明一系列性质

1. Xf ∩Xg = Xfg: 我们只需要知道

Xf ∩Xg = V (f)c ∩ V (g)c = (V (f) ∪ V (g))c = V ((f)(g))c = V (fg)c = Xfg

2. Xf = ∅ ⇔ f 是幂零元：只需要注意到幂零元根是所有素理想的交即可.

3. Xf = X ⇔ f 是可逆元：只需要注意到没有素理想包含 f，当且仅当 f 是可逆元，否则如果 f 不可逆，(f)

是 A 的真理想，存在一个极大理想包含 (f)，从而存在素理想包含 f，矛盾.

4. Xf = Xg ⇔ r((f)) = r((g))：由于 15(i)，我们知道 V (f) = V ((f)) = V (r(f))，从而我们知道如果 V (f) =

V (g)，则 V (r((f))) = V (r((g)))，注意到r((f)) 为所有包含 f 的素理想的交，所以如果 V (f) = V (g)，则

包含 f 的素理想与包含 g 的素理想相同，即 r((f)) = r((g)).

反过来，如果 r((f)) = r((g))，则 V (r((f))) = V (r((g)))，则 V (f) = V (g)，从而 Xf = Xg 等价于

r((f)) = r((g)).
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5. X 拟拟拟紧紧紧(quasi-compact)(即 X 的每一个开覆盖都存在一个有限子覆盖)：对于 X 的任意一个开覆盖

X =
⋃
λ∈Λ

Uλ =
⋃
λ∈Λ

V (Eλ)
c =

(⋂
λ∈Λ

V (Eλ)

)c

从而有
⋂
λ∈Λ

V (Eλ) = ∅. 进一步有

V

(⋃
λ∈Λ

Eλ

)
=
⋂
λ∈Λ

V (Eλ) = ∅

所以 (Eλ)λ∈Λ = (1).

所以存在有限个元素
n∑
i=1

ei = 1, ei ∈ Ei

所以有 (E1, E2, · · · , En) = (1)，所以

V

(
n⋃
i=1

Ei

)
= ∅

所以有

X = V

(
n⋃
i=1

Ei

)c
=

(
n⋂
i=1

V (Ei)

)c
=

n⋃
i=1

V (Ei)
c =

n⋃
i=1

Ui

所以存在有限子覆盖，即 X 是拟紧的.

6. Xf 是拟紧的：对任意开覆盖(我们只需要考虑任意拓扑基的覆盖有可数子覆盖就可以了)，即

Xf =
⋃
Xfi =

⋃
V (fi)

c

从而我们有

V
(⋃

fi

)
=
⋂
V (fi) = V (f)

令 m 为
⋃
fi 生成的理想，有

V (m) = V ((f))

所以我们知道 r(m) = r((f))，从而有存在 n ∈ N 使得

fn ∈ m

即存在有限个 m 中的元素，使得

fn = r1f1 + · · ·+ rkfk

从而对于任意素理想 p ∈ V

(
k⋃
i=1

fi

)
，有 fn ∈ p，进而有 f ∈ p，故有

V (f) ⊂ V

(
k⋃
i=1

fi

)
=

k⋂
i=1

V (fi)

所以

Xf = V (f)c =
k⋃
i=1

Xfi

从而知道 Xf 是拟紧的.
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7. X 中的一个开子集是拟紧的，当且仅当它是有限个形如 Xf 的集合的并：充分性利用 (f)显然，反过来，如

果是无限个 Xf 的并，则取
⋃
Xf 为开覆盖，则不存在有限子覆盖.

集合 Xf 叫空间 X = Spec(A) 的主主主开开开集集集(basic open set).

命题 1.1.4

φ : A→ B 是环同态，则 φ∗ 是连续的.

证明: 首先对于任意的 q ∈ Yφ(f)，有 φ(f) /∈ q，从而 f /∈ φ−1(q)，所以 φ∗(Yφ(f)) ⊂ Xf，即 Yφ(f) ⊂ (φ∗)−1(Xf ).

反过来对于任意的 q ∈ (φ∗)−1(Xf )，有 φ∗(q) ∈ Xf，即 f /∈ φ−1(q)，从而有 φ(f) /∈ q，即 q ∈ Yφ(f). 所以
(φ∗)−1(Xf ) ⊂ Yφ(f).
综上我们证明了 (φ∗)−1(Xf ) = Yφ(f). 从而是连续的.

1.2 素避引理，扩张与局限

引理 1.2.1: 素避引理

(1) 设 p1, · · · , pn 是素理想，a ⊂
n⋃
i=1

pi，其中 a 是理想，则存在 i 使得 a ⊂ pi.

(2) 设 a1, · · · , an 是一些理想，如果
n⋂
i=1

ai ⊂ p，其中 p 是素理想，则存在 i 使得 ai ⊂ p. 如果 p =
n⋂
i=1

ai，

则存在 p = ai.

证明: (1) 我们对 n 归纳证明，n = 1 时显然，我们下面假设 n ≥ 2 并对于 n− 1 成立.

若 a ⊈ pi 对于任意的 i 成立，则由归纳假设我们知道 a 不包含在任意 n− 1 个 pi 的并中. 从而对任意的 pi，

存在 xi ∈ a，使得 xi ⊈
⋃
j ̸=i

pi，若有某个 xi /∈ pi，则 a ⊈
n⋃
i=1

pi，矛盾，所以 xi ∈ pi. 故我们有

y =
n∑
i=1

(∏
j ̸=i

xj

)
∈ a

但是对于任意的 pi，都有 y /∈ pi，矛盾，结论得证.

(2) 假设 ai ⊈ p 对一切 i 成立，则存在 xi ∈ ai，使得 xi /∈ p，于是

n∏
i=1

xi ∈
n∏
i=1

ai ⊂
n⋂
i=1

ai

但是我们知道
n∏
i=1

xi /∈ p(p 是素理想，反证即可)，于是我们知道
n⋂
i=1

ai ⊈ p，矛盾.若相等，则

ai ⊂ p =
n⋂
j=1

aj ⊂ ai
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定义 1.2.1: 扩张

f : A→ B，理想 a 的像在 B 中生成的理想 Bf(a) 称为 a 的扩理想，记为 ae.

定义 1.2.2: 局限

b 为 B 的一个理想，f−1(b) 总是 A 中理想，称为理想 b 的局限理想，记为 bc.

命题 1.2.1

f : A→ B，a, b 为 A，B 的理想.

(1) a ⊂ aec，b ⊃ bce.

(2) ae = aece，bc = bcec.

Remark 1.2.1

这一块的范畴论视角如下：我们设 I(A) 为 A 的所有理想构成的集合，其上按包含关系构成偏序范畴，则

对于 f : A→ B，我们存在伴随：

HomI(B)(a
e, b) ∼= HomI(A)(a, b

c)

说人话就是

ae ⊆ b ⇐⇒ a ⊆ bc

于是我们注意到单位和余单位分别诱导了

η : Id→ ec, ε : ce→ Id

于是单位和余单位分别代表了

a ⊆ aec, bce ⊆ b

为方便我们给定函子

F (a) = ae, G(b) = bc

于是三角恒等式告诉我们有

F (a)→ FGF (a)→ F (a)

即

ae ⊆ aece ⊆ ae

即

ae = aece

同理有

bc = bcec
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1.3 局部环

定义 1.3.1

环 A 的大根(Jacobson根)，定义为所有极大理想的交，记为 R.

命题 1.3.1

x ∈ R 当且仅当 ∀y ∈ A，1− xy 可逆.

证明: ⇒: 如果 1−xy 不可逆，那么知道包含在某个极大理想 m 中，从而 1 = 1−xy(∈ R ⊂ m)+xy ∈ m 矛盾.

⇐: 若 x /∈ m，其中 m 是某个极大理想，此时 (m, x) = (1)，告诉我们存在 u ∈ m，y ∈ A 使得 u+ xy = 1，

也就是 u = 1− xy 不可逆.

定义 1.3.2: Local ring

一个环如果只有一个极大理想，则称为局局局部部部环环环.

Example 1.3.1

• 任何域都是局部环.

• p 是素数，则 Z(p) = {a/b : a, b ∈ Z, b /∈ pZ} 是一个局部环.

• k 是域，k[[x]] 局部环.

引理 1.3.1

(1) A 是一个环，m ⊂ A，使得 ∀x ∈ A\m 都是一个单位，则 A 是局部环并且 m 为其极大理想.

(2) A 是环，m ⊂ A 为极大理想，使得 ∀x ∈ m，有 1 + x 是单位，则 A 是局部环.

证明: (1) 由于任意一个不为 (1) 的理想都由非单位构成，从而都包含在 m 中，从而 m 为唯一的极大理想.

(2) 设 x ∈ A\m，由于 m 极大，我们知道 (x,m) = (1)，从而存在 y ∈ A, t ∈ m 使得 xy + t = 1，也就是

xy = 1− t ∈ 1 +m，从而知道 xy 可逆，也即 x 可逆. 由 (1) 知道成立.

1.4 Nakayama定理

引理 1.4.1

M 是有限生成 A 模，a 是 A 的一个理想，φ 是 M 的一个自同态，且 φ(M) ⊂ aM，则存在 a1, · · · , an ∈
a，使得

φn + a1φ
n−1 + · · ·+ an = 0
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证明: 令 xi 为 M 的生成元，有 φ(xi) =
∑

aijxj .

则我们有

0 = φ(xi)−
n∑
j=1

aijxj =
n∑
j=1

(δijφ− aij)(xj) = 0

令

P =


φ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 φ− a22 · · · −a2n
...

...
...

−an1 −an2 · · · φ− ann


我们知道

P


x1

x2
...

xn

 = 0

令 P ∗ 为 P 的伴随，有 P ∗P = det(P )I，我们有

diag{det(P ), · · · ,det(P )}


x1

x2
...

xn

 = 0

也就是 det(P )xi = 0，而注意到 det(P ) 是一个关于 φ 的首一 n 次多项式，从而成立.

推论 1.4.1

M 是有限生成 A 模，且存在 A 的理想 a 使得 aM =M，则存在 x ≡ 1( mod a) 使得 xM = 0.

证明: 取 φ = id 即可.

定理 1.4.1: Nakayama定理

A 是环，M 是有限生成 A 模，a ⊂ R 为理想，若 aM =M，则 M = 0.

证明: 由推论知道存在 x ∈ 1 + a ⊂ 1 +R，使得 xM = 0.

但是我们知道 R 的性质保证了 x 可逆，从而 M = 0.

Remark 1.4.1

有限生成的条件是必要的，如 A = Z(p) ⊂M = Q，mQ = Q.

推论 1.4.2

M 是有限生成 A 模，N ⊂M 为子模，a ⊂ R 为理想，若 M = aM +N，则 N =M .

证明: 由于 M/N 有限生成，从而 M/N = aM/N，从而 M/N = 0，所以 M = N .
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推论 1.4.3

A 是局部环，m 是极大理想，k = A/m 是剩余域，M 是有限生成 A 模，假设 xi 为 M 中的元素，使得

xi 构成了 k 模 M/mM 的一组基，则 xi 生成 M .

证明: 令 N = (x1, · · · , xn) ⊂M 为 M 的子模，从而

M →M/mM

诱导了一个满射

N →M/mM

由假设，有 N +mM =M，从而 N =M .



Chapter 2: 张量积

2.1 模的张量积

定义 2.1.1: 张量积的泛性质

令 A 是一个交换幺环，令 M,N 为两个 A-模，则 M 与 N 的张张张量量量积积积定义为一个 A-模 H 和一个双线性

映射 φ : M ×N → H 满足下面的泛性质：对于每一个 A-模 L 和任意的双线性映射 f : M ×N → L，存

在唯一的同态 f̃ : H → L 使得下图交换：

M ×N L

H

f

φ
f̃

命题 2.1.1: 张量积的存在和同构唯一性

A 是一个环a，M,N 是 A-模，则张量积 (H,φ) 存在，并且在同构意义下唯一.

a
在本书中所有环均为交换幺环

证明: 由泛性质我们知道唯一性是显然的，比如假设还存在 H ′，则有

H −→ H ′ −→ H, H ′ −→ H −→ H ′

从而由 H −→ H，H ′ −→ H ′ 的唯一性知道同构， 下面证明存在性.

考虑自由模 A(M×N) 带有基 M ×N，令 {ex,y}(x,y)∈M×N 为典范基.

令 L 是形如下面元素生成的子模：
ex1+x2,y − ex1,y − ex2,y, ∀x1, x2 ∈M, ∀y ∈ N
ex,y1+y2 − ex,y1 − ex,y2 , ∀x ∈M,∀y1, y2 ∈ N
eax,y − ex,ay, aex,y − eax,y, ∀a ∈ A,∀x ∈M, ∀y ∈ N

令 H = A(M×N)/L，定义 x⊗ y 为 (x, y) 在 H 中的像，可以知道
(x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y
x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′

(ax)⊗ y = x⊗ (ay) = a(x⊗ y)

从而我们容易验证 f̃(x⊗ y) = f(x, y) 是由 f 唯一确定的.

12
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Remark 2.1.1

我们将 M 与 N 的张量积记为 (M ⊗A N,φ)，并且一般省略 φ.

Remark 2.1.2

注意 M ⊗A N 中的所有元素都可以表示为有限和
∑

xi ⊗ yi，但是一般来说不能表示为 x⊗ y.

Example 2.1.1

令 M = Z/2Z，N = Z/3Z，则 M ⊗Z N = 0.

这是因为对于任意的 (x, y) ∈M ×N，有

x⊗ y = 3(x⊗ y)− 2(x⊗ y) = x⊗ (3y)− (2x)⊗ y = 0

命题 2.1.2: 张量积的典范同构

A 是环，M,N,Mi 都是 A 模，则存在下面的典范同构(即存在唯一的同构)：

(a) M ⊗A ∼=M .

(b) [交换律] M ⊗N ∼= N ⊗M .

(c) [结合律] (L⊗M)×N ∼= L⊗ (M ⊗N).

(d) [分配律]
(⊕

Mi

)
⊗N ∼=

⊕
(Mi ⊗N).

证明: 由泛性质均可得，下面举例说明：

(a) 交换图说明 M 满足 M,A 的张量积的泛性质.

M ×A M

L

φ:(x,a)7→ax

∀f
∃!f̃ : x 7→f(x,1)

唯一性是因为图表交换，所以我们有

f̃(ax) = f(x, a)
bilinear map
========= f(ax, 1)

(b) 交换图说明 N ⊗M 满足 M,N 的张量积的泛性质.

M ×N N ⊗M

L

φ(x,y)=y⊗x

∀f
∃!f̃ : y⊗x 7→f(x,y)

(c) 交换图说明 L⊗ (M ⊗N) 满足 (L⊗M), N 的张量积的泛性质.

(L⊗M)×N L⊗ (M ⊗N)

L

φ : (l⊗m,n)7→l⊗(m⊗n)

∀f
∃!f̃ : l⊗(m⊗n)7→f(l⊗m,n)
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(d) 交换图说明满足泛性质.(⊕
i∈I

Mi

)
×N

⊕
i∈I

(Mi ⊗N)

Mi ×N Mi ⊗N L

L

φ : (
∑

i xi,y)7→
∑

i(xi⊗y)

∀f ∃!f̃ :
∑

i(xi⊗y)7→
⊕

i∈I f̃i(xi⊗y)

fi
∃!f̃i

仔细解释一下，对于每一个 i，f 诱导了一个双线性映射 fi : Mi ×N → L，进而有 f̃i : Mi ⊗N → L，令

ψ :

(⊕
i∈I

Mi

)
×N →

(⊕
i∈I

Mi

)
⊗N

是典范的映射，从而我们有 f = f̃ ◦ ψ，由此我们知道 f̃ =
⊕
i∈I

f̃i 是唯一的分解，从而满足泛性质.

推论 2.1.1

如果 M 是自由模，基为 {ei}，则 M ⊗N 的每一个元素都可以唯一的表示为
∑
i

ei ⊗ yi，yi ∈ N .

Remark 2.1.3

由张量积的结合律，我们可以定义出有限个 Mi 的张量积 M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn.

定义 2.1.2: 同态的张量积

设 u : M →M ′，v : N → N ′，则由泛性质，我们知道存在唯一的模同态 u⊗ v : M ⊗N →M ′⊗N ′，u⊗ v
被称为u 和和和 v 的的的张张张量量量积积积.

Remark 2.1.4

所提到的泛性质如下图所示：

M ×N M ⊗N

M ′ ⊗N ′

canonical

f : (x,y)→u(x)⊗v(y) ∃!u⊗v : x⊗y 7→u(x)⊗v(y)

定义 2.1.3: 纯量的局限

设 ρ : A→ B 是环同态，N 是一个 B 模，则 ρ 自然地诱导了一个 A 模结构，即 a.y = ρ(a)y，称为纯纯纯量量量

的的的局局局限限限.
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定义 2.1.4: 纯量的扩充

令 M 是 A 模，N 是 B 模，存在环同态 ρ : A → B，则我们可以赋予 M ⊗A N 一个 B 模结构：对任意

的 b ∈ B，定义 tb : N → N，y 7→ by，对任意的 z ∈M ⊗A N，定义 B 模结构

b · z := (1M ⊗ tb) (z), b(x⊗ y) = x⊗ (by)

容易验证这确实是一个 B 模结构. 我们可以定义 B 模 M ⊗A B，记为 ρ∗M，被称为纯纯纯量量量的的的扩扩扩充充充.

命题 2.1.3

令 ρ : A→ B 为环同态，M 是 A 模，N,P 是 B 模，则存在一个典范的 B 模同构：

M ⊗A (N ⊗B P ) ∼= (M ⊗A N)⊗B P

证明: 首先说明都可以看做是 B 模结构：

M ⊗A

B−Module︷ ︸︸ ︷
(N ⊗B P )

B−Module︷ ︸︸ ︷
M ⊗A (N ⊗B P )

(M ⊗A N)︸ ︷︷ ︸
B−Module

⊗BP (M ⊗A N)⊗B P︸ ︷︷ ︸
B−Module

extension to B-Module

我们说明 f : M ⊗A (N ⊗B P )→ (M ⊗A N)⊗B P，x⊗ (y ⊗ z)→ (x⊗ y)⊗ z 是一个 A 线性映射.

对固定的 x ∈M，令 tx : N →M ⊗A N，y 7→ x⊗ y.
考虑映射 h : M × (N ⊗B P )→ (M ⊗A N)⊗B P，(x, u) 7→ (tx ⊗ 1P )(u).

N M ⊗A N

M × (N ⊗B P )

(A)B−Module︷ ︸︸ ︷
(M ⊗A N)⊗B P

M ⊗A (N ⊗B P )︸ ︷︷ ︸
A(B)−Module

M ⊗A (N ⊗B P )︸ ︷︷ ︸
B−Module

tx : y 7→x⊗y

h : (x,u)7→(tx⊗1P )(u)

canonical ∃!f

extension

容易验证 h 是 A 双线性的，从而由张量积的泛性质，唯一地诱导出我们所需要的 f . 验证一下即：

(x, y ⊗ z) x⊗ (y ⊗ z)

(x⊗ y)⊗ z

canonical

h : (x,y⊗z)7→(x⊗y)⊗z

f

同理我们可以完全类似地构造出：

g : (M ⊗A N)⊗B P →M ⊗A (N ⊗B P ), (x⊗ y)⊗ z → x⊗ (y ⊗ z)

从而我们知道 f ◦ g = 1M⊗A(N⊗BP )，g ◦ f = 1(M⊗AN)⊗BP .
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而 f 和 g 都是会具有自然的 B 线性的结构，作为 A 模同构说明 f 和 g 即单又满，而他俩都是 B 线性的，

也就是 B 模同态，从而可以说明是 B 模同构.

推论 2.1.2

ρ : A→ B 是环同态，M 是 A 模，N 是 B 模，从而有典范同构：

(M ⊗A B)⊗B N ∼=M ⊗A (B ⊗B N) ∼=M ⊗A N

2.2 张量积函子的右正合性

定义 2.2.1: 复形与正合

一个 A 模的复复复形形形指一列 A 模 Mi，A 模同态 fi，满足 fi+1 ◦ fi = 0，记作

· · · Mi Mi+1 Mi+2 · · ·fi fi+1

复形称作正正正合合合的，如果 Ker(fi+1) = Im(fi) 对于所有可能的 i 成立. 一个正合的复形也称作正正正合合合列列列.

Remark 2.2.1

我们约定 f : N ′ → N 是模同态，用 fM 表示

fM := f ⊗ 1M : N ′ ⊗M → N ⊗M

定理 2.2.1: 张量积函子的右正合

我们已知 A 模正合列

N ′ N N ′′ 0
f g

则对于任意的 A 模 M，有下面的正合列成立：

N ′ ⊗M N ⊗M N ′′ ⊗M 0
fM gM

证明: gM 的满射我们可以从 g 的满射立刻得到：对任意的
∑

n′′
i ⊗m ∈ N ′′ ⊗M，我们由 g 的满射，知道存

在 ni ∈ N 使得 g(ni) = n′′
i，从而有

g ⊗ 1M :
∑

ni ⊗mi 7→
∑

n′′
i ⊗mi

故 gM 是满射，下面只需要验证 Im(fM ) = Ker(gM )，换句话说1，即

Coker(fM ) := N ⊗M/ Im(fM ) ∼= N ′′ ⊗M

考虑

g̃ : (N ⊗M)/ Im(fM )→ N ′′ ⊗M,
∑

ni ⊗mi + Im(fM ) 7→
∑

g(ni)⊗mi

我们需要说明 g̃ 是良定义的，即如果∑
ni ⊗mi + Im(fM ) =

∑
nj ⊗mj + Im(fM )

1
这里并不是显然的，需要注意到显然有 gM ◦ fM = 0，即 Im(fM ) ⊂ Ker(gM )



CHAPTER 2. 张量积 17

我们有
∑

ni ⊗mi =
∑

nj ⊗mj +
∑

f(n̂k)⊗ m̂k，从而∑
g(ni)⊗mi =

∑
g(nj)⊗mj +

∑
gf(n̂k)⊗ m̂k =

∑
g(nj)⊗mj

故无关代表元的选取，从而是良定义的.

下面我们再考虑 h 如下定义：

h : N ′′ ×M → (N ⊗M)/ Im(fM ), (n′′,m) 7→ n⊗m+ Im(fM ), n ∈ g−1(n′′)

我们验证 h 是良定义的，即对于 g(n1) = g(n2) = n′′，有 n1 − n2 ∈ Ker(g) = Im(f)，从而存在 f(n′) =

n1 − n2，故

n1 ⊗m = (n2 + f(n′))⊗m = n2 ⊗m+ f(n′)⊗m

即 n1 ⊗m+ Im(fM ) = n2 ⊗m+ Im(fM )，故与代表元的选取无关，从而任意知道 h 是一个双线性映射，从

而由张量积的泛性质，存在 h̃ : N ′′ ⊗M → (N ⊗M)/ Im(fM ).

下面验证 h̃ 是 g̃ 的逆，容易验证

∑
ni ⊗mi + Im(fM )

∑
g(ni)⊗mi

g̃

h̃

从而我们知道 N ⊗M/ Im(fM ) ∼= N ′′ ⊗M ∼= N ⊗M/Ker(gM )，结合 Im(fM ) ⊆ Ker(gM ) 知道 Im(fM ) =

Ker(gM )，即正合.

Remark 2.2.2

关于这一部分，Atiyah-MacDonald 的书上有不一样的证明方法，让我们了解一下.

引理 2.2.1: Hom 函子的左正合性

对于固定的模 M,N，我们可以定义函子 Hom(−, N) 与 Hom(M,−)，分别是模范畴的反变函子与协变函
子. 我们可以证明这两个函子都是左正合函子，即

(a) 下面序列正合

M ′ M M ′′ 0u v

当且仅当对于任意的模 N，下面序列正合

0 Hom(M ′′, N) Hom(M,N) Hom(M ′, N)v u

(b) 下面序列正合

0 N ′ N N ′′u v

当且仅当对于任意的模 M，下面序列正合

0 Hom(M,N ′) Hom(M,N) Hom(M,N ′′)u v
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证明: 我们只证明 (a)，(b) 的过程是同理的，我们先说明如何诱导出 u 与 v，诱导过程如下图：

M ′ M M ′′ 0

N

u

g◦u

v

g=f◦v f

u v

⇐: 我们假设有 Hom 的正合，则由 v 的单射，我们下面要证明 v 是满射的，而证明 v 是满射就等价于证明

M ′′/ Im v = 0

所以我们可以取 N =M ′′/ Im v，从而得到满同态 M ′′ → N，在 v 的作用之下，我们注意到

(M ′′ → N) 7→
(
M

v→M ′′ → N
)
= 0

于是由 v 的单射性，我们知道 M ′′ → N 只能是零映射，也就是说 N = 0，于是我们知道 v 是满射.

进一步，我们知道 u ◦ v = 0，也就是 f ◦ v ◦ u = 0 对任意的 f ∈ Hom(M ′′, N) 成立，我们取 N = M ′′，

f = id，立刻得到 v ◦ u = 0，也就是说 Imu ⊂ Ker v.

最后，我们令 N =M/ Imu，有下面交换图：

M ′ M M ′′

M/ Imu

u

0

v

p qu v

考虑自然同态 p : M → M/ Imu，我们知道 p ∈ Keru = Im v，于是存在 q ∈ Hom(M ′′, N) 使得 p = q ◦ v，
所以有

Ker v ⊂ Ker p = Imu

于是 Imu = Ker v，所以正合.

⇒：假设已知模正合.

对于任意的 N，我们先证明 v 是单射：若存在 ψ 使得 ψ ◦ v = 0，由于 v 是满射所以 ψ 是 0，得证.

下面再说明 Im v ⊂ Keru，这只需要说明 u ◦ v = 0 即可，由于 v ◦ u = 0，这是显然的.

最后取 φ ∈ Hom(M,N)，使得

u :
(
M

φ→ N
)
7→
(
M ′ u→M

φ→ N
)
= 0

我们有

Ker v = Imu ⊂ Kerφ

由于 Ker v ⊂ Kerφ，所以我们可以定义 ψ ∈ Hom(M ′, N) 如下：

ψ(v(m)) = φ(m)

容易验证是一个良定义的，从而我们知道

ψ ◦ v = φ

也就是 Keru ⊂ Im v，于是正合.
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Remark 2.2.3

我们实际上可以得到蛇引理：已知下面的图交换，两行均为正合列

0 M ′ M M ′′ 0

0 N ′ N N ′′ 0

u

f ′

v

f f ′′

u′ v′

则存在正合列：

0 Ker f ′ Ker f Ker f ′′

Coker f ′ Coker f Coker f ′′ 0

u v

d

u′ v′

引理 2.2.2: 张量积与Hom的关系

我们有典范同构

Hom(M ⊗N,P ) ∼= Hom(M,Hom(N,P ))

证明: 考虑 f : M ×N → P 是一个双线性映射，对于每一个 x ∈ M，可以定义一个线性映射 y 7→ f(x, y)，所

以 f 诱导了一个从 M 到 Hom(N,P ) 的线性映射.

反过来对于任意 φ ∈ Hom(M,Hom(N,P ))，我们可以定义一个双线性映射 (x, y) 7→ φ(x)(y).

M ×N M

M ⊗N P Hom(N,P )

π ∀f φ

∃!f

f 7→f(x,·)

φ7→φ(x)(y)

即我们可以将 M ×N → P 的双线性映射一一对应到 Hom(M,Hom(N,P )) 中，又因为张量积的泛性质，我

们可以将 M ×N 到 P 的双线性映射一一地对应到 Hom(M ⊗N,P ) 中，故我们可以得到一个典范的同构

Hom(M ⊗N,P ) ∼= Hom(M,Hom(N,P ))
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Note 2.2.1

我们下面来看一看定理 2.2.1 的另证：

由于 M ′ →M →M ′′ → 0 正合，所以由引理 2.2.1 知

0→ Hom(M ′′,Hom(N,P ))→ Hom(M,Hom(N,P ))→ Hom(M ′,Hom(N,P ))

正合，但是由于有典范同构 Hom(M ⊗N,P ) ∼= Hom(M,Hom(N,P ))，我们有

0 Hom(M ′′,Hom(N,P )) Hom(M,Hom(N,P )) Hom(M ′,Hom(N,P ))

0 Hom(M ′′ ⊗N,P ) Hom(M ⊗N,P ) Hom(M ′ ⊗N,P )
∼= ∼= ∼=

我们下面需要证明 Hom(M⊗N,P ) ∼= Hom(M,Hom(N,P ))是自然同构，从而可以保持正合性(即 Hom-

Tensor 伴随性)：

1. 构造映射 Φ 与 Ψ:

• 映射 Φ : Hom(M ⊗N,P )→ Hom(M,Hom(N,P ))：

对任意 f ∈ Hom(M ⊗N,P )，定义：

Φ(f)(m)(n) = f(m⊗ n), ∀m ∈M,n ∈ N.

• 逆映射 Ψ : Hom(M,Hom(N,P ))→ Hom(M ⊗N,P )：

对任意 g ∈ Hom(M,Hom(N,P ))，定义：

Ψ(g)(m⊗ n) = g(m)(n), ∀m ∈M,n ∈ N.

2. 验证双射性:

• Ψ ◦ Φ = id：

对任意 f ∈ Hom(M ⊗N,P )，

Ψ(Φ(f))(m⊗ n) = Φ(f)(m)(n) = f(m⊗ n).

• Φ ◦Ψ = id：

对任意 g ∈ Hom(M,Hom(N,P ))，

Φ(Ψ(g))(m)(n) = Ψ(g)(m⊗ n) = g(m)(n).

3. 自然性的证明:

对任意模同态 α :M ′ →M，以下图表交换：

Hom(M ⊗N,P ) Hom(M,Hom(N,P ))

Hom(M ′ ⊗N,P ) Hom(M ′,Hom(N,P ))

ΦM

Hom(α⊗1N ,P ) Hom(α,Hom(N,P ))

ΦM′

对任意的 f ∈ Hom(M ⊗N,P )，左侧路径对应的是

f → f ◦ (α⊗ 1N ) = f ′ → ΦM (f ′) = f ′(· ⊗ ()) = f ◦ (α⊗ 1N )(· ⊗ ())
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右侧路径对应的是

f → ΦM (f) = f(· ⊗ ())→ f(· ⊗ ()) ◦ α

则对于任意的 m′ ∈M ′, n ∈ N，有

f ◦ (α⊗ 1N )(m
′ ⊗ n) = f(α(m′)⊗ n)

f(· ⊗ ()) ◦ α(m′, n) = f(α(m′)⊗ n)

从而知道图表交换，故满足自然同构.

从而正合列可以传递下来，即有正合列

0 Hom(M ′′ ⊗N,P ) Hom(M ⊗N,P ) Hom(M ′ ⊗N,P )

由此再依据引理 2.2.1 可以知道有正合列：

M ′ ⊗N M ⊗N M ′′ ⊗N 0

Remark 2.2.4

事实上，这一段东西是在说

−⊗N ⊣ Hom(N,−)

然后利用左伴随保持右正合，右伴随保持左正合就立刻得到这一节的所有内容.

2.3 代数与代数的张量积

定义 2.3.1: Algebra

所谓代代代数数数就是一个环 B 和一个环同态 f : A→ B.

实际上如果有 f : A→ B，则我们可以定义

a · b = f(a)b

所以实际上给环 B 配备了一个 A-模结构. 所以代数实际上就是一个即有模结构又有环的乘法结构的代数结

构.

Remark 2.3.1

任何环都是一个 Z-代数.

定义 2.3.2: 代数同态

已知 f : A→ B，g : A→ C 是两个环同态，一个 A-代代代数数数同同同态态态 h : B → C 是一个环同态且是 A-模同态.

Remark 2.3.2

实际上如果 h 是代数同态，我们可以得到 h ◦ f = g.
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定义 2.3.3: finite algebra

一个环同态 f : A→ B 是有有有限限限的的的，并且 B 是一个有有有限限限 A-代代代数数数，如果 B 作为 A-模是有限生成的. 同态 f

是有有有限限限型型型(finite type)，并且 B 是一个有有有限限限生生生成成成的 A-代数，如果存在 B 中的有限集 {x1, · · · , xn}，使
得 B 中每一个元素都可以写成以 f(A) 中元素为系数的 x1, · · · , xn 的多项式，或者等价地说，存在一个
从 A[t1, · · · , tn] 到 B 的满代数同态.

Remark 2.3.3

一个环 A 是有限生成的，如果它是有限生成的 Z 代数.

定义 2.3.4: 代数的张量积

B,C 是两个 A-代数，有 f : A→ B，g : A→ C，我们可以定义他们的张量积作为一个 A 模 D = B⊗AC.
考虑映射 B × C ×B × C → D 如下定义

(b, c, b′, c′) 7→ bb′ ⊗ cc′

容易知道是 A-线性的，所以诱导了一个 A-模同态

B ⊗ C ⊗B ⊗ C → D

所以有一个 A-模同态

D ⊗D → D

所以有一个对应的 A-双线性映射

µ : D ×D → D, µ(b⊗ c, b′ ⊗ c′) = bb′ ⊗ cc′

我们定义 D 上的乘法为

(b⊗ c)(b′ ⊗ c′) = bb′ ⊗ cc′

总体上有 (∑
i

(bi ⊗ ci)

)(∑
j

(b′j ⊗ c′j)

)
=
∑
i,j

(bib
′
j ⊗ cic′j)

从而 D 是一个以 1⊗ 1 为幺元的环，并且 a 7→ f(a)⊗ g(a) 是 A→ D 的环同态，故 D 是一个 A-代数.
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3.1 投射与内射的刻画

定义 3.1.1: Projective 与 Injective

设 M,N ∈ModA，则

(1) 如果 HomA(M,−) 为正合函子，则称 M 是一个投投投射射射模模模.

(2) 如果 HomA(−, N) 为正合函子，则称 N 是一个内内内射射射模模模.

命题 3.1.1: 投射模的等价刻画

下面叙述关于 A-模 M 是等价的

(1) M 投射.

(2) 对于任一满同态 X → Y，其诱导的同态 HomA(M,X)→ HomA(M,Y ) 也是满同态.

(3) 对与任一 X ↠ Y ←M ，可以找到一个 M → X 的提升(lifting)，即使得下面交换图成立

X Y

M

证明: 证明的本质就是正合列是可以拼接的，也就是由于 Hom 是左正合函子，所以我们总是有

0→ Hom(M,Z)→ Hom(M,X)→ Hom(M,Y )

而每一个等价刻画总是可以给我们提供正合列：

Hom(M,X)→ Hom(M,Y )→ 0

我们两个正合列分别提供了三处正合，合起来就是我们所需要的正合列.

23
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命题 3.1.2: 内射模的等价刻画

下面叙述关于 A-模 N 是等价的

(1) N 内射.

(2) 对于任一单同态 I ↪→ R，有 HomA(R,N)→ HomA(I,N) 是满同态.

(3) 对于任一 N ← I ↪→ R，可以找到一个 R→ N 的解，即使得下面交换图成立

I R

N

证明: 证明与投射模的证明几乎一样，略去不表.

Remark 3.1.1

内射性质刻画的是态射的延拓，即如果 X 是内射对象，即若 A→ B 是单射，则任意的态射 A→ X 都可

以延拓到 B 上使得 B → X 是延拓. 如果对泛函分析比较了解，就会注意到所谓 Hahn-Banach 定理就是再

说域 K 是域 K 上赋范线性空间的内射对象.

定义 3.1.2: Split

称短正合列 0→ X
f→ Y

g→ Z → 0 分分分裂裂裂，若满足以下性质之一:

(1) ∃Y h→ X 使得 h ◦ f = idX .

(2) ∃Z h→ Y 使得 g ◦ h = idZ .

引理 3.1.1: 分裂诱导的直和分解

设 0→ X
f→ Y

g→ Z → 0 分裂，则有模的直和分解

Y ∼= X ⊕ Z

证明: 我们只证一种情况，另外一种情况是类似的，假设存在 h : Y → X 使得 h ◦ f = idX，我们构造映射：

φ : Y → Y, y 7→ y − f ◦ h(y)

我们给出一些同构：

X ∼= f(X), Z ∼= Y/Ker g

所以我们只需要证明

Y ∼= f(X)⊕ Y/Ker g

我们容易知道上面构造的 φ 是一个模同态，并且如果 y ∈ Kerφ，也就是有 y = f(h(y)) ∈ Im f = Ker g，告

诉我们 Kerφ ⊂ Ker g.

反过来，对于 y ∈ Ker g = Im f，存在 x ∈ X 使得 f(x) = y，从而 x = h(f(x)) = h(y)，于是有 φ(y) =

y − f(h(y)) = f(x)− f(x) = 0，于是 Ker g ⊂ Kerφ.
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综上我们知道 Ker g = Kerφ，所以

Y/Ker g = Y/Kerφ ∼= Imφ

于是我们知道只需要证明

Y ∼= f(X)⊕ Imφ

对于任意的 y ∈ Y，我们有
y = f(h(y)) + y − f(h(y))

于是 Y = f(X) + Imφ，设 y ∈ f(X) ∩ Imφ，我们知道

∃y′ ∈ Y s. t. y = y′ − f(h(y′)), ∃x ∈ X s. t. y = f(x)

同时作用 h，有

x = h(f(x)) = h(y) = h(y′)− h(f(h(y′))) = 0

于是 y = f(x) = 0，这就告诉我们是直和.

Remark 3.1.2

更好的记忆方法其实是利用幂等映射来理解，比如说如果存在 h : Z → Y 使得 g ◦ h = idZ，那么我们就可

以构造投影映射

P = h ◦ g : Y → Y

有

P 2 = h ◦ g ◦ h ◦ g = h ◦ idZ ◦ g = h ◦ g = P

于是这是一个幂等映射，对于幂等映射有自然的直和分解

Y = KerP ⊕ ImP

注意到

ImP = Im(h ◦ g) ∼= Im g = Z

与

KerP = Ker(h ◦ g) ∼= Ker g ∼= Im f ∼= X

于是立刻得到.

命题 3.1.3

M ⊕N 是内射模(投射模)当且仅当 M,N 都是内射模(投射模).

证明: 本质上利用 Hom 函子保持极限，所以

Hom(−,M ⊕N) = Hom(−,M ×N) = Hom(−,M)×Hom(−, N)

与

Hom(M ⊗N,−) = Hom(M
∐

N,−) = Hom(M,−)×Hom(N,−)

所以满射是当且仅当的，所以内射(投射)也是当且仅当的.
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命题 3.1.4

内射对象有以下性质：

(1) 设有正合列 0→ X
f→ Y → Z → 0，如果 X 为内射模，则正合列分裂，有 Y ∼= X ⊕ Z.

(2) 设 X 为内射模，且有正合列 0→ X → Y → Z → 0，则 Y 内射 ⇐⇒ Z 内射.

证明: (1) 由 X
f
↪→ Y 单射可知，HomA(Y,X)→ HomA(X,X) 是满射，于是我们知道存在 h ∈ HomA(Y,X) 使

得 h ◦ f = idX .

(2) 由于 X 是内射模，从而分裂，有

Y ∼= X ⊕ Z

于是在 X 内射的条件下很显然有 Y 内射当且仅当 X,Z 都内射当且仅当 Z 内射.

命题 3.1.5

投射对象具有以下性质：

(1) 设有正合列 0→W→X → Y → 0，如果 Y 为投射模，则正合列分裂，有 X ∼=W ⊕ Y .

(2) 设 Y 为投射模，且有正合列 0→W→X → Y → 0，则 W 投射 ⇐⇒ X 投射.

证明: 与内射情况完全同理.

命题 3.1.6

设 A 为环，则

(1) 自由 A-模是投射的.

(2) 设 M ∈ModA，则 M 投射 ⇐⇒ M 是某个自由模的直和项.

证明: (1) 首先我们先证明自由模是投射的，设 F 是自由模，则存在一组基 {fi}i∈I，其中 I 是指标集. 我们假

设 g : Y → Z 是满射，则要说明任意的 φ : F → Z 存在 φ̃ : F → Y 的提升.

要说明这件事情只需要说明生成元去哪了，对任意的 fi，我们选择 yi ∈ g−1(φ(fi))，由于 g 是满射，所以一

定存在这样的 yi. 然后令 φ̃(fi) = yi 即可.(这里对自由模可行是因为自由模的基是自由的，不必担心任意选择的

兼容性)

(2) 若 M 是自由模的直和项，我们立刻知道 M 是投射的. 反之如果 M 是投射的，我们以 M 的所有元素为

基生成一个自由模 F，得到自然的满射

π : F →M

从而得到正合列

0→ Kerπ → F →M → 0

由于 M 投射，正合列分裂，所以

F ∼=M ⊕Kerπ

所以是直和项.
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命题 3.1.7: Baer

设 M ∈ModA，则 M 为内射模 ⇐⇒ 对于 A 的任一理想 I，以及任一 A-模同态 φ : I →M，存在一个

扩张 ψ : A→M 使得下图交换：

I A

M

φ
ψ

证明: =⇒：这个方向是显然的，因为理想本身就是一个 A-模.

⇐=：任给一个单射 N → L与同态 f : N →M，由 Zorn引理，我们知道存在一个极大的延拓 (N ′, f ′)，如

若 N ′ ̸= L，则任取 x ∈ L\N ′，我们要尝试把 f ′ 的定义域扩大到 N ′ +Ax，定义理想

I = {a ∈ A | ax ∈ N ′}

于是我们可以定义映射

φ : I →M, a 7→ f ′(ax)

由条件我们知道 φ 可以延拓到 A 上得到 ψ : A→M，此时我们可以定义

f ′′ : N ′ +Ax→M, n′ + ax 7→ f ′′(n) + ψ(a)

于是与 Zorn 引理矛盾，所以可以延拓到 L 上，即内射.

推论 3.1.1

利用 Baer 准则可以立刻得到 Q 是内射 Z-模.

Remark 3.1.3

Baer 准则实际上是把判断内射的过程变成一个解方程的过程.

3.2 平坦的刻画

定义 3.2.1: 平坦(flat)模

N 被称为是平平平坦坦坦模模模，如果对任意的正合列 E，有 E ⊗N 仍然正合. 具体地，如果对任意正合列

· · · →M1 →M →M2 → · · ·

有正合列

· · · →M1 ⊗N →M ⊗N →M2 ⊗N → · · ·

则称 N 是平坦模.
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命题 3.2.1: 平坦模的等价刻画

下面的叙述关于 A-模 N 是等价的

(1) N 是平坦的.

(2) 如果 0→M ′ →M →M ′′ → 0 正合，则 0→M1 ⊗N →M ⊗N →M2 ⊗N → 0 正合.

(3) 如果 f : M ′ →M 是单射，则 f ⊗ 1: M ′ ⊗N →M ⊗N 是单射.

(4) 如果 f : M ′ →M 是单射，并且 M 与 M ′ 都是有限生成的，则 f ⊗ 1: M ′ ⊗N →M ⊗N 是单射.

证明:

(1)⇔ (2)：把长正合列分裂成短的就可以看出.

(2)⇔ (3)：由定理 2.2.1 可知.

(3)⇒ (4)：显然.

(4)⇒ (3)：令 f : M ′ →M 是单射，令

u =
∑

x′i ⊗ yi ∈ Ker(f ⊗ 1)

即 ∑
f(x′i)⊗ yi = 0 ∈M ⊗N

令 M ′
0 是 {x′i} 有限生成的 M ′ 的子模，并且令

u0 =
∑

x′i ⊗ yi ∈M ′
0 ⊗N

我们容易知道存在 M 的有限生成子模 M0 使得 f(M ′
0) ⊂M0(实际上只需要令 M0 为由 {f(xi)} 有限生成的

子模即可)，并且有 ∑
f(x′i)⊗ yi = 0 ∈M0 ⊗N

令 f0 : M
′
0 →M0 为 f 在 M0 上的限制，从而 (f0 ⊗ 1)(u0) = 0. 由条件我们知道 u0 = 0，即 u = 0.

命题 3.2.2

平坦模的直和项是平坦的.

证明: 设 F ∼= P ⊕K 是平坦的，则我们知道对于正合列

0→ A→ B

有单射

0→ A⊗ F → B ⊗ F

利用分配律拆开得到正合列

0→ (A⊗ P )⊕ (A⊗K)→ (B ⊗ P )⊕ (B ⊗K)

很显然如果想要上面的序列正合，必须要求单射，这就要求了在直和内的项是单射，于是有

A⊗ P → B ⊗ P

是单射，所以 P 平坦.
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命题 3.2.3

对于一般的交换环而言，我们有

自由 =⇒ 投射 =⇒ 平坦

证明: 因为投射当且仅当时自由模的直和项，所以自然我们有自由推投射. 现在由于自由模是平坦模，而投射

模是自由模的直和项，所以投射模是平坦模的直和项，所以投射模平坦.

命题 3.2.4: 局部环上平坦的性质

如果 A 是一个局部环，M 是有限生成 A-模，则

M 自由 ⇐⇒ M 投射 ⇐⇒ M 平坦

证明: 这个定理实际上是在说局部环上有限生成平坦模是自由模. 设 m 是 A 的极大理想，k = A/m 是其剩余

域. 由于 M 是有限生成的，所以 k-线性空间 M/mM 是有限维的，设 x1, · · · , xn 是一组基，由 Nakayama 定理

的推论我们知道 x1, · · · , xn 构成了 M 的一组极小生成元. 现在我们构造

φ : An →M, ei 7→ xi

很显然这是一个满射，我们只需要说明是单射即可，考虑正合列

0→ Kerφ→ An →M → 0

由于 M 是平坦模，所以 TorA1 (M,k) = 0，所以我们仍然有正合列

0→ Kerφ⊗ k → An ⊗ k →M ⊗ k → 0

利用自然同构我们有

0→ Kerφ/mKerφ→ (A/m)n →M/mM → 0

正合，注意右边是同构，所以左边有

Kerφ/mKerφ = 0

即

Kerφ = mKerφ

由 Nakayama 定理我们知道

Kerφ = 0

即 M 是自由模.



Chapter 4: 环与模的局部化

4.1 局部化的基本定义

定义 4.1.1: 乘法封闭子集

设 A 是任意环，A 的乘法封闭子集指的是一个子集 S ⊂ A，S 包含 1 且 S 对乘法是封闭的.

定义 4.1.2: 局部化

设 S 是 A 的乘法封闭子集，从而我们可以在 A× S 上面定义一个等价关系:

(a, s) ≡ (b, t)⇐⇒ ∃u ∈ S, s. t. (at− bs)u = 0

将 (a, s) 所在的等价类称为 a/s，并记所有等价类的集合为 S−1A. 并且我们可以定义加法与乘法：

(a/s) + (b/t) = (at+ bs)/st, (a/s)(b/t) = ab/st

从而就在 S−1A 上引进了环结构，称为 A 对于 S 的局局局部部部化化化.

Remark 4.1.1

常见的等价关系没有 u，但是注意到在从 Z 构造 Q 时，证明等价关系的传递性时需要用到消去律，但是这
只能在整环中成立，所以我们在这里多乘上一个 u 以得到传递性.

Remark 4.1.2

我们有环同态 f : A→ S−1A，由 f(x) = x/1 定义，一般来说不是单的，因为我们可以考虑

y/1 = x/1⇐⇒ ∃u ∈ S, s. t. (x− y)u = 0

这个同态有以下性质：

1. s ∈ S，则 f(s) 是 S−1A 中可逆元.

2. f(a) = 0 则 ∃s ∈ S s. t. as = 0.

3. S−1A 中任一元素均有形状 f(a)f(s)−1，其中 a ∈ A, s ∈ S.

Remark 4.1.3

如果 A 是整环并且 S = A\{0}，则 S−1A 就是 A 的分式域.

30
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Remark 4.1.4

定义的乘法封闭子集并没有要求不含 0，事实上如果含 0，则我们容易得到 S−1A 退化成为一个零环，这

个东西没有研究意义，所以我们下面一般都假设不含 0.

命题 4.1.1: 局部化的泛性质

设 g : A → B 是一个环同态，使得对于任意的 s ∈ S，g(s) 都是 B 中的可逆元，则存在唯一的一个环同

态 h : S−1A→ B 使得 g = h ◦ f .

证明: 唯一性：如果 h 满足条件，则 h(a/1) = hf(a) = g(a) 对一切 a ∈ A 成立，因此如果 s ∈ S，则

h(1/s) = h((s/1)−1) = h(s/1)−1 = g(s)−1

从而我们知道 h(a/s) = g(a)g(s)−1 唯一确定.

存在性：令 h(a/s) = g(a)g(s)−1. 下面只需要证明是良定义即可，设

a/s = a′/s′ ⇐⇒ ∃u ∈ S, s. t. (as′ − a′s)u = 0

因此有

(g(a)g(s′)− g(a′)g(s))g(u) = 0

但是由于 g(u) 可逆，有

g(a)g(s)−1 = g(a′)g(s′)−1

从而良定义.

引理 4.1.1

设 g : A→ B 是一个环同态，具有性质

(1) s ∈ S，则 g(s) 是 B 中可逆元.

(2) g(a) = 0 则 ∃s ∈ S s. t. as = 0.

(3) B 中任一元素均有形状 g(a)g(s)−1，其中 a ∈ A, s ∈ S.

则存在着唯一的一个同构 h : S−1A→ B 使得 g = h ◦ f .

证明: 只需要验证 h(a/s) = g(a)g(s)−1 是一个同构即可，按定义容易验证.

定义 4.1.3: 模的局部化

S 是 A 的乘法封闭子集，在 M × S 上定义等价关系：

(m, s) ≡ (m′, s′)⇐⇒ ∃t ∈ S s. t. t(sm′ − s′m) = 0

用 S−1M 表示所有等价类 m/s 构成的集合，同理可以引进加法与标量乘法，从而成为 S−1A 模.

Remark 4.1.5

如果 S = A\p，记 S−1M 为 Mp. 如果 S = {fn}n≥0，记 S−1M 为 Mf .
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Remark 4.1.6

设 u : M → N 是一个 A 模同态，则诱导出一个 S−1A 模同态：

S−1u : S−1M → S−1N, m/s 7→ u(m)/s

我们有 S−1(u ◦ v) = S−1(u) ◦ S−1(v)，也即 S−1 满足函子性，成为一个函子.

定理 4.1.1: S−1函子的正合性

S−1 函子是正合的，即若

M ′ M M ′′f g

在 M 处正合，有

S−1M ′ S−1M S−1M ′′S−1f S−1g

在 S−1M 处正合.

证明: 按定义容易验证.

Remark 4.1.7

如果不想采用追图的方式理解，我们可以采用滤过余极限的方式来理解. 即局部化实际上是滤过余极限. 任

给一个乘法封闭子集 S，我们定义 S 上的预序关系，对于 s, t ∈ S，我们定义

s ≤ t ⇐⇒ ∃r ∈ S, s. t. t = r · s

从而得到一个预序集，很显然这是一个滤过集，我们令 Ms =M，当 s ≤ t ⇐⇒ t = sr 时，我们定义

φst : Ms →Mt, m 7→ m · r

很显然这是一个滤过系统，从而我们对其取余极限

L = colimx∈SMs =

(∐
s∈S

Ms

)
/ ∼

容易看出来若 m ∈Ms，记为 (m, s) 与 (n, t) 是等价的，则存在 u 使得 s | u, t | u，有

φsu(m) = φtu(n) =⇒ u(sn−mt) = 0

这就是局部化的等价关系，所以很容易得到局部化 S−1M 到滤过余极限 L 的同构，并且这个同构是自然

的. 而在模范畴里面滤过余极限是正合函子，从而 S−1 自然就是正合的. 并且我们可以额外得到局部化与张

量积交换，因为张量积是左伴随，左伴随保持余极限，所以作为滤过余极限的局部化自然就与张量积交换.

于是我们有

S−1(M) ∼= S−1(R⊗M) ∼= S−1R⊗M

写成极限的形式即

S−1M ∼= colim(M
s→M)

∼= colim(R⊗M s⊗1→ R⊗M)

∼= colim((R
s→ R)⊗M)

∼= S−1R⊗M

特别地，若 M ′ 是 M 的子模，映射 S−1M ′ → S−1M 是单的，从而可以把 S−1M ′ 看成是 S−1M 的子模.
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命题 4.1.2: S−1 函子与有限和，有限交与同余运算交换

如果 N,P 都是 A 模 M 的子模，则下面成立：

(1) S−1(N + P ) = S−1N + S−1P .

(2) S−1(N ∩ P ) = S−1N ∩ S−1P .

(3) S−1(M/N) ∼= S−1M/S−1N .

证明: (1)(2) 按定义容易验证，对于 (3)，我们只需对

0 N M M/N 0

施加 S−1 函子立刻得到.

命题 4.1.3

M 是一个 A 模，则 S−1A 模 S−1M 与 S−1A⊗AM 同构，确切地说存在自然同构

f : S−1A⊗AM → S−1M

使得

(a/s)⊗m 7→ am/s

证明: 由于

(a/s,m) 7→ am/s

是双线性的，所以由张量积的泛性质，知道存在唯一的态射 f 满足条件，下面证明 f 是同构.

S−1A×M S−1M

S−1A⊗AM

显然 f 是满的，所以只需要证明 f 是单的. 设∑
i

(ai/si)⊗mi ∈ S−1A⊗M

令 s =
∏
i

si，ti = s/si，则

∑
ai/si ⊗mi =

∑
aiti/s⊗m =

∑ 1

s
⊗ aitimi =

1

s
⊗
∑

aitimi

所以 S−1A⊗M 中每个元素都可以表示为 1/s⊗m 的形式. 则若 f(1/s⊗m) = 0，即

m/s = 0⇐⇒ ∃t ∈ S s. t. tm = 0

从而有

1/s⊗m = t/st⊗m = 1/st⊗ tm = 1/st⊗ 0 = 0
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故单射，从而同构. 自然性容易验证，因为都是典范的，范畴论道理见前一个 remark.

引理 4.1.2

S−1A 是平坦 A 模.

证明:

0 M ′ M M ′′ 0

0 S−1M ′ S−1M S−1M ′′ 0

0 S−1A⊗AM ′ S−1A⊗AM S−1A⊗AM ′′ 0

u

S−1

v

S−1 S−1

S−1u

f ′

S−1v

f f ′′

1⊗u 1⊗v

由于 f 是同构，只需要说明下面两行是交换的即可，交换图道尽一切：

m/s u(m)/s

1/s⊗m 1/s⊗ u(m)

S−1u

f

1⊗u

f ′′

命题 4.1.4

对任意的 A-模 M，N，存在唯一的 S−1A 模同构

f : S−1M ⊗S−1A S
−1N → S−1(M ⊗A N), (m/s)⊗ (n/t) 7→ (m⊗ n)/st

证明: 只需要注意到

S−1M ∼= S−1A⊗AM, S−1N ∼= S−1A⊗A N

所以由张量积的典范同构，我们可以得到

S−1M ⊗S−1A S
−1N ∼= S−1M ⊗S−1A

(
S−1A⊗A N

)
∼=

(
S−1M ⊗S−1A S

−1A
)
⊗A N

∼= S−1M ⊗A N
∼=

(
S−1A⊗AM

)
⊗A N

∼= S−1A⊗A (M ⊗A N)

∼= S−1 (M ⊗A N)

4.2 局部化与局部性质

定义 4.2.1: 局部化

设 p 是 A 的素理想，则其补集 S = A\p 是乘法封闭的(事实上容易证明 A\p 是乘法封闭的当且仅当 p 是

素理想). 这时，将 S−1A 记作 Ap，称为 A 在 p 的局局局部部部化化化.
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Remark 4.2.1

之所以称为局部化，是因为在这个操作下 Ap 称为一个局部环，我们考虑形如 Ap 的理想 m = S−1p，注意

到如果 b/t /∈ m，有 b /∈ p，从而 b ∈ S，也就是 b/t 是可逆的. 从而如果 a 是 A 的一个理想且 a ⊈ m，则 a

含有可逆元从而是整个环，也就是说 m 是唯一的极大理想.

Remark 4.2.2

设 f ∈ A，S = {fn}n≥0，此时将 S−1A 记为 Af .

定义 4.2.2: 局部性质

环 A 或者 A 模 M 的性质 P 称为局局局部部部性性性质质质，如果 A (或者 M) 具有性质 P ⇐⇒ 对于 A 的每一个素理

想 p，Ap (或者 Mp) 具有性质 P .

命题 4.2.1: 零模是局部性质

M 是 A 模，TFAE：

(1) M = 0.

(2) ∀p ∈ SpecA，Mp = 0.

(3) 对 A 的一切极大理想 m，Mm = 0.

证明: (1) 推 (2) 推 (3) 是显然的，下面证 (3) 推 (1).

假设 M ̸= 0，则存在一个非零元 x，设 a = Ann(x)，其中 a ̸= (1)，则存在一个极大理想 m 包含 a，考察元

素

x/1 ∈Mm

我们知道 Mm = 0，从而 x/1 = 0，从而 x 被 A−m 中的元素零化，与 Ann(x) ⊂ m 矛盾.

命题 4.2.2: 单射是局部性质

φ : M → N 是一个 A 模同态，TFAE：

(1) φ 是单的.

(2) ∀p ∈ SpecA，φp : Mp → Np 是单的.

(3) 对 A 的一切极大理想 m，φm : Mm → Nm 是单的.

证明: (1) 推 (2): 由于 0→M → N 正合，所以 0→Mp → Np 正合. 所以单.

(2) 推 (3) 显然.

只需要证明 (3) 推 (1). 令 M ′ = Ker(φ)，则序列

0→M ′ →M → N

是正合的，从而我们知道

0→M ′
m →Mm → Nm
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是正合的，从而我们知道 M ′
m = Ker(φm)，但是 φm 是单的，从而我们知道 M ′

m = 0，由零模是局部性质我

们知道 M = 0，从而 φ 是单的.

Remark 4.2.3

满射同样是局部性质，利用正合列同样证明.

引理 4.2.1: 平坦性在基变换下是稳定的

f : A→ B 是环同态，M 是平坦 A 模，则 MB = B ⊗AM 是平坦 B 模.

证明: 考虑 B 模正合列

0→ N ′ → N → N ′′ → 0

注意到

0 N ′ ⊗B (B ⊗AM) N ⊗B (B ⊗AM) N ′′ ⊗B (B ⊗AM) 0

0 (N ′ ⊗B B)⊗AM (N ⊗B B)⊗AM (N ′′ ⊗B B)⊗AM 0

0 N ′ ⊗AM N ⊗AM N ′′ ⊗AM 0

0 N ′ N N ′′ 0

canonical∼= canonical∼= canonical∼=

canonical∼= canonical∼= canonical∼=

⊗AM ⊗AM ⊗AM

命题 4.2.3: 平坦性是局部性质

M 是 A 模，TFAE：

(1) M 是平坦 A 模.

(2) ∀p ∈ SpecA，Mp 是平坦 Ap 模.

(3) 对 A 的一切极大理想 m，Mm 是平坦 Am 模.

证明: (1) 推 (2)：由于有环同态 f : A→ Ap，从而我们知道 Ap ⊗AM 是平坦 Ap 模，故由 4.1.3 知道

0 N ′ N N ′′ 0

0 N ′ ⊗Ap
(Ap ⊗AM) N ⊗Ap

(Ap ⊗AM) N ′′ ⊗Ap
(Ap ⊗AM) 0

0 N ′ ⊗Ap
Mp N ⊗Ap

Mp N ′′ ⊗Ap
Mp 0

canonical∼= canonical∼= canonical∼=

(2) 推 (3) 显然.

(3) 推 (1)：设 N → P 是同态，m 是任意的极大理想，则我们知道

N ↪→ P ⇒ Nm ↪→ Pm

⇒ Nm ⊗Am
Mm ↪→ Pn ⊗Am

Mm

⇒ (N ⊗AM)m ↪→ (P ⊗AM)m,by 4.1.4

⇒ N ⊗AM ↪→ P ⊗AM

从而我们知道 M 是平坦的.



CHAPTER 4. 环与模的局部化 37

4.3 局部化环的扩张和局限理想

还是考虑 A 的乘法封闭子集 S，由自然的同态

f : A→ S−1A, x 7→ x/1

令 C 为 A 的所有局限理想的集合，E 为 S−1A 的所有扩充理想的集合. 我们知道如果 a 是 A 的理想，则

ae = S−1a.

命题 4.3.1

(1) S−1A 中的每一个理想都是扩充理想.

(2) a 是 A 中的理想，则 aec =
⋃
s∈S

(a : s). 从而 ae = (1) 当且仅当 a 与 S 有交.

(3) a ∈ C 当且仅当 S 中的元素不是 A/a 中的零因子.

(4) S−1A 的素理想与 A 中与 S 不交的素理想一一对应 (p←→ S−1p).

(5) 函子 S−1 与有限和，乘积，交集与根运算交换.

证明: (1)设 b为 S−1A的理想，令 x/s ∈ b，则我们知道 x/1 ∈ b，从而知道 x ∈ bc，从而我们知道 x/s ∈ bce，

但是由于 bce ⊂ b，所以我们知道 b = bce.

(2) x ∈ aec = (S−1a)c ⇐⇒ x/1 = a/s 对于某些 a ∈ a, s ∈ S 成立 ⇐⇒ (xs− a)t = 0 对于某些 t ∈ S 成立
⇐⇒ xst ∈ a ⇐⇒ x ∈

⋃
s∈S

(a : s).

并且我们知道 ae = (1) ⇐⇒ ∃a ∈ a 使得 a/s = 1/1 ⇐⇒ (a− s)t = 0 ⇐⇒ ae ∋ at = st ∈ S.
(3) a ∈ C ⇐⇒ aec ⊂ a ⇐⇒ 存在 s ∈ S 使得 sx ∈ a，可以推出 x ∈ a ⇐⇒ S 中的元素都不是 A/a 的零

因子.

有必要解释一下第二个等价号，aec ⊂ a 当且仅当 aec = (S−1a)c = S−1a ∩ A ⊂ a，这告诉我们如果 x/s =

y ∈ A，则 y ∈ a，也就是说如果 x = sy ∈ a，则 y ∈ a.

(4) 若 q 是 S−1A 的素理想，则 qc 是 A 的与 S 无交的素理想. 相反地，若 p 是 A 中的素理想，则 A/p 是

整环，设 S 为 S 在 A/p 中的像，我们知道

S−1A/S−1p ∼= S
−1

(A/p)

所以如果 S 与 p 相交，则 S 中有 0，也就是说 S
−1

(A/p) = 0，也就是说 S−1p = (1). 反之如果 p 与 S 无

交，则由于 A/p 是整环，其分式化也是整环，从而 S−1p 是 S−1A 的素理想.

(5) 按定义验证即可.

Remark 4.3.1

我们需要给出一些说明，首先给出一些基本的内容：

a ⊂ aec, b ⊃ bce

在这个基础上我们来说明 (4) 中确实是一一对应，首先对于任意的素理想 p ∈ Spec(S−1A)，我们知道

p = pce，于是一个方向唯一性得到了验证，下面验证另一个方向.

对于 p ∈ Spec(A)，且 p 与 S 无交，我们要证明 pec = p，我们已知 p ⊂ pec，所以只需要证明 pec ⊂ p，

由于

pec = S−1p ∩A
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设 y = x/s ∈ S−1p ∩A，我们知道 ∃t ∈ S 使得 (x− sy)t = 0，也就是 (st)y = tx ∈ p，由于 st ∈ S，不
在 p 中，所以 y ∈ p，所以有 pec ⊂ p，故有 pec = p.

所以素理想之间确确实实是一一对应的.

Note 4.3.1

事实上，我们不仅有素理想的一一对应，还有 A 中与 S 无交的饱和理想与 S−1A 中真理想的一一对应.

我们先给饱和理想一个定义：一个 A 的理想 I 是 S-饱和的，如果对于任意的 a ∈ A 和 s ∈ S，如果有
sa ∈ I，则 a ∈ I. 或者等价的，I 饱和当且仅当 I = {a ∈ A : ∃s ∈ S, s. t. as ∈ I}.
则我们由上面命题 (3) 的证明过程可以知道，如果一个理想 a 是饱和的，则告诉我们对于任意的

y ∈ aec = S−1a ∩A

存在 x ∈ a, s ∈ S 使得 y/1 = x/s，也就是 sty = tx ∈ a，由饱和性我们知道 y ∈ a，也就是 aec ⊂ a，进

而有 a = aec，所以 a 就是局限理想，反过来也是正确的.

所以所有 S-饱和的理想与 A 中的局限理想一一对应，而所有局限理想又是和 S−1A 中的理想一一对应

的，故结论得证.

Remark 4.3.2

我们知道非幂零元一定不被某个素理想包含，采用分式环的语言可以让证明非常简洁：考虑集合 S = {fn}n≥0

不包含 0，则 S−1A = Af 不是零环，从而存在极大理想，而这个极大理想在 A 中的局限理想是素理想 p，

由上面命题我们知道 p 与 S 不相交，因此 f /∈ p.

Remark 4.3.3

我们用范畴论的语言来重新总结一下这个命题. 首先 (1) 是在说对于局部化而言右伴随 c 是左伴随 e 的一

个截面，或者说余单位 ε : ce → idY 在局部化中是同构，也就是说扩张 e 是满射，局限 c 是单射，也就是

说 bce = b. 这里稍微解释一下，由于我们知道

bcec = bc

由局限 c 是单射知道

bce = b

这就说明了 (1). 而 (2) 实际上是一种饱和化(saturation)的行为，我们本质上是定义了一种复合函子

T = c ◦ e : I(A)→ I(A), a→ aec

这个函子具有幂等性，因为在 (1) 中我们已经证明

ec = id

于是

T 2 = cece = c(ec)e = ce = T

我们可以看出 aec 就是 a的饱和化，它包含了所有“在局部化之后看起来属于 a”的元素. 若 x在局部化之

后看起来属于 a，这就说明存在 s ∈ S 使得 sx ∈ a，也就是说 x = x/1 = sx/s ∈ S−1a = ae，所以 x ∈ aec.

反过来如果 x ∈ aec，这也说明存在 s, t ∈ S, a ∈ a，使得 t(sx− a) = 0，即

stx ∈ a

所以我们发现

aec = {x ∈ A : ∃s ∈ S s. t. sx ∈ a} =
⋃
s∈S

(a : s)
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这也对应了我们在上面的 remark 中提到的饱和理想的概念，你会发现所谓的 S-饱和就是在 T 下保持不

变的理想. 现在也可以理解为什么我们称 T 为饱和化了，因为 T 2 = T，所以任何理想在 T 下都会成为

饱和理想. 对于 (3)，实际上我们会发现所谓局限理想 C 实际上就是饱和理想，因为如果 a = bc，则有

aec = bcec = bc = a，即饱和，反之亦然. 所谓 (3) 提供了一个局部化中饱和理想的判别法. 把 (3) 翻译一下

即若 s ∈ S, y ∈ A，则
sy ∈ a =⇒ y ∈ a

这正是在说饱和理想.

推论 4.3.1

(1) ∀p ∈ Spec(A)，有 Spec(Ap)→ {q ∈ Spec(A) | q ⊂ p} 为同胚.

(2) ∀f ∈ A，Spec(Af )→ D(f) = Spec(A)\V (f) 是同胚.

Remark 4.3.4

Spec(A/p) ∼= V (p) = {q ∈ Spec(A) : p ⊂ q}，Ap 有极大理想 pAp，令 S = A\p，S 为 S 在 A/p 中的像，

其实就是 A/p− {0}. 我们有

Ap/pAp = S−1A/S−1p ∼= S
−1

(A/p) = Frac(A/p)

推论 4.3.2

N 是 A 的小根，则 S−1N 是 S−1A 的小根.

证明: 由于 A 中与 S 不交的素理想与 S−1A 中的素理想一一对应，则我们知道

NS−1A =
⋂

q∈Spec(S−1A)

q =
⋂

p∈Spec(A),p∩S=∅

S−1p

注意到如果 p ∩ S 不空，则
S−1p = (1)

所以我们有

⋂
p∈Spec(A),p∩S=∅

S−1p =

 ⋂
p∈Spec(A),p∩S=∅

S−1p

⋂ ⋂
p∈Spec(A),p∩S ̸=∅

(1)


=

⋂
p∈Spec(A)

S−1p

= S−1

 ⋂
p∈Spec(A)

p


= S−1N
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推论 4.3.3

如果 p 是 A 的一个素理想，则局部环 Ap 中的素理想与 A 中包含在 p 中的素理想一一对应.

证明: 令 S = A\p，知道 Ap 中素理想与 A 中与 S 无交的素理想一一对应.

Remark 4.3.5

从 A 到 Ap 的过程消灭了包含于 p 之外的所有素理想，而从 A 到 A/p 的过程消灭了包含 p 之外的所有素

理想.

现在假设 p ⊃ q 是一对素理想，我们先对 p 局部化在对 q 取同余类(这两个次序是可以交换的)，这样我

们就可以把注意力只集中在 p 与 q 之间的素理想上来，特别地，如果 p = q，则得到一个域，称为其在理

想 p 处的 residue 域. 他可以作为整环 A/p 的分式域或者 Ap 的剩余类域得到.

命题 4.3.2

M 是有限生成 A 模，S 是一个乘法封闭子集，则

S−1(Ann(M)) = Ann(S−1M)

证明: 首先我们证明如果对 M,N 成立，则对 M +N 成立.

S−1(Ann(M +N)) = S−1(Ann(M) ∩Ann(N))

= S−1(Ann(M)) ∩ S−1(Ann(N))

= Ann(S−1M) ∩Ann(S−1N)

= Ann(S−1M + S−1N) = Ann(S−1(M +N))

从而我们只需要对一个元素生成的模 M 证明即可. 注意到单元素生成模满足

M ∼= A/a

其中 a = Ann(M)，而我们知道

S−1M ∼= S−1(A/a) ∼= S−1A/S−1a

所以我们知道

Ann(S−1M) = S−1a = S−1(Ann(M))

推论 4.3.4

N,P 为 M 的子模，P 是有限生成的，则 S−1(N : P ) = (S−1N : S−1P ).

证明: 注意到 (N : P ) = Ann(N + P/N)，有

S−1(N : P ) = S−1(Ann(N + P/N)) = Ann(S−1(N + P )/S−1N) = (S−1N : S−1P )
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命题 4.3.3

设 A→ B 是环同态，p 是 A 的一个素理想，那么 p 是 B 中某个素理想的局限当且仅当 pec = p.

证明: 若 p = qc，则我们知道 pec = p. 这是因为

bc = bcec

代入 b = q，p = qc 立刻得到.

另一方面，如果 pec = p，令 S 为 A − p 在 B 中的像，我们知道 pe 与 S 无交1，从而我们知道其在 S−1B

中的扩张理想是一个真理想，因此包含在某个极大理想 m ⊂ S−1B 中，如果 q 是 m 在 B 中的局限，则我们知道

q 是素理想，并且 pe ⊂ q，q ∩ S = ∅. 从而 qc = p.

A B S−1B

p pe S−1pe ⊂ m

p = qc q = mc

Remark 4.3.6

这就是我们前面所说局限理想就是饱和理想. 其集合视角就是说如果 pec = p，则 SpecB → SpecA 在 p 上

的纤维不是空集.

Remark 4.3.7

第二部分的证明还可以使用整环注入定理：一个整环单射进入环 R，则一定存在 R 的某个素理想的局限是

(0). 使用这个定理我们只需要考虑整环的单射：

A/p→ B/pB

于是存在 q ∈ Spec(B/pB) 使得

qc = (0)

即

qc = p

Remark 4.3.8

X = SpecA，则局部化可以诱导出一个层 OX，从而引入仿射概型(affine scheme).

1
因为 p

ec
= p，也就是说 f

−1
(Bf(p)) = p，从而 f(A− p) ∩ Bf(p) = ∅.



Chapter 5: 准素分解与结合素理想

准素分解, 又称 Lasker–Noether 准素分解或 Lasker–Noether 定理, 是 20 世纪初的代数学家对理想唯一分解

的推广尝试, 指的是 Noether 环的理想都能写成有限多个准素理想的交, 且有较弱的唯一性.

在现代交换代数中被废弃 , 完全由结合素理想的理论所取代

5.1 准素分解的定义与性质

定义 5.1.1: 准素理想

环 A 中的理想 q 是准素的，如果 q ̸= A，并且对于 xy ∈ q，有 x ∈ q 或者存在 n ≥ 1 使得 yn ∈ q.

Remark 5.1.1

换言之，q 准素，当且仅当 A/q ̸= 0 并且 A/q 的零因子都是幂零的.

Remark 5.1.2

显然，素理想都是准素的. 并且注意到 f : A→ B，如果 q 是 B 的准素理想，我们有 A/qc 同构于 B/q 的

某个子环，从而零因子都幂零，也就是说准素理想的局限都是准素的.

命题 5.1.1

q 是环 A 的准素理想，则 r(q) 是包含 q 的最小素理想.

Remark 5.1.3

如果 p = r(q)，则 q 称为 p-准素.

Remark 5.1.4

发现如果 q 是准素的，p = r(q)，则若 xy ∈ q，则 x ∈ q 或者 y ∈ p.

Remark 5.1.5

素理想的幂不一定是准素理想，准素理想也不一定是素理想的幂.

• 令 A = k[x, y, z]/(xy − z2)，则 p = (x, z) 是素理想(因为 A/p ∼= k[y] 是整环)，我们有 xy = z2 ∈ p2，

但是 x /∈ p2, y /∈ r(p2) = p. 因此我们知道 p2 不是准素的.

• 令 A = k[x, y]，q = (x, y2)，则我们知道 A/q ∼= k[y]/(y2)，在 A/q 中，零因子都是 y 的倍元，因此

幂零，所以 q 准素. 其根为 p = (x, y)，但是 p2 ⊊ q ⊊ p. 因此不是素理想的幂.

42
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命题 5.1.2

r(a) 是极大理想，则 a 准素. 特别地，极大理想的幂是准素的.

证明: 令 m = r(a)，m 在 A/a 中的像是 A/a 的幂零元根. 从而我们知道 A/a 只有一个素理想(这是因为 A/a

的素理想之交为 m/a，由于包含 a 的理想与 A/a 中理想一一对应，注意到 m/a 为极大理想，从而知道只有唯一

素理想).

只有唯一素理想，即幂零元根就是极大理想，从而我们知道 A/a 中的每一个元素要么是幂零元，要么是可

逆元(这里是因为每一个不可逆元都包含在某个极大理想中，但是这里只有一个极大理想，所以所有不可逆元都

在极大理想中)，从而每一个零因子都是幂零的，故准素.

Remark 5.1.6

根理想 r(a) 在商环 A/a 中的像为其幂零元根.

引理 5.1.1: 准素理想的交也是准素的

若 qi 都是 p 准素的，则 q =
n⋂
i=1

qi 是 p 准素的.

证明: 注意到

r(q) = r

(
n⋂
i=1

qi

)
=

n⋂
i=1

r(qi) = p

再假设 xy ∈ q，其中 y /∈ q，则我们知道存在一个 qj，使得 xy ∈ qj，并且 y /∈ qj，故 x ∈ p. 所以 q 是 p 准

素的.

引理 5.1.2

q 是 p 准素的，x ∈ A，则

(1) x ∈ q，则 (q : x) = (1).

(2) x /∈ q，则 (q : x) 是 p 准素的，故 r(q : x) = p.

(3) x /∈ p，则 (q : x) = q.

证明: (1)(3) 由定义立刻得到.

(2) 如果 y ∈ (q : x)，则 xy ∈ q，但是 x /∈ q，所以 y ∈ p，所以有 q ⊂ (q : x) ⊂ p，取根有 r(q : x) = p. 令

yz ∈ (q : x)，有 xyz ∈ q，若 y /∈ p，则有 xz ∈ q，也就是 z ∈ (q : x)，即 (q : x) 准素.
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定义 5.1.2: 准素分解

A 中的理想 a 是可可可分分分解解解的的的，如果存在准准准素素素分分分解解解：

a =
n⋂
i=1

qi

其中 qi 都是准素理想. 一个准素分解成为极极极小小小的的的(约约约化化化的的的)，如果 r(qi) 互不相同，并且
⋂
j ̸=i

qj ⊈ qi 对于任

意的 i 成立.

Remark 5.1.7

一般来说，准素分解不一定存在.

5.2 准素分解的唯一性定理

引理 5.2.1

a1, · · · , an 是理想，p 是素理想，若 p ⊃
⋂

ai，则存在 i 使得 ai ⊂ p. 特别地，若 p =
⋂

ai，则存在 i 使

得 p = ai.

定理 5.2.1: 第一唯一性定理

a 是一个可分解的理想，a =
n⋂
i=1

qi 是一个极小准素分解，令 pi = r(qi). 则 pi 恰好是 A = {r(a : x) : x ∈

A} 中出现的所有素理想. 从而与 a 如何分解无关.

证明: 对于任意的 x ∈ A，我们知道

(a : x) = (∩qi : x) = ∩(qi : x)

因此

r(a : x) =
⋂
r(qi : x) =

⋂
x/∈qi

pi

下面假设 r(a : x) 是素理想，我们知道 r(a : x) = pj 对于某个 j 成立(由引理). 因此每一个素理想都在 {pj}
中.

反过来，由于分解是极小的，所以对于每一个 i，存在 xi /∈ qi，xi ∈
⋂
j ̸=i

qj . 从而我们有

r(a : xi) = r
(⋂

qj : xi

)
=
⋂
r(qj : xi) = r(qi : xi) = pi

Remark 5.2.1

将 A/a 看成是 A 模，定理告诉我们 pi 恰好是作为 A/a 的元素的零化子的根理想而出现的素理想.

Remark 5.2.2

定理中的素理想 pi 称为属于 a 的，或者与 a 相伴. 理想 a 是准素的当且仅当它只有一个相伴的素理想：一

方面，如果 a 是 p 准素的，则 r(a : x) 要么是 (1) 要么是 p，从而只有一个相伴的素理想. 另一方面，如果
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只有一个相伴的素理想，也就是说 a = q，这是由极小性保证的.

Remark 5.2.3

集合 {p1, · · · , pn} 的极小元素叫做属于 a 的极小的或孤立的素理想，其余的叫做嵌入素理想.

命题 5.2.1

设 a 是一个可分解理想，那么任何素理想 a ⊂ p 都包含一个属于 a 的极小素理想，因此 a 的极小素理想

恰好是包含 a 的所有素理想集合中的极小元.

证明: 如果 p ⊃ a =
⋂

qi，则 p = r(p) ⊃
⋂
r(qi) =

⋂
pi. 因此我们知道存在某个 i 使得 p ⊃ pi.

命题 5.2.2

a 是可分解理想，a =
n⋂
i=1

qi 是一个极小准素分解，r(qi) = pi，则

n⋃
i=1

pi = {x ∈ A : (a : x) ̸= a}

特别地，如果零理想是可分解的，A 的零因子的集合 D 是属于 0 的素理想的并.

证明: 如果 a 是可分解的，那么 0 在 A/a 中是可分解的：即容易证明 qi 在 A/a 中的像仍然准素，所以 0 =⋂
qi.

因此只需要证明对零理想成立，我们容易知道

D =
⋃
x̸=0

r(0 : x)

我们还知道对某个 i 有下面式子成立(0 = ∩qi 分解极小)：

r(0 : x) =
⋂
x/∈qi

pi ⊂ pi

所以我们知道 D ⊂
n⋃
i=1

pi，我们知道每一个 pi 都形如 r(0 : x)，所以反方向的包含关系也成立.

此时我们知道结论对零理想成立，我们推回去：已知 0 在 A/a 中准素，有

n⋃
i=1

pi = {x ∈ A/a : (0 : x) ̸= 0}

对上面的式子取原像，容易知道

n⋃
i=1

pi = LHS = RHS = {x ∈ A : (a : x) ̸= a}

Remark 5.2.4

当零理想可分解的时候，我们知道：

• 零因子的集合等于所有属于 0 的素理想的并.
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• 幂零元的集合等于所有属于 0 的极小素理想的交.

第二条是因为 0 的极小素理想恰好就是所有包含 0 的素理想中的极小元(命题 5.2.1)，而任意素理想都

包含 0，所以成立.

下面研究准素理想在局部化下的变化.

命题 5.2.3

令 S 是乘法封闭的，令 q 是一个 p 准素理想.

(1) 若 S ∩ p ̸= ∅，则 S−1q = S−1A.

(2) 若 S ∩ p = ∅，则 S−1q 是 S−1p 准素的，并且其在 A 中的局限理想为 q.

Remark 5.2.5

所以我们注意到命题 4.3.1 中的 A 中与 S 不交的素理想与 S−1A 的素理想的一一对应将准素理想对应到准

素理想.

证明: (1) 若 s ∈ S ∩ p，则知道 sn ∈ S ∩ q 对于某个 n > 0，从而 S−1q 包含 sn/1，在 S−1A 中可逆.

(2) 若 S ∩ p = ∅，那么 s ∈ S 与 as ∈ q 推出 a ∈ q. 从而设 x ∈ A 满足 x/1 ∈ S−1q，则存在 t ∈ S 使得
tx ∈ q，也就是 x ∈ q. 所以知道 qec = q.

并且我们有

r(S−1q) = S−1r(q) = S−1p

并且容易推出是准素理想. 最后结合准素理想的局限仍然是准素理想，我们证明了结论，也即考虑 f : A →
S−1A 是标准映射，则

f∗ : {S−1A 中的理想} → {A 中与 S 无交的理想}, a 7→ f−1(a)

将准素理想一一对应到准素理想.

Remark 5.2.6

对于乘法封闭子集 S，以及理想 a，我们把 S−1a 在 A 中的局限理想记为 S(a).

命题 5.2.4

S 是一个乘法封闭子集，a 是一个可分解的理想. 令 a =
n⋂
i=1

qi 为极小准素分解. 令 pi = r(qi) 并且假设 qi

按顺序排开有：S 与 p1, · · · , pm 无交，与 pm+1, · · · , pn 相交. 则

S−1a =
m⋂
i=1

S−1qi, S(a) =
m⋂
i=1

qi

并且为极小的准素分解.

证明: 我们有

S−1a = S−1(∩qi) =
n⋂
i=1

S−1qi =
m⋂
i=1

S−1qi

并且 S−1qi 是 S−1pi 准素的. 由于 pi 互不相同，所以 S−1pi 互不相同(有素理想的一一对应关系)，从而得到
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一个极小的准素分解(极小性由 qi 的极小性保证，反之如果不成立，则存在 i 使得
⋂
i̸=j

S−1qj ⊂ S−1qi，也就是说

S−1

(⋂
j ̸=i

qj

)
⊂ S−1qi. 接着利用

⋂
j ̸=i

qj ⊈ qi 即可得到矛盾.).

对两边再次取极限，我们有

S(a) = (S−1a)c =
m⋂
1

(S−1qi)
c =

m⋂
i=1

qi

Remark 5.2.7

属于 a 的素理想集合 Σ 叫做孤立的，如果它满足下面的条件：如果 p′ 是属于 a 的素理想且 p′ ⊂ p，对某

个 p ∈ Σ，则 p′ ∈ Σ.

换言之，孤立的即向下封闭的.

Remark 5.2.8

由于属于 a 的素理想是有限的，所以孤立集合自然也是有限集合.

令 Σ 是属于 a 的孤立的素理想集合，令 S = A−
⋃
p∈Σ

p，我们容易证明 S 是乘法封闭的. 对于属于 a 的任何

素理想 p′，我们有

p′ ∈ Σ =⇒ p′ ∩ S = ∅

p′ /∈ Σ =⇒ p′ ⊈
⋃
p∈Σ

p =⇒ p′ ∩ S ̸= ∅

定理 5.2.2: 第二唯一性定理

设 a 是一个可分解的理想，a =
n⋂
i=1

qi 是 a 的极小准素分解，令 {pi1 , · · · , pim} 是 a 的素理想的孤立集合.

则 qi1 ∩ · · · ∩ qim 与分解无关.

证明: 我们有

qi1 ∩ · · · ∩ qim = S(a)

其中 S = A− pi1 ∪ · · · ∪ pim，因此只依赖 a.

推论 5.2.1

孤立准素分支(即与极小素理想 pi 相对应的准素分支 qi) 由 a 唯一决定.

5.3 结合素理想

结合素理想是交换代数中的重要概念, 是准素分解理论的现代版本. 代数地看, 它是可以作为模中元素零化子

的素理想; 几何地看, 它是拟凝聚层截面支集的不可约分支.

在本节中，约定 A 是一个环，M 是一个 A-模.
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定义 5.3.1: Associated prime

如果 A 的素理想 p 满足以下等价条件之一，则称 p 为 M 的结结结合合合素素素理理理想想想.

(1) 存在 x ∈M 使得 Ann(x) = p.

(2) M 包含了一个同构于 A/p 的子模.

我们记 M 的结合素理想构成的集合为 AssA(M) 或者 Ass(M).

Remark 5.3.1

我们简单说明一下这两个条件为什么是等价的：如果 ∃x ∈M 使得 Ann(x) = p，我们考虑模同态 A→ Ax，

a 7→ ax，我们知道 Ker = p，于是 A/p ∼= Ax ⊂M . 于是得到了一个同构于 A/p 的子模.

反过来，假设存在这样一个子模 f : A/p ∼= N，设 x = f(1) ∈ N，则我们知道 N = Af(1)，于是我们知

道 Ann(x) = {a ∈ A : f(a) = 0} = p.

Remark 5.3.2

虽然结合素理想是对于一般的情况定义的，但是它往往只对 Noether 环表现良好，所以我们一般更关心

Noether 环上的情况.

命题 5.3.1

令 p 为集合 {Ann(x) : x ∈M,x ̸= 0} 中的一个极大元，则 p ∈ Ass(M).

证明: 我们只需要说明 p 是一个素理想即可，令 p = Ann(x)，假设 ab ∈ p，并且 b /∈ p，我们知道 abx = 0，

由于 Ann(bx) ⊇ Ann(x) = p，但是由于 p 是极大元，于是 Ann(bx) = Ann(x)，所以我们知道 a ∈ Ann(bx) =

Ann(x) = p. 于是 p 是素理想.

推论 5.3.1

若 A 是 Noether 环，则 Ass(M) = ∅ ⇐⇒ M = 0.

证明: 由于 A Noetherian ，故若 M ̸= 0，则 {Ann(x) : x ∈M,x ̸= 0} 有极大元，故 Ass(M) = ∅ ⇐⇒ M = 0.

推论 5.3.2

若 A 是 Noether 环，则 M 的零因子的集合是 M 的结合素理想的并.

Remark 5.3.3

利用环商掉素理想是整环，我们知道如果 R 是环(不必 Noether)，p 是其素理想，则 AssR(R/p) = {p}.
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命题 5.3.2

设有 A-模短正合列(此处 A 不必 Noether)

0→ N →M → Q→ 0

则 Ass(N) ⊂ Ass(M) ⊂ Ass(N) ∪Ass(Q)，第二个包含关系在正合列分裂时为等号.

证明: 由于可以把 N 看成是 M 的子模，所以第一个包含号由定义是显然的，下面我们来证明第二个.

设 p = Ann(m) ∈ Ass(M)，记 m 在 Q 中的像为 m，我们知道 p ⊂ Ann(m). 如果取等号，则 p ∈ Ass(Q).

如果是真包含关系，取 a ∈ Ann(m)\p，有 am = 0 但是 am ̸= 0，即 am ∈ N 且非零，由 p 是素理想，我们知

道 Ann(am) = p. 即 p ∈ Ass(N)，所以有第二个包含关系.

当正合列分裂时，N,Q 都是 M 的子模，所以有 Ass(M) ⊃ Ass(N) ∪Ass(Q)，于是有等号成立.

Remark 5.3.4

实际上，只需要正合列

0→ N →M → Q

就可以得到

Ass(M) ⊆ Ass(N) ∪Ass(Q)

事实上，任取 p ∈ Ass(M)，取 M 的同构于 A/p 的一个子模 M0，如果 N ∩M0 = {0}，则说明 M0 同构

于 Q 的一个子模，所以 p ∈ Ass(Q). 反之如果存在 0 ̸= x ∈ N ∩M0，则由于 M0
∼= A/p 是一个整环，于

是 p = Ann(x) ∈ Ass(N).

命题 5.3.3

A 是 Noether 环，M 是有限生成 A-模，则存在滤链

0 =M0 ⊊M1 ⊊ · · · ⊊Mn−1 ⊊Mn =M

以及一系列素理想 p1, · · · , pn 使得 Mi/Mi−1
∼= A/pi.

证明: 由于 M 是 Noether 环的有限生成模，于是 M 是 Noether 模，所以我们考虑子模集合

{N ⊂M : 命题对 N 成立}

显然非空，因为 0 在其中，从而有 M 是 Noether 模我们知道这个集合有极大元，设为 N，下面我们取证

明 N =M .

如果 N ⊊M，取 M/N 的结合素理想 p 以及元素 m 使得 Ann(m) = p，则我们知道 Am ∼= A/p.

取 m 的一个原像 m ∈ M，令 N ′ = N + Am，则我们知道 N ⊊ N ′，并且 N ′/N = Am ∼= A/p，于是与 N

极大矛盾，所以 N =M，也即命题对 M 成立.

推论 5.3.3

A 是 Noether 环，M 是有限生成 A-模，则 AssA(M) 有限.
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证明: 由命题，我们知道存在滤链

0 =M0 ⊊M1 ⊊ · · · ⊊Mn−1 ⊊Mn =M

以及一系列素理想 p1, · · · , pn 使得 Mi/Mi−1
∼= A/pi. 于是我们知道有正合列

0→Mn−1 →Mn →Mn/Mn−1 → 0

于是有

AssA(M) = AssA(Mn) ⊂ AssA(Mn−1) ∪Ass(Mn/Mn−1)

接着同理我们有

AssA(Mn−1) ⊂ AssA(Mn−2) ∪Ass(Mn−1/Mn−2)

于是最终有

AssA(M) ⊂ AssA(M1/M0) ∪AssA(M2/M1) ∪ · · · ∪AssA(Mn/Mn−1)

结合 Mi/Mi−1
∼= A/pi，我们知道 AssA(Mi/Mi−1) = AssA(A/pi) = {pi}. 于是我们知道是有限的.

引理 5.3.1: 与局部化的关系

A 是 Noether 环，M 是 A-模，令 S 为 A 的一个乘法封闭子集，则有

AssA(S
−1M) = f(AssS−1A(S

−1M)) = AssA(M) ∩ {p | p ∩ S = ∅} = AssA(M) ∩ f(SpecS−1A)

其中 f 是自然映射 Spec(S−1A)→ Spec(A).

证明: 设 p ∈ AssA(S
−1M)，则 p = AnnA(x) 对某个非零的 x ∈ S−1M 成立，且 p 是素理想. 若 p ∩ S ̸= ∅，则

存在 s ∈ p ∩ S，使得 sx = 0，但是我们知道 s 在 S−1A 中是可逆的，这与 x ̸= 0 矛盾. 所以我们知道 p 是 A 中

与 S 无交的素理想.

反过来，对于 p ∈ AssS−1A(S
−1M)，则 p = AnnS−1A(y) 对某个非零 y ∈ S−1M 成立，由于 S−1A 的素理想

都是扩张理想，所以我们设 p = S−1q，其中 q 是 A 中与 S 无交的素理想，我们知道

AnnS−1A(y) = S−1 AnnA(y)

也就是

S−1q = S−1 AnnA(y)

由于 q 是理想的局限，所以是饱和理想，下面我们说明 AnnA(y) 是饱和理想，从而由与 S 无交的饱和理想

与 S−1A 中理想的一一对应，我们可以得到 q = AnnA(y)，从而得证第一个等式.

对于任意的 x ∈ A，s ∈ S，设 sx ∈ AnnA(y)，从而我们知道，从而我们知道 sxy = 0 ∈ S−1M，也就是说

存在 t ∈ S 使得 tsxy = 0 ∈ M，于是我们有 (ts)xy = 0 ∈ M，于是有 xy = 0 ∈ S−1M，所以有 x ∈ AnnA(y)，

所以 AnnA(y) 是 S-饱和的.

现在证明第二个等式，取 p ∈ AssA(S
−1M)，设为 AnnA(m/s)，m ∈ M, s ∈ S，由 Noether 性知道 p 是有

限生成的，设为 (a1, · · · , an)，由 aim/s = 0 ∈ S−1M 知道存在 si ∈ S 使得 aisim = 0 ∈M .

从而不难发现 AnnA(s1 · · · snm) = p，所以 p ∈ AssA(M)，故

p ∈ AssA(M) ∩AssA(S
−1M) ⊂ AssA(M) ∩ f(Spec(S−1A))

而对于任意的 p ∈ AssA(M) ∩ f(SpecS−1A)，我们知道 p = AnnA(m)，并且 p 是 S−1A 的素理想，我们注

意到令 n = m/1 ∈ S−1M，显然有

p ⊂ AnnA(n)
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而对于任意的 x ∈ AnnA(n)，有 xn = 0 ∈ S−1M，也就是存在 s ∈ S 使得 sxn = 0 ∈ M，所以 sx ∈ p，但

是由于 p ∩ S = ∅，所以 x ∈ p，于是有

p = AnnA(n) ∈ AssA(S
−1M)

所以我们得证.

Remark 5.3.5

这个引理是在说局部化筛掉了那些与 S 有交的结合素理想.

定义 5.3.2: 模的支集

A-模 M 的支支支集集集指的是满足 Mp ̸= 0 的素理想 p 的集合，记作 SuppA(M)，无歧义时省略下标 A.

定理 5.3.1: 与支集的关系

AssA(M) ⊆ SuppA(M). 如果 A 是 Noether 环，则 SuppA(M) 中的极小元都在 AssA(M) 中. 特别地，如

果 M 有限生成，则有

AssA(M) = SuppA(M),
√
AnnA(M) =

⋂
p∈AssA(M)

p

证明: 如果 p ∈ AssA(M)，则我们知道 pAp ∈ AssAp
(Mp)，故 Mp ̸= 0，所以 AssA(M) ⊆ SuppA(M).

如果 p ∈ SuppA(M)极小，则 SuppAp
(Mp) = {pAp}，故我们知道AssAp

(Mp) = {pAp}(因为 p ∈ AssA(M) ⇐⇒
pAp ∈ AssAp

(Mp))，于是我们知道 p ∈ AssA(M). 如果 M 有限生成，则我们知道 SuppA(M) = V (Ann(M)) 在

A 的素谱中是闭集，所以由 AssA(M) ⊂ SuppA(M) 可以得到

AssA(M) ⊆ SuppA(M)

现在我们要证明反过来的方向也是正确的，任取 p ∈ SuppA(M)，由 Noether 环的性质，我们知道存在极小元

q ⊆ p，由于极小元都落在 AssA(M) 中，所以我们知道 q ∈ AssA(M). 而由于 q ⊆ p，我们知道

p ∈ {q} ⊆ AssA(M)

所以最终我们有

SuppA(M) ⊆ AssA(M) =⇒ SuppA(M) = AssA(M)

最后，由于 √
AnnA(M) =

⋂
AnnA(M)⊆p

p

对有限生成模 M 有

AnnA(M) ⊆ p ⇐⇒ p ∈ V (AnnA(M)) = SuppA(M)

所以 √
AnnA(M) =

⋂
p∈SuppA(M)

p

而所有极小元都在 AssA(M) 里面，所以最终有√
AnnA(M) =

⋂
p∈AssA(M)

p
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Remark 5.3.6

对于有限生成模而言我们会有

SuppA(M) = V (Ann(M))

大概就是如果消灭了零化子就不为零了.

命题 5.3.4

A 是 Noether 环，M 是 A-模，则自然映射

M →
∏

p∈AssA(M)

Mp

是单射.

证明: 若存在 m ̸= 0 使得 m 在自然映射的核里面，则我们取 Am 的一个结合素理想 p，不妨设

p = Ann(m)

注意到 p ∈ AssA(M)，于是存在 s ∈ A− p 使得 sm = 0，这与

Ann(m) = p

矛盾，所以 m = 0，即单射.

命题 5.3.5

A 是 Noether 环，f : M → N 是 A-模同态，如果对于每个 p ∈ AssA(M)，f 在 p 处的局部化都是单射，

那么 f 就是单射.

证明: 取 K = Ker f，知道 K 是 M 的子模，于是 K 的结合素理想都是 M 的结合素理想，然后由于局部化都

是单射，知道

Kp = Ker(f)p = Ker(fp) = 0

结合

K →
∏

p∈AssA(K)

Kp

是单射，我们知道 K = 0，即 f 是单射.
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6.1 整性

定义 6.1.1: 整元

B 是一个环，A 是 B 的含幺子环，元素 x ∈ B 是 A 上的整整整元元元，如果 x 是一个 A[x] 中的首首首一一一多项式的

根.

定义 6.1.2: 整闭包与整闭性

设 A ⊂ B 为子环，令
C := {b ∈ B : b 是 A 上的整元}

称 C 为 A 在 B 中的整整整闭闭闭包包包，如果 C = A，则称 A 在 B 中是整整整闭闭闭的的的. 如果 C = B，则称 B 在在在 A 上上上是是是

整整整的的的.

Remark 6.1.1

设 A 是整环，如果 A 在其分式域 K 上是整闭的，我们此时直接省略 K，简称 A 是整闭的.

如 Z 是整闭的，一般来说，可以证明 UFD 都是整闭的. 我们给出一个简单的证明：设 R 为一个 UFD，

K 是其分式域，我们下面证明 R 在 K 中整闭，假设 a ∈ K 在 R 上整，则存在首一多项式 f ∈ R[x] 使得
f(a) = 0，不妨设有

an + cn−1a
n−1 + · · ·+ c1a+ c0 = 0

设 a = p/q，其中 p, q ∈ R，把分母除掉有

pn + cn−1p
n−1q + · · ·+ c1pq

n−1 + c0q
n = 0

有

pn = −(cn−1p
n−1q + · · ·+ c1pq

n−1 + c0q
n)

由于 R 是 UFD，我们不妨设 p 与 q 没有公共的不可约因子，从而看上式右边可以被 q 整除，所以

q | p，再结合没有公共不可约因子，从而我们知道 q 是单位，从而 a ∈ R，从而 R 是整闭.

53
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命题 6.1.1

A ⊂ B，则 TFAE:

(1) x ∈ B 是 A 上的整元.

(2) A[x] 是有限生成 A 模.

(3) A[x] 包含于 B 的一个子环 C，其中 C 是有限生成 A 模.

(4) 存在一个忠实的 A[x]-模 M(即 AnnA[x](M) = 0)，作为 A 模是有限生成的.

证明: (1) 推 (2)：显然.

(2) 推 (3)：取 C = A[x] 即可.

(3) 推 (4)：取 M = A[x]，容易知道 1 ∈M，从而忠实.

(4) 推 (1)：考虑 M 到自身的同态 x : M →M，m 7→ xm，由于 M 作为 A 模是有限生成的，行列式办法告

诉我们存在 a1, · · · , an ∈ A 使得有
xn + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0

从而 xn + · · ·+ an ∈ A[x] 将 M 零化，因此由忠实性我们知道

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0 ∈ A[x]

于是我们知道 x ∈ B 在 A 上是整元.

推论 6.1.1

若 x1, · · · , xn ∈ B 均在 A 上整，则 A[x1, · · · , xn] 是一个有限生成的 A-模.

证明: 对 n 归纳立刻得到.

推论 6.1.2

B 中在 A 上的整元构成一个包含 A 的子环 C.

证明: 若 x, y ∈ C，我们知道 A[x, y]有限生成，从而 x±y, xy在 A上整(由于 A[x±y] ⊂ A[x, y]，A[xy] ⊂ A[x, y]
由命题 6.1.1 立刻得到). 当然也可以利用 Kronecker 积的方式通过构造矩阵特征值的方法来证明.

定义 6.1.3

令 f : A → B 是一个环同态，从而 B 是 A-代数，如果 B 在子环 f(A) 上是整的，那么 f 叫做整整整的的的，B

叫做整的 A-代数.

Remark 6.1.2

使用术语，我们知道上面的结果告诉我们

有限生成代数+整性 = 有限代数(即作为模是有限生成的)
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推论 6.1.3: 整性的传递性

若 A ⊂ B ⊂ C 是环，B 在 A 上整，C 在 B 上整，则 C 在 A 上整.

证明: 令 x ∈ C，我们有方程
xn + b1x

n−1 + · · ·+ bn = 0 (bi ∈ B)

我们知道 B′ = A[b1, · · · , bn] 是有限生成 A-模，并且 B′[x] 是有限生成 B′ 模，因此我们知道 B′[x] 是有限

生成的 A-模，我们知道 x 在 A 上整.

推论 6.1.4

令 A ⊂ B 是环，C 是 A 在 B 中的整闭包，那么 C 在 B 中是整闭的.

证明: 令 x ∈ B 在 C 上整，我们知道 x 在 A 上整，从而 x ∈ C.

下面的命题指出整性被商环与局部化保留.

命题 6.1.2: 整性被商环与局部化保留

令 A ⊂ B 是环，B 在 A 上整.

(1) 若 b 是 B 的理想，a = bc = A ∩ b，则 B/b 在 A/a 上整.

(2) 若 S 是 A 的乘法封闭子集，那么 S−1B 在 S−1A 上整.

证明: (1) 首先我们要说明可以诱导一个 A/a 到 B/b 的一个嵌入，我们可以考虑 x+ a ∈ A/a，嵌入到 x+ b ∈
B/b，这个是良定义的因为如果 x− y ∈ a，则一定有 x− y ∈ b，从而 x+ b = y + b，于是是一个嵌入.

若 x ∈ B，有
xn + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0

其中 ai ∈ A，两边同时模 b 结论得证.

(2) 令 x/s ∈ S−1B(x ∈ B, s ∈ S)，在上面等式中两边除掉 sn，我们知道

(x/s)n + (a1/s)(x/s)
n−1 + · · ·+ an/s

n = 0

所以 x/s 在 S−1A 上整.

6.2 GOING-UP

命题 6.2.1

A ⊂ B 是整环，B 在 A 上整，那么 B 是域当且仅当 A 是域.

证明: 若 A 是域，令 y ∈ B，y ̸= 0，令 y 的最低次的零化首一多项式为

yn + a1y
n−1 + · · ·+ an = 0 (ai ∈ A)
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由于 B 是整环，所以我们有 an ̸= 0. 否则 y 有零因子，于是有

y−1 = −a−1
n

(
yn−1 + a1y

n−2 + · · ·+ an−1

)
∈ B

因此 B 是域，反之若 B 是域，设 x ∈ A，则 x−1 ∈ B 在 A 上整，我们有方程

x−m + a′1x
−m+1 + · · ·+ a′m = 0 (a′i ∈ A)

因此 x−1 = −(a′1 + a′2x+ · · ·+ a′mx
m−1) ∈ A. 因此 A 是域.

Remark 6.2.1

实际上我们有结论是整扩张保持 Krull 维数不变，从而有

dimA = dimB

所以如果二者之一的维数是 0，则都是零，零维整环就是域.

推论 6.2.1

A ⊂ B 是环，B 在 A 上整，令 q 是 B 的素理想，p = qc = q ∩A. 则 q 是极大的当且仅当 p 是极大的.

证明: 我们知道 B/q 在 A/p 上整，所以 B/q 是域当且仅当 A/p 是域.

推论 6.2.2: Incomparability Theorem

令 A ⊂ B 是环，B 在 A 上整. 令 q, q′ 是 B 的素理想使得 q ⊂ q′，并且 qc = q′c = p. 那么 q = q′.

证明: 由于局部化保持整性，我们知道 Bp 在 Ap 上整. 令 m = pAp 是 p 在 Ap 中的扩理想，n 与 n′ 为 q 与 q′

在 Bp 中的扩理想.

则知道 m 是 Ap 的极大理想，并且有 n ⊂ n′，由于有 m ⊂ nc，再结合 m 的极大性，我们知道 nc = n′c = m.

我们考虑

Ap/m→ Bp/n

由于 Ap → Bp 是整扩张，所以上面的商环也是整扩张，由于 m 是极大理想，所以 Ap/m 是域，从而 Bp/n 也是

域，所以 n 是极大理想，同理 n′ 也是极大理想. 从而 n = n′，由局部化素理想的一一对应，得到 q = q′.

Remark 6.2.2

这个命题叫做不可比较定理，也就是说只要 q 和 q′ 都在 p 的上方，就没法比较他们的大小，除非他们相

等. 其几何视角的含义是 SpecB → SpecA 的同一根纤维上不能发生包含关系，如果两个点投影到同一个

点，那么要么完全一样，要么毫无关系(没有包含关系).

我们也可以从维数的角度来理解，q ⊊ q′ 意味着

dimB/q > dimB/q′

但是整扩张是保持维数不变的，如果在上面的维数下降了，那么在 A 中的维数也要下降，但是他们投影下

来的是同一个 p 维数没变，所以只能相等.
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定理 6.2.1: 整扩张诱导素谱的满射(Lying Over Theorem)

令 A ⊂ B 是环，B 在 A 上整. p 是 A 的素理想，那么存在 B 的素理想 q 使得 q ∩A = p.

证明: 首先 Bp 在 Ap 上整.

A B

Ap Bp

α β

图表交换，水平箭头是单射. 令 n 是 Bp 一个极大理想，那么我们有 m = n ∩ Ap 是极大的(推论 6.2.1)，因

此是局部环 Ap 唯一的极大理想 pAp.

SpecA SpecB

m ∩A n ∩B

m = n ∩Ap n

SpecAp SpecBp

如果 q = β−1(n) = n ∩B，那么 q 是素的，我们有 q ∩A = α−1(m) = p.

Remark 6.2.3

这个定理的另外一个表述是：A ⊂ B，B 是 A 的整扩张，则有 SpecB → SpecA 是满射.

定理 6.2.2: Going-up theorem

令 A ⊂ B 是环，B 在 A 上整，p1 ⊂ · · · ⊂ pn 是 A 的素理想链，q1 ⊂ · · · ⊂ qm(m < n) 是 B 的素理想

链，使得 qi ∩A = pi(1 ≤ i ≤ m).

那么链 q1 ⊂ · · · ⊂ qm 可以扩充成链 q1 ⊂ · · · ⊂ qn 使得 qi ∩A = pi 对于 1 ≤ i ≤ n 成立.

证明: 使用归纳法我们立刻得到只需要证明 m = 1，n = 2 的情况.

令 A = A/p1，B = B/q1，那么有

A ⊂ B

我们知道 B 在 A 上整. 由 Lying Over Theorem 知道存在 B 的素理想 q2 使得 q2 ∩ A = p2，其中 p2 是 p2

在 A 中的像. 把 q2 映回 B，我们得到所需的 q2.

Remark 6.2.4

我们给出 going up 的另外一个表述：A ⊂ B 是整扩张，则对于任意的 p, p′ ∈ SpecA 使得 p ⊂ p′，则对于
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任意的 q ∈ SpecB 使得 p = q ∩A，存在 q′ 使得 q ⊂ q′ 并且 q′ ∩A = p′.

SpecA SpecB

p′ = q′ ∩A q′

p′ = q′ ∩A/p q′

SpecA/p SpecB/q

定理 6.2.3: 整扩张保持 Krull 维数

如果 A ⊆ B 是整扩张，则其 Krull 维数相等.

证明: 设 A 有素理想升链

p0 ⊊ p1 · · · ⊊ pn

由 Lying Over 我们知道存在 q0 ∈ SpecB 使得 q0 ∩A = p0，于是由 Going up 我们知道存在 B 中的素理想升链

q0 ⊊ q1 · · · ⊊ qn

所以我们知道

dimB ≥ dimA

反过来，如果 B 中存在素理想升链

q0 ⊊ q1 · · · ⊊ qm

把它映回 A 中得到

p0 ⊊ p1 · · · ⊊ pm

如果 dimB > dimA，则一定存在 pi = pi+1，由 Incomparability Theorem 我们知道 qi = qi+1，矛盾. 所以有

dimB ≤ dimA

于是

dimA = dimB

6.3 GOING-DOWN

命题 6.3.1: 局部化保持整闭包

A ⊂ B 是环，C 是 A 在 B 中的整闭包，S 为 A 的一个乘法闭子集，则 S−1C 是 S−1A 在 S−1B 中的整

闭包.

证明: 由前面结论，我们知道 S−1C 在 S−1A 上整，反过来，如果 b/s ∈ S−1B 在 S−1A 上整，则我们有

(b/s)n + (a1/s1)(b/s)
n−1 + · · · an/sn = 0
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令 t = s1 · · · sn，我们对上面的方程两边同时乘 (st)n，所以我们有 bt 在 A 上整，于是 bt ∈ C，从而我们知
道 b/s = bt/st ∈ S−1C.

命题 6.3.2: 整闭是局部性质

A 是一个整环，TFAE：

(1) A 是整闭的.

(2) 对每个素理想 p，Ap 是整闭的.

(3) 对每个极大理想 m，Am 是整闭的.

证明: 令 C 为 A 在 K = Frac(A) 中的整闭包，则有

A ⊂ C ⊂ K

上面命题告诉我们 Cp 是 Ap 在 K 中的整闭包. 于是考虑含入映射

f : A ↪→ C

我们知道 A 整闭当且仅当 f 是满射，而我们知道满射是局部性质，从而知道 f 是满射当且仅当对于任意的

p，有 fp 是满射，这又当且仅当对于任意的极大理想 m，fm 是满射，于是命题得证.

Remark 6.3.1

A ⊂ B 是环，a 是 A 的理想. B 的元素称为在 a 上整的，如果满足 A 上的整相关条件，并且系数都在 a

中. a 在 B 中的整闭包是 B 中所有在 a 中整的元素的集合.

引理 6.3.1

令 C 是 A 在 B 中的整闭包，ae 表示 a 在 C 中的扩理想，那么 a 在 B 中的整闭包是 r(ae)(因此对加法

与乘法封闭).

证明: 如果 x ∈ B 在 a 上整，则存在 a1, · · · , an ∈ a，使得

xn + a1x
n−1 + · · · an = 0

于是我们知道 x ∈ C，并且 xn = −(a1xn−1 + · · · an) ∈ ae，于是有 x ∈ r(ae).
反过来，如果 x ∈ r(ae)，则有

xn =
∑

aixi

对于某个 n > 0，ai ∈ a，xi ∈ C 成立. 由于 xi 都是 A 上的整元，于是我们知道 M = A[x1, · · · , xn] 是有限
生成 A-模，并且我们有 xnM ⊂ αM，从而我们由引理 1.4.1 知道，取 φ = xn，知道 xn 在 α 上整，于是 x 在 α

上整.

命题 6.3.3

A ⊂ B 是整环，A 是整闭的，x ∈ B 在 A 的理想 a 上整. 那么 x 在 A 的分式域 K 上代数，并且如果 x

在 K 上的极小多项式是 tn + a1t
n−1 + · · ·+ an，那么 a1, · · · , an ∈ r(a).
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证明: 设 x 被系数在 a 中的首一多项式 f 零化，显然我们知道 x 在 K 上代数，令 L 为 fx 在 K 上的分裂域，

x1, · · · , xn 为 fx 所有的根，显然我们有 xi 在 a 上整.

x 在 K 上的极小多项式的根一定在 xi 中，于是我们由 Vieta 定理知道极小多项式的系数一定是 xi 的多项

式，结合 xi 在 a 上整，由上面引理(对加法与乘法封闭)我们知道系数在 a 上整，再结合 A 是整闭的(在上面引理

中 C = A)，再由上面的引理我们可以知道这些系数一定在 r(a) 中.

定理 6.3.1: Going-down theorem

令 A ⊂ B 是整环，A 整闭，B 在 A 上整. 令 p1 ⊃ · · · ⊃ pn 是 A 的素理想链，q1 ⊃ · · · ⊃ qm(m < n) 是

B 的素理想链，使得 qi ∩ A = pi(1 ≤ i ≤ m)，那么链 q1 ⊃ · · · ⊃ qm 可以扩充成链 q1 ⊃ · · · ⊃ qn，使得

qi ∩A = pi(1 ≤ i ≤ n).

证明: 我们只需要对二元形式证明即可，考虑 m = 1，n = 2，由于 B 中包含于 q1 的素理想与 Bq1
中的素理想

一一对应，我们可以考虑去说明 p2 是 Bq1
中素理想的局限. 这等价于说明

Bq1
p2 ∩A = p2

对于任意的 x ∈ Bq1
p2，一定是形如 y/s，其中 y ∈ Bp2，s ∈ B−q1，由引理 6.3.1知道(在引理中令 C = B)

y ∈ Bp2 = pe2 ⊂ r(pe2)，于是 y 在 p2 上整，于是我们知道 y 在 K 上极小多项式的系数都在 r(p2) = p2 中，即形

如

yr + u1y
r−1 + · · ·+ ur = 0

其中 u1, · · · , ur ∈ p2. 现在假设 x ∈ Bq1
p2 ∩A，则 s = yx−1，其中 x−1 ∈ K，所以 s 在 K 中的极小多项式

就是

sr + v1s
r−1 + · · ·+ vr = 0

其中 vi = ui/x
i，所以有

xivi = ui ∈ p2

由于 s 在 A 上整，所以在上面命题中取 a = (1)，可以知道 vi ∈ r((1)) = A，假设 x /∈ p2，则有 vi ∈ p2，从

而有 sr ∈ Bp2 ⊂ Bp1 ⊂ q1，因此 s ∈ q1，这与 s ∈ S = B − q1 矛盾. 于是 x ∈ p2，因此 Bq1
p2 ∩A = p2 得证.

Remark 6.3.2

我们给出 going down 定理的另外一个叙述：A ⊂ B 是整扩张，A,B 都是整环，则对任意的 p, p′ ∈ SpecA

使得 p′ ⊂ p，且存在 q ∈ SpecB 使得 q ∩A = p，则存在 q′ ∈ SpecB 使得 q′ ⊂ q 并且 p′ = q′ ∩A.

命题 6.3.4

A 是一个整闭的整环，K 是其分式域，L 是 K 的一个有限可分代数扩张，B 是 A 在 L 中的整闭包. 那

么存在 L 在 K 上的基 v1, · · · , vn 使得 B ⊂
n∑
i=1

Avi.

证明: 我们选取 L 在 K 上的一组基 v1, · · · , vn，为了方便，我们可以不妨假设它们都属于 B(乘上一个充分大

的分母即可). 我们定义一个双线性型

(x, y) 7→ TrL/K(xy)

由于扩张可分，所以这个二次型非退化，从而存在对偶基 u1, · · · , un 使得

Truivj = δij
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现在任取 b ∈ B，我们知道 b 可以写成

b =
n∑
j=1

cjuj

两边同时乘 vi 并取 trace，得到

Tr(bvi) = Tr
(∑

cjujvi

)
=
∑

Tr(cjujvi) = cj

结合 b, vi 都在 B 中，我们知道

cj = Tr(bvi) ∈ A

所以我们知道

B ⊂
n∑
i=1

Aui

Remark 6.3.3

这个定理告诉我们整闭包的扩张不会超过域的扩张次数.

6.4 赋值环

定义 6.4.1: 赋值环

令 B 是一个整环，K 是其分式域，B 叫做 K 的一个赋赋赋值值值环环环，如果对于每一个 x ̸= 0，x ∈ B 或者

x−1 ∈ B 至少成立一个.

Remark 6.4.1

赋值环中的整除关系是全序.

命题 6.4.1: 赋值环是局部整闭整环

B 是 K 的赋值环，则

(1) B 是局部环.

(2) 如果 B′ 是一个中间环，即 B ⊂ B′ ⊂ K，则 B′ 是 K 的一个赋值环.

(3) B 是整闭的.

证明: (1) 令

m = {x ∈ B | x 非单位(在 B 中)}

则在 K 中： x ∈ m当且仅当 x = 0或者 x−1 /∈ B. 若 a ∈ B 与 x ∈ m，我们知道 ax ∈ m，否则 (ax)−1 ∈ B 因此

x−1 = a(ax)−1 ∈ B

矛盾. 从而 m 有吸收性，下面假设 x, y ∈ m 非零，则 xy−1 ∈ B 或者 x−1y ∈ B. 若 xy−1 ∈ B，则

x+ y = (1 + xy−1)y ∈ Bm ⊂ m

x−1y 同理，于是我们知道 m 加法封闭，于是 m 是一个理想，于是 B 是一个局部环.
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(2) 由定义显然.

(3) 对任意的 x ∈ K 在 B 上整，我们有

xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn = 0

其中 bi ∈ B. 若 x ∈ B 则已经成立，反之如果 x /∈ B，则 x−1 ∈ B，这导致

x = −(b1 + b2x
−1 + · · ·+ bnx

−(n−1)) ∈ B

从而我们知道无论如何 x 都在 B 中，于是整闭.

定理 6.4.1

A是整环，K 是其分式域，p ∈ Spec(A)，则存在一个 K 的赋值环 B，使得 A ⊂ B ⊂ K 并且 mB∩A = p.

证明: 考虑 A 在 p 处的局部化 Ap，我们将 A 替换成 Ap，p 被 pAp 替换为极大理想. 令

F = {B 包含 A 为 K 的子环，并且 1 /∈ pB}

很显然 A ∈ F，所以不是空集，对 F 的全序子集，我们容易知道所有东西的并仍然落在里面，所以由 Zorn

引理我们知道存在一个极大元 B，由于 pB ̸= B，于是存在包含 pB 的极大理想 m，注意到 B ⊆ Bm，而显然

pBm ̸= Bm，所以 Bm ∈F，于是由极大性可以保证

B = Bm

并且 B 是局部环，还有 p ⊂ m，结合 p 是 A 的极大理想，于是 p = A ∩m，现在我们只需要证明 B 是 K 的赋

值环. 现在假设 x ∈ K,x /∈ B，则我们知道 B[x] /∈F，所以有

1 ∈ pB[x]

即存在 ai ∈ pB，使得

1 = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

由于 a0 ∈ m = R，所以 1− a0 是单位，于是我们可以变成

1 = b1x+ · · ·+ bnx
n

其中 bi ∈ m，在所有情况中选择使得 n 最小的情况，此时如果 x−1 /∈ B，我们同理有

1 = c1x
−1 + · · ·+ cmx

−m

其中 ci ∈ m，同理选择使得 m 最小的情况，如果 n ≥ m，我们在上式同时乘 bnx
n，会得到一个比 n 更小的情

况，矛盾. 如果 n < m，同理可得矛盾，所以 x−1 ∈ B，即 B 是赋值环.

推论 6.4.1

A 是一个整环，K 为其分式域，则其 K 中的整闭包 A 可以写成

A =
⋂

A⊂B⊂K,B is a valuation ring of K

B



CHAPTER 6. 整性与赋值 63

证明: 如果 A ⊂ B ⊂ K，对于 K 的赋值环，则由于 B 是整闭的，我们知道 A ⊂ B.

反过来，对于 x ∈ K，并且 x /∈ A，我们将找到一个赋值环 B 使得 A ⊂ B ⊂ K，并且 x /∈ B.

令 y = x−1，考虑 A′ = A[y] ⊂ K，则 1 /∈ yA′，否则

1 = a1y + · · ·+ any
n, ai ∈ A

这告诉我们 x 是 A 上的整元，矛盾.

从而我们知道 y 不是 A′ 中的单位，从而存在极大理想 m′ ⊂ A′，使得 y ∈ m′.

从而由上面定理我们知道存在 K 的赋值环 B，使得 B ⊃ A′，并且 mB ∩ A′ = m′，则 y = x−1 ∈ mB，这告

诉我们 x /∈ B.

定义 6.4.2: 赋值环的等价定义

(Γ,≤,+) 为一个全序 Abel 群，K 是一个固定的域，K 上的一个在 Γ 中的赋赋赋值值值是一个映射

v : K× → Γ

使得对任意的 x, y ∈ K×，满足

(1) v(xy) = v(x) + v(y).

(2) v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)}，x ̸= −y.

令 v(0) =∞，∞ > a,∀a ∈ Γ. 即对 Γ 进行一个延拓，从而得到

v : K → Γ ∪ {∞}

Remark 6.4.2

• 若 v : K → Γ ∪ {∞} 是一个赋值，则 Rv = {x ∈ K | v(x) ≥ 0} 是一个赋值环，带有极大理想
m = {x ∈ K : v(x) > 0}.

• 若 A ⊂ K 是一个赋值环，令 Γ = K×/A×，对任意的 ξ = [x], η = [y]，我们定义 ξ ≥ η ⇐⇒ xy−1 ∈
A. 容易验证是一个良定义的全序关系，则我们可以定义一个赋值

v : K× → Γ

为典范映射，于是我们得到了一个赋值.

于是我们知道

域 K 中的赋值环与其上的赋值是一一对应的.



Chapter 7: 链条件

7.1 链条件与正合列

命题 7.1.1

令 Σ 是一个偏序集，TFAE:

(1) 每一个升链 x1 ≤ x2 ≤ · · · 都会停止.

(2) 每一个 Σ 的非空子集都有极大元.

定义 7.1.1

令 Σ 为 M 的子模集合，令偏序关系为 ⊆，则我们称升链必停止为升升升链链链条条条件件件，简称 a.c.c. 一个模如果满

足升链条件，则称之为 Noether 模模模. 如果令偏序关系为 ⊇，我们称降链必停止为降降降链链链条条条件件件，简称 d.c.c.

一个模如果满足降链条件，则称之为 Artin 模模模.

命题 7.1.2

令 0→M ′ α→M
β→M ′′ → 0 是模正合列，则

(1) M Noetherian ⇐⇒ M ′ 与 M ′′ Noetherian.

(2) M Artinian ⇐⇒ M ′ 与 M ′′ Artinian.

证明: ⇒: 我们只需要注意到 M ′,M ′′ 的子模升链或者降链都由 M 的子模由子模或者商模的形式给出，所以由

M 的链条件可以得到 M ′,M ′′ 的链条件.

⇐: 令 (Ln) 为 M 的子模升链，则我们知道 (α−1(Ln)) 为 M ′ 的子模升链，(β(Ln)) 为 M ′′ 的子模升链，对

于充分大的 n 这两个升链都停止，然后可以证明 (Ln) 也停止.

推论 7.1.1

如果 Mi Noetherian(或者 Artinian)，则
n⊕
i=1

Mi 也 Noetherian(或者 Artinian).
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推论 7.1.2

A Noetherian(或者 Artinian)，M 是有限生成 A-模，则 M Noetherian(或者 Artinian).

Example 7.1.1

• 任何域都是 Noether 且 Artin 的.

• 环 Z/nZ 是 Noether 且 Artin 的.

• 环 Z 是 Noether 的，但并非 Artin 的.

• PID 都是 Noether 的.

• k[x1, x2, · · · ] 不是 Noether 的，但是由于是一个整环，我们可以考虑其分式域 K，K 是 Noether 的，

于是我们知道一个 Noether 环的子环不一定是 Noether 的.

• 考虑 X 是一个无限的紧 Hausdorff 空间，C(X) 是其上的实值函数环，取一个严格递减的闭集套

F1 ⊃ F2 ⊃ · · ·

令 an = {f ∈ C(X) : f(Fn) = {0}}，则我们知道 an构成了一个严格上升理想列，所以我们知道 C(X)

不是 Noether 的.

命题 7.1.3: Noehter/Artin 环的商环也是 Noether/Artin 的

A 是 Noether 环(或者 Artin 环)，a 是 A 的一个理想，则 A/a 是 Noether 环(或者 Artin 环).

证明: 由

0→ a→ A→ A/a→ 0

我们知道 A/a 作为一个 A-模是 Noehter/Artin 的，于是我们知道作为 A/a 模也是成立的.

7.2 合成列

定义 7.2.1

我们定义下面链的长度为 n：

M =M0 ⊋M1 ⊋ · · · ⊋Mn = 0

定义 7.2.2

一个 M 的合成列是一个形如

M =M0 ⊋M1 ⊋ · · · ⊋Mn = 0

的链，并且是极大的，即 Mi/Mi+1 是单模.
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命题 7.2.1

若 M 有一个长度为 n 的合成列，则每一个 M 的合成列的长度都是 n，并且每一个链都可以扩充为一个

合成列.

证明: 我们令

ℓ(M) =M 中合成列的最短长度

其中如果 M 没有合成列，则 ℓ(M) = +∞.

Claim 1: 若 ℓ(M) < +∞，则对于 N ⊊M，有 ℓ(N) < ℓ(M).

考虑 {Mi} 为 M 的最短长度的合成列，则我们注意到

Ni =Mi ∩N ⊂ N

并且

Ni/Ni+1 ⊂Mi/Mi+1

所以我们知道 Ni/Ni+1 =Mi/Mi+1 或者 0，从而 {Ni}(去掉某些重复项)是 N 的合成列，于是 ℓ(N) ≤ ℓ(M).

如果取等，说明所有的 Ni/Ni+1 = Mi/Mi+1，于是 Nn−1/Nn = Mn−1/Mn，由于 Nn = Mn = 0，于是 Nn−1 =

Mn−1，于是 Nn−2 =Mn−2，以此类推，这告诉我们 N =M .

Claim 2: 所有合成列都有相同的长度.

如果M 的某个合成列 {Mi}的长度为 k，我们知道M1 的合成列长度为 k−1，而我们知道 ℓ(M1) < ℓ(M) =

n，于是 k ≤ n.
所以所有合成列的长度都小于等于 n.

再假设存在某个合成列长度小于 n，这与 n 的取法矛盾，于是我们知道所有合成列长度相同.

假设某个链的长度小于 n，我们知道肯定不是合成列，从而可以往其中插入某些项使得长度更大，重复操作

我们得到结论.

命题 7.2.2: Composition series ⇐⇒ a.c.c + d.c.c

M 有一个合成列 ⇐⇒ M 满足两个链条件(即 a.c.c 与 d.c.c).

证明: ⇒ 是显然的.

⇐: 由于满足两个 a.c.c，我们知道存在一个极大的子模 M1 ⊂ M0 = M，同理 M1 存在极大子模 M2，以此

类推得到一个降链，但是由于 d.c.c，我们知道降链是有限的，于是我们得到了一个 M 的合成列.

定义 7.2.3: Finite length

M 是有有有限限限长长长度度度的的的，如果 M 有一个合成列.

Remark 7.2.1

ℓ(•) 其实是一个加性函数，我们考虑正合列

0→M ′ →M →M ′′ → 0

我们知道 ℓ(M) = ℓ(M ′) + ℓ(M ′′).
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命题 7.2.3

ℓ(·) 是有限长度 A-模的一个加性函数.

证明: 考虑正合列

0→M ′ α→M
β→M ′′ → 0

我们要说明 ℓ(M) = ℓ(M ′) + ℓ(M ′′). 取 M ′ 的一个合成列在 α 的像，再取 M ′′ 的一个合成列在 β 下的原像，

我们知道

α(M ′) = β−1(0)

于是我们可以把这两个合成列合起来，即

M = β−1(M ′′
0 ) ⊋ β−1(M ′′

1 ) ⊋ · · · ⊋ β−1(M ′′
s = 0) = α(M ′

0) ⊋ α(M ′
1) ⊋ · · · ⊋ α(M ′

t) = 0

得到一个新的合成列，于是我们知道

ℓ(M) = s+ t = ℓ(M ′) + ℓ(M ′′)

所以是一个加性函数.

命题 7.2.4: 线性空间与合成列

V 是域 k 上的一个线性空间，TFAE:

(1) V 有限维.

(2) V 作为 k-模是有限长度.

(3) V 作为 k-模 a.c.c.

(4) V 作为 k-模 d.c.c.

证明: (1) 推 (2) 是显然的，(2) 推 (3),(4) 我们在之前已经说明过，有先长度当且仅当满足两个链条件.

现在只需要说明 (3) 推 (1) 和 (4) 推 (1)，我们假设 V 不是有限维的，取出一组无限基 vi，我们令

Un = Span{v1, · · · , vn}, Vn = Span{vn+1, vn+2, · · · }

我们知道 Un 是无限升链，Vn 是无限降链，于是与 a.c.c 与 d.c.c 矛盾.

推论 7.2.1

A 是一个环，A 的极大理想 m1, · · · ,mn 满足 m1m2 · · ·mn = (0)，则 A Noehter ⇐⇒ Artin.

证明: 考虑 A ⊃ m1 ⊃ m1m2 ⊃ · · · ⊃ m1 · · ·mn = 0，我们知道 m1 · · ·mi−1/m1 · · ·mi 是一个 A/mi 上的线性空

间，于是 a.c.c ⇐⇒ d.c.c. 反复使用命题 7.1.2我们知道 A a.c.c(或者 d.c.c)当且仅当每一个 m1 · · ·mi−1/m1 · · ·mi

a.c.c(或者 d.c.c)，于是得证.



Chapter 8: Noether性及Hilbert基定理

8.1 Noether环与Noether模

定义 8.1.1: Noether环

设 R 是一个交换幺环，如果 R 的任意理想都是有限生成的，则 R 被称为 Noether 环.

命题 8.1.1: Noether环的等价定义

TFAE：

1. R 是诺特环.

2. R 的严格理想升链必停止.

3. R 的理想构成的非空子集有极大元.

证明:

(1)⇒ (2): 任取一个理想升链

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ · · ·

取 I =
⋃
In，容易知道有 I 是一个理想，由 R 诺特，知道 I 有限生成，我们设

I = (f1, · · · , fk)

从而我们知道一定存在某个 It 使得 (f1, · · · , fk) ⊂ It，从而有

It = It+1 = · · ·

(2)⇒ (3): 任意非空子集可以取出一个升链，从而由升链必停止知道有极大元.

(3)⇒ (1): 如果存在理想不有限生成，则一直可以取出

(f1) ⊊ (f1, f2) ⊊ (f1, f2, f3) ⊊ · · ·

没有极大元，与条件矛盾.

定义 8.1.2: Noether模

如果R-模 M 的所有子模都是有限生成的，则称 M 为Noether模模模.
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命题 8.1.2: Noether模等价定义

下面条件等价：

(1) M 是诺特模.

(2) M 的严格子模升链必停止.

(3) M 子模构成的非空子集有极大元.

Remark 8.1.1

注意到我们把模 M 取称 R，此时诺特模即变成诺特环. 所以诺特模是比诺特环更加一般的概念.

命题 8.1.3: 局部化保持诺特

A 是一个 Noether 环，S 是一个乘法封闭子集，则 S−1A 是诺特环.

证明: 对于任意 S−1A 的理想 a，我们知道 ac 作为 A 的理想有限生成，设由 x1, · · · , xn 生成，于是我们知道
a = ace = S−1ac 由 x1/1, · · · , xn/1 生成，于是任意理想有限生成，所以是 Noether 的.

Remark 8.1.2

另证：我们知道 S−1A 的理想与 A 中与 S 无交的局限理想一一对应，从而我们知道满足有限升链条件.

推论 8.1.1

A 是 Noether 环，p 是 A 的素理想，则 Ap 是 Noether 环.

8.2 环上的Hilbert基定理

定理 8.2.1: Hilbert Basis Theorem

R 是交换幺环，R 诺特，则 R[x] 诺特.

证明: 我们先定义首项的概念，如果

f = anx
n + · · ·+ a1x+ a0

则称 anx
n 为 f 的首项，an 为 f 的首项系数.

令 I ⊂ R[x]为 R中理想，令 f1 为 I 中次数最低的元素，下面归纳定义 fi: 对 i ≥ 1，如果 (f1, · · · , fi) ̸= I，

取 fi+1 为 I 中不在 (f1, · · · , fi) 里次数最低的元素，如果 (f1, · · · , fi) = I，则结论成立.

下面令 aj 为 fj 的首项系数，由于 R 诺特，则理想

J = (a1, a2, · · · )

是有限生成的，设 m 是最小的使得 J = (a1, · · · , am) 成立的整数，我们下面说明

I = (f1, · · · , fm)
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反之，存在 fm+1，但是注意到 fm+1 的首项系数

am+1 =
m∑
j=1

ujaj

我们定义

g =
m∑
j=1

ujfjx
deg fm+1−deg fj ∈ (f1, · · · , fm)

则我们知道 fm+1 − g 是 I 中不在 (f1, · · · , fm) 里且次数比 fm+1 更低的多项式，这与条件矛盾.

从而我们知道结论成立.

Remark 8.2.1

这个证明还是有些限制，我们后面会在分次环与 Gröbner 基中看到其他想法的证明，会更加一般化.

推论 8.2.1

诺特环的同态像也是诺特环. 更多的，如果 R0 是诺特环，R 是有限生成 R0 代数，则 R 是诺特的.

证明: 由于 R 的同态像一定同构于 R/J，其中 J 为 R 中理想，从而我们知道 R/J 中理想的原像是有限生成

的，从而知道生成元的像生成理想.

由 R 为 R0 上的有限生成代数，从而我们知道 R 是 S = R0[x1, · · · , xr] 的同态像，从而我们知道 S 诺特，

从而由于 R 是 S 的同态像，知道 R 是诺特的.

命题 8.2.1: 幂级数环上的Hilbert基定理

若 R 是诺特环，则 R[[x]] 是诺特环.

证明: 此时无法去考虑最低次数的多项式，但是我们可以反向考虑最低项的次数，我们考虑如下：

设 I 为 R[[x]] 的一个理想，定义其系数理想

Jn := {a : ∃f = axn +
∑
k>n

akx
k ∈ I}

我们显然知道有

J0 ⊂ J1 ⊂ J2 ⊂ · · ·

由于 R 诺特，从而存在 N 使得任意 n ≥ N 有 Jn = JN . 对于每一个 0 ≤ k ≤ N，存在 Jk 的有限生成元

{gk1, · · · , gks}.
对于每一个 gki，存在对应的幂级数 fki，我们下面说明 {fki} 生成了 I.

对于任意的 f ∈ I，设 f 的最低项为 axk，有 a ∈ Jk，从而存在生成元

a =
∑

aigki

考虑 f −
∑

aifki 最低次数更高，我们逐步归纳地可以将最低次数提升上去，最后由幂级数的收敛性我们得

到证明.
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命题 8.2.2: Artin-Tate

A ⊂ B ⊂ C 为环，A 是 Noether 环，C 为有限生成 A-代数，并且 C 满足下面两个条件之一

(1) C 是有限生成 B-模.

(2) C 是 B 的整扩张.

则 B 是有限生成 A 代数.

证明: 由于 C 是有限生成 A-代数，从而更是有限生成 B-代数，于是我们知道条件 (1)(2) 在这个意义下是等价

的，因为

有限生成代数+整扩张 ⇐⇒ 有限代数

我们令 x1, · · · , xm 为 C 作为 A-代数的生成元，令 y1, · · · , yn 为 C 作为 B-模的生成元，我们有

xi =
∑
j

bijyj , bij ∈ B; yiyj =
∑
k

bijkyk, bijk ∈ B

令 B0 是 bij 与 bijk 生成的有限生成 A-代数，我们知道 B0 是 Noether 的，有 A ⊂ B0 ⊂ B.

由于 C 的任何元素都是系数在 A 中的 x1, · · · , xm 的多项式，所以我们反复使用上面的关系降次可以知道 C

中的元素是 yi 的线性组合，所以 C 是有限生成 B0 模，由于 B0 是 Noehter 的，所以 B 作为 C 的子模是有限

生成 B0-模，又由于 B0 是有限生成 A-代数，所以知道 B 是有限生成 A-代数.

8.3 模上的Hilbert基定理

定理 8.3.1: Hilbert Basis Theorem on Modules

R 是诺特环，M 是有限生成 R-模，则 M 是诺特模.

证明: 设 M 由 f1, · · · , ft 生成，令 N 为 M 的子模，我们下面证明 N 是有限生成的.

如果 t = 1，则显然成立，下面假设 t > 1，且小于 t 时成立. 则 N 在 M/Rf1 中的像 Ñ 是有限生成的，令

g1, · · · , gs 为 N 中的元素，其像生成 Ñ . 由于 Rf1 ⊂ M，且由 f1 生成. 由 N ∩ Rf1 为 Rf1 的子模由归纳假设

知道是有限生成的，记生成元为 h1, · · · , hr.
我们下面说明 h1, · · · , hr 和 g1, · · · , gs 生成了 N：对于任意的 n ∈ N，则 n 在 Ñ 中的像为 gi 的像的线性组

合，则我们知道 N 中的元素可以表示为 Ñ 中一个原像与 N ∩Rf1 中元素的和，从而我们得证.

我们下面通过正合列的手段来看一下现代的证明方法.

命题 8.3.1

已知模的正合列

0→ A→ B → C → 0

则 B 是诺特模当且仅当 A,C 都是诺特模.

证明: ⇒: 已知 B 是诺特模，由于 A 可以看成是 B 的子模，从而 A 显然是诺特的(诺特模子模的子模还是诺

特模的子模，从而有限生成). 又由于 C 可以看做是 B 的商模，显然诺特模的商模还是诺特的，从而 C 也诺特.
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⇐: 若 A,C 都是诺特模，我们下面说明 B 满足升链条件，设 B 的一个子模升链为

N1 ⊂ N2 ⊂ · · ·

通过满射 g : B → C，我们可以得到 C 中的子模升链:

g(N1) ⊂ g(N2) ⊂ · · ·

从而由于 C 诺特，知道存在 k 使得

g(Nk) = g(Nk+1) = · · ·

把 A 视作是 B 的子模，我们得到 A 中的子模升链

A ∩N1 ⊂ A ∩N2 ⊂ · · ·

同理有存在 l，使得

A ∩Nl = A ∩Nl+1 = · · ·

所以我们取 i ≥ max{k, l}，对任意的 n ∈ Ni+1，存在 m ∈ Ni 使得 g(n) = g(m)，从而 n−m ∈ Ker g = A.

我们知道 Ni ∩A = Ni+1 ∩A，从而有 n−m ∈ Ni+1 ∩A = Ni ∩A，从而有

n = n−m+m ∈ Ni

所以有 Ni+1 ⊂ Ni，即 Ni = Ni+1. 从而升链最终稳定，我们知道 B 诺特.

Remark 8.3.1

这是一个非常有用的结论，我们有如下应用：

若 A,B 是诺特模，则 A⊕B 是诺特模，因为有

0→ A→ A⊕B → B → 0

若 R 是诺特模，则有

0→ R→ R2 → R→ 0

从而 R2 = R⊕R 诺特，然后通过归纳，我们得到

0→ R→ Rn → Rn−1 → 0

即 Rn 诺特.

最后我们再来看一下模上 Hilbert 基定理利用正合列的证明：

证明: M 是有限生成 R-模，设生成元为 f1, · · · , fn，我们知道

M ∼= Rn/Ker f, f : (a1, · · · , an) 7→ a1f1 + · · ·+ anfn

从而我们有

0→ Ker f → Rn
f→M → 0

所以由于 Rn 是诺特环，我们得到 M 是诺特环.

命题 8.3.2: PID上自由模的子模还是自由模

设 D 是 PID，M 是 D 上有限秩自由模，若 N 是 M 的子模，则 N 是 D 上自由模.
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证明: 由模上的 Hilbert 基定理，由于 D 诺特，M 有限生成，从而知道 M 是诺特模，从而 N 有限生成，设

生成元为

u1, · · · , ur

设 M 的生成元为

v1, · · · , vn

有 
u1
...

ur

 =


a11 · · · a1n
...

. . .
...

ar1 · · · arn



v1
...

vn


我们知道存在 D 上可逆矩阵 P,Q 使得

P


u1
...

ur

 = P


a11 · · · a1n
...

. . .
...

ar1 · · · arn

QQ−1


v1
...

vn

 = diag {d1, · · · , dm, 0, · · · , 0}Q−1


v1
...

vn


令 

f1
...

fr

 = P


u1
...

ur

 ,


e1
...

en

 = Q−1


v1
...

vn


从而知道 N ∼= D(d1e1)⊕D(d2e2)⊕ · · ·D(dmem) 为自由模.

8.4 Noether 环上的准素分解

定义 8.4.1: Irreducible ideals

一个理想 a 称为不不不可可可约约约的的的，如果

a = b ∩ c⇒ a = b or a = c

换言之，a 不能表示为两个真包含 a 的理想的交.

引理 8.4.1

A 是 Noether 环，则 A 的每一个理想都是有限个不可约理想的交.

证明: 假设不成立，则 A 中不满足条件的理想构成的集合非空，从而由 A Noether，知道有极大元 a，由于 a

是不能表示为不可约理想的交，所以 a 是可约的，即存在 a ⊊ b 与 a ⊊ c，使得 a = b ∩ c. 但是我们知道 b 和 c

都是有限个不可约理想的交，所以 a 也是，矛盾.

引理 8.4.2

Noether 环中的不可约理想都是准素的.
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证明: 我们先说明可以传递到商环中，即如果 A 的理想 a 是准素的，则 A/a 的零理想是准素理想，反过来如

果 A/a 的 (0) 是准素理想，则其原像 a 也是准素的.

所以我们现在只需要对于不可约的零理想证明即可，令 xy = 0，并且 y ̸= 0，则我们知道

Ann(x) ⊂ Ann(x2) ⊂ · · ·

会停止，从而存在 n 使得 Ann(xn) = Ann(xn+1) = · · ·，这告诉我们

(xn) ∩ (y) = 0

这是因为如果 a ∈ (y) 则 ax = 0，则如果 a ∈ (xn)，即 a = bxn，有 bxn+1 = 0，因此有 b ∈ Ann(xn+1) =

Ann(xn)，于是 bxn = 0，也就是 a = 0.

由于 (0) 是不可约的，并且 (y) ̸= 0，所以我们知道 (xn) = (0)，也就是 xn = 0，所以 (0) 是准素的.

命题 8.4.1: Lasker-Noether

Noether 环 A 的每个理想都有一个准素分解.

证明: 由于每个理想都是有限个不可约理想的交，而不可约理想都是准素的，得证.

命题 8.4.2

在 Noether 环 A 中，每个理想 a 都包含其根 r(a) 的一个幂次.

证明: 令 x1, · · · , xk 生成 r(a)，由于 xni

i ∈ a，令 m =
k∑
i=1

(ni − 1) + 1，我们知道 r(a)m 由 xr11 · · ·x
rk
k 生成，其

中
∑

ri = m，由抽屉原理我们知道至少有一个 ri ≥ ni，从而我们知道 r(a)m ⊂ a.

推论 8.4.1

诺特环的幂零元根是幂零的.

证明: 正在上面命题中取 a = (0) 即可.

推论 8.4.2

A 是 Noether 环，m 是 A 的极大理想，q 是 A 的理想，TFAE:

(1) q 是 m-准素的.

(2) r(q) = m.

(3) mn ⊂ q ⊂ m 对于某个 n > 0 成立.

证明: (1) 推 (2) 是定义，(2) 推 (1) 是命题 5.1.2，(2) 推 (3) 就是上面的命题，(3) 推 (2) 取根之后是显然的.
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定理 8.4.1

A 是 Noether 环，I ⊂ A 是理想，则

(1) I = q1 ∩ · · · ∩ qr，其中 qi ⊂ A 是准素理想并且 ∀i ̸= j，有 r(qi) ̸= r(qj).

(2) 令 pi = r(qi)，则 AssA(A/I) = {p1, · · · , pr} 由 I 唯一决定.

(3) 如果 p ⊃ I 是包含 I 的一个极小素理想，则存在 i 使得 p = pi ∈ AssA(A/I) 并且对应的准素理想 qi

被 I 与 pi 唯一决定.

证明: 考虑准素分解的第一和第二唯一性定理即可.

Remark 8.4.1

只有有限多个包含 I 的极小素理想. 我们还是假设 I = q1 ∩ · · · ∩ qr，我们知道有

r(I) =
⋂

p⊃I,p∈SpecA

p =
⋂

p⊃I,p minimal

p

最右端是一个有限交.



Chapter 9: Hilbert’s Nullstellensatz

9.1 Noether正规化定理

定理 9.1.1: Noether正规化定理

k 是一个域，A ̸= 0 是有限生成的 k-代数，则存在 k-代数无关的 t1, · · · , tn ∈ A，使得 A 在 k[t1, · · · , tn]
上整并且是有限代数.

证明: 令 y1, · · · , ym ∈ A，使得 A = k[y1, · · · , ym]，如果 y1, · · · , ym 本身就是代数无关的，则结束.

如果不是代数无关的，则存在 f ∈ k[x1, · · · , xm] 使得

f(y1, · · · , ym) = 0

设 d = deg(f) + 1，对于任意的单项式

α = axd11 · · ·xdmm

令 ℓ(α) = dd1 + d2d2 + · · · dm−1dm−1 + dm.

则对于任意的 f 中单项式 α ̸= β，则 ℓ(α) ̸= ℓ(β).

于是对于任意的 1 ≤ i ≤ m− 1，令 xi = yi − yd
i

m，则

f(x1 + ydm, x2 + yd
2

m , · · · , xm−1 + yd
m−1

m−1 , ym) = 0

从而对于任意的 f 中单项式 α = axd11 · · ·xdmm ，得到 ayℓ(α)m .

从而 ym 在 k[x1, · · · , xm−1] 上整，并且

A = k[x1, · · · , xm−1, ym]

于是 A 在 k[x1, · · · , xm−1] 上整，那么归纳，知道存在 B ⊂ k[x1, · · · , xm−1] 同构于多项式代数，并且

k[x1, · · · , xm−1] 在 B 上整，则 A 在 B 上整.

推论 9.1.1: Zariski 引理

A 是有限生成 k-代数，若 A 是一个域，则 A 是一个 k 的有限扩张.

证明: 由 Noether正规化定理我们知道存在一个同构于多项式环的 k-子代数 R ⊂ A，使得 A 在 R 上整，我们

下面说明 R = k.

反之，则 R = k[x1, · · · , xn]，则 x−1
1 ∈ A\R，这不可能，这是因为多项式环是整闭的.
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9.2 Hilbert零点定理

推论 9.2.1: 弱零点定理

k 是代数闭域，n ≥ 1，考虑 R = k[x1, · · · , xn]，则

(1) 任意 R 的极大理想 m 都形如 (x1 − a1, · · · , xn − an).

(2) I ⊊ k[x1, · · · , xn] 是理想，则存在 (a1, · · · , an) ∈ kn，使得

f(a1, · · · , an) = 0, ∀f ∈ I

证明: (1) 对于任意的 m ⊂ R 是极大理想，我们知道

k[x1, · · · , xn]/m

是 k 的一个有限扩张，再由 k 是代数闭，我们知道

k[x1, · · · , xn]/m ∼= k

令 ai 为 xi 在 R/m 中的像，我们知道

(x1 − a1, · · · , xn − an) ⊂ m

再由于是极大理想，我们知道 (x1 − a1, · · · , xn − an) = m.

(2) 任取极大理想 m ⊃ I，我们知道 m = (x1 − a1, · · · , xn − an)，则我们知道成立.

定理 9.2.1: 零点定理代数形式

k 是域，A 是有限生成 k 代数，则(用 J(A) 表示 A 的大根，也叫 Jacobson 根)

J(A) = Nilrad(A)

证明: 不妨设 A ̸= 0，若 J(A) ⊋ Nilrad(A)，取 a ∈ J(A)\Nilrad(A)，则我们取

S = {1, a, a2, · · · } ⊂ A

为一个乘法封闭子集，我们知道 Aa ̸= 0，取一个 Aa 的极大理想 p，并且我们知道 q = p∩A是 p在 A→ Aa

的原像，结合前面的推论我们知道 Aa/p 是 k 的有限扩张.

由于 A/q ⊂ Aa/p，由于是有限生成的，我们由等价条件知道 A/q 在 k 上整，这告诉我们 A/q 是域，即 q

是极大理想，但是与 a /∈ q 矛盾.

推论 9.2.2

k 是域，I ⊊ k[x1, · · · , xn] 为理想，则
√
I =

⋂
I⊂m,m max ideal

m
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证明: 我们只需要考虑 A = k[x1, · · · , xn]/I，我们有

J(A) = Nilrad(A)

注意这里的 Nilrad(A) 在商环原像就是
√
I，而 J(A) 拉回去的原像就是所有包含 I 的极大理想之交.

定理 9.2.2: Hilbert’s Nullstellensatz(强形式)

k 是代数闭域，考虑环 k[x1, · · · , xn]，则映射

Φ: {根理想} → {An(k) 中闭集}, a 7→ V (a)

是一个双射，其逆映射 Φ−1 定义为

V 7→ {f ∈ k[x1, · · · , xn] | ∀x ∈ V : f(x) = 0}

证明: 我们只需要说明
√
a = Φ−1(V (a))

这是因为如果有这个式子成立，则对根理想 a 显然有

Φ−1 ◦ Φ(a) = Φ−1(V (a)) =
√
a = a

所以 Φ 显然是单射. 另一方面，由于任意的 V = V (a) = V (
√
a)，所以显然是满射，于是双射.

下面说明上面的 claim 是正确的，我们很容易得到其中包含关系

√
a ⊂ Φ−1(V (a))

下面只要说明另一边，也就是对于任意的 f /∈
√
a，我们要找到一个点 x ∈ V 使得 f(x) ̸= 0. 考虑

R = k[x1, · · · , xn, y]/(a, f(x1, · · · , xn)y − 1) ∼= S−1

f
(k[x1, · · · , xn]/a)

其中 Sf = {fn}n≥0，f 为 f 在 k[x1, · · · , xn]/a 中的像，如果 R = 0，由局部化相关知识我们知道 Sf 含零，也

就是 f 是幂零的，所以 f ∈
√
a 矛盾，所以 R 不为零.

再由于 R 为有限生成 k-代数，取一个 R 的极大理想 m，令 R0 = R/m，所以 R0 是一个域，且是一个有限

生成 k-代数，由推论 9.1.1知道 R0 是 k 的有限扩张，从而是代数扩张，但是 k 是代数闭的，所以有 R0
∼= k，我

们设这个同构为 φ : R0 → k.

于是我们有代数同态

k[x1, · · · , xn, y]→ kR→ R/m
φ→ k, Ψ: k[x1, · · · , xn, y]→ k

R 非零，任取 R 中幺元 1R，有 1R 在上面同态下的像为

1R → 1k

注意在 R 中 1R = f(x1, x2, · · · , xn)y，取 x1, · · · , xn, y 在同态下的像为 a1, · · · , an, b ∈ K，我们有

f(a1, a2, · · · , an)b = 1

这告诉我们 f(a1, · · · , an) ̸= 0，但是对于任意的 g ∈ a，有 a ⊂ KerΨ，于是

g(a1, · · · , an) = Ψ(g(x1, · · · , xn)) = 0

所以 x = (a1, · · · , an) ∈ V (a)，但是 f(x) ̸= 0，故得证.
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Remark 9.2.1

我们实际上是想说明

I(V (a)) =
√
a

这实际上利用前面的零点定理的变体可以更快速地得到. 考虑 a 是 k[x1, · · · , xn] 的一个理想，我们由推论
9.2.2 可以得到

√
a =

⋂
a⊂m,m max ideal

m

注意到若令 p = (a1, · · · , an)，mp = (x1 − a1, · · · , xn − an)，则

a ⊂ mp ⇐⇒ ∀f ∈ a, f(p) = 0 ⇐⇒ p ∈ V (a)

所以我们注意到

I(V (a)) =
⋂

p∈V (a)

mp =
⋂

a⊂m,m max ideal

m

所以得到了

I(V (a)) =
⋂

a⊂m,m max ideal

m =
√
a

Remark 9.2.2

注意到代数形式并不要求 k 是代数闭的，所以代数形式实际上对应的是更加普遍的情况，同时也把零点定

理的含义翻译出来：即函数如果在所有点为 0，则就是幂零的.

Remark 9.2.3

其背后的代数结构为：有限生成代数一定是 Jacobson 环. 所谓 Jacobson 环指满足所有素理想都是极大理

想的交的环. 其证明也很简单，我们考虑 p 是 A 的素理想，则 B = A/p 仍然是有限生成代数，所以

J(B) = Nilrad(B)

拉回到 A 中即 ⋂
p⊂m

m = p



Chapter 10: 初窥不变量理论

我们下面简单介绍一下 Hilbert 基定理在不变量理论中的运用.

10.1 不变量理论基本介绍

定义 10.1.1: 群的线性表示

一个群的线性表示 φ 是一个群同态

φ : G→ GL(n,F)

其中 F 为任意域，n 称为表示的次数.

给定一个线性表示 ρ : G→ GL(n,F)，诱导了一个 G 在 V ∗ 上的作用: 设 x1, · · · , xn 为对偶基，从而我们定
义

g.xi(v) = xi(ρ(g)
−1(v))

我们定义 F[V ] = F[x1, · · · , xn]，记一个单项式为

xI = xi11 · · ·xinn , I = (i1, · · · , in)

从而任一 f ∈ F[V ] 都可以写作一个有限和

f(x1, · · · , xn) =
∑
I

aIx
I

我们可以定义一个 G 在单项式上的作用扩张：

g · (xi11 · · ·xinn ) =
(
g(x1)

i1 · · · g(xn)in
)

从而得到一个 G 在所有多项式上的作用：

gf = g

(∑
I

aIx
I

)
=
∑
I

aIg(x
I)

所以我们知道

gf(v) = f(ρ(g)−1v), ∀g ∈ G, v ∈ V, f ∈ F[V ]

注意到 f 的次数在作用之下是不改变的(这并不是显然的，我们考虑 gf 的形式，显然我们知道 gf 的次数不

会高于 f 的次数，同时由于作用是可逆的，从而有 f = g−1(gf)的次数不高于 gf 的次数，即有 deg gf = deg f .)，

从而我们知道

g : F[V ]→ F[V ], f 7→ gf

80
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是一个零次分次环同态，换言之即对于任意的 d ≥ 0，有同态

g : F[V ]d → F[V ]d, f 7→ gf

定义 10.1.2: 不变元素与不变子环

我们称 f ∈ F[V ] 是 G 作用下的不变元，如果

gf = f, ∀g ∈ G

我们令 F[V ]G ⊂ F[V ] 为所有不变元构成的子集.

Remark 10.1.1

我们容易说明 F[V ]G 构成一个子环: 对于任意的 f, g ∈ F[V ]G，任意 a ∈ G 有

a(f − g) = af − ag = f − g, a(fg) = a(f)a(g) = fg

从而构成 F[V ]G 实际上是一个子环.

Remark 10.1.2

由于不变元 f 在 ρ(G) 下也不变，并且一个群可能有不同的表示，所以有时候会把不变子环记为 F[V ]ρ(G).

引理 10.1.1

令 ρ : G→ GL(n,F) 是 G 的线性表示，令 H = G/Ker ρ，则我们有

F[V ]G = F[V ]H

证明: 由定义 H 诱导了一个忠实表示

ρ : H ↪→ GL(n,F)

则有 H ∼= p(H)，我们有

H ∼= ρ(H) = ρ(G/Ker ρ) = ρ(G)

所以有

F[V ]G = F[V ]ρ(G) = F[V ]ρ(H) = F[V ]H

Remark 10.1.3

由引理我们知道可以不妨设表示是一个忠实表示.

命题 10.1.1

F[V ]G 是一个 F-代数.

证明: 显然 F 中的元素都是不变的，特别地有

0, 1 ∈ F[V ]G
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如果 f ∈ F[V ]G，显然有 −f 也是不变元，下面假设 f1, f2 是不变元，从而有

g(f1 + f2) = gf1 + gf2 = f1 + f2 ∈ F[V ]G

还有

g(f1f2) = g(f1)g(f2) = f1f2 ∈ F[V ]G

故知道 F[V ]G ⊂ F[V ] 是一个子环，并且有 F 模结构，从而为 F-代数.

注意到 F[V ]G 是一个整环，还可以继承 F[V ] 的分次结构(作用是保次数的).

下面我们看一个具体的问题：令 {f1, f2, · · · } ⊂ F[V ]G 是 F [V ]G 作为 F -代数的极小生成元组，我们是否能

得到 {f1, f2, · · · } 是有限的？答案是肯定的.

在此之前先看一个例子：

Example 10.1.1

考虑群表示

ρ : Z/2Z→ GL(2,R), 1 7→

[
−1 0

0 1

]
我们下面可以说明

R[x, y]Z/2Z = R[x2, y]

显然有 x2 与 y 都是不变元，下面考察一般的情况，由于群作用保次数，所以任何一个多项式的齐次部

分都是不变元，所以不妨设 f 是齐次的，有

f(v) = f(x, y) = anx
n + an−1x

n−1y + · · ·+ a1xy
n−1 + a0y

n

考虑作用

1.f(v) = f(ρ(1)−1v) = f(−x, y) = f(x, y)

从而我们知道 f 被 x2 和 y 生成.

10.2 IT基本定理

引理 10.2.1

k 是一个域，令 S = k[x1, · · · , xr] 是一个按多项式次数分次的分次环. 令 R 为 S 的一个 k-子代数，如果

R 是 S 的一个直和项，即存在一个保持次数的 R 模同态 φ : S → R 使得 φ|R = idR，则 R 是有限生成

k-代数.

证明: 令 m ⊂ R 是由 R 中所有次数严格大于 0 的齐次元素生成的 R 中理想. 由于 S 是诺特的，我们知道 Sm

是有限生成的，并且由于 m 是齐次理想，所以我们可以选择出 m 中齐次元素 f1, · · · , fs 生成 Sm.

下面我们假设 R′ 是 S 中由 f1, · · · , fs 生成的 k-子代数，假设 f ∈ R 是齐次元素，我们对 f 的次数归纳说

明 f ∈ R′. 当 deg f = 0 的时候，我们有 f ∈ k ⊂ R′.

下面假设 deg f > 0，有 f ∈ m，由于 fi 生成了 Sm，我们可以说明

f =
∑

gifi

我们可以设 gi 都是齐次元素，并且有

deg gi = deg f − deg fi < deg f
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从而知道有

f = φ(gi)fi

由于 φ(gi) 次数比 f 严格低，并且 φ(gi) ∈ R，从而知道 φ(gi) ∈ R′，从而我们知道 f ∈ R′.

从而有 R ⊂ R′，反过来，由于 f1, · · · , fs 在 m 中，从而 R′ = F[f1, · · · , fs] ⊂ R，故 R 为有限生成 F-代数.

Remark 10.2.1

我们在这里稍微解释一下为什么 R 为 S 的直和项与存在一个保持次数的 R 模同态 φ : S → R 使得 φ|R =

idR 等价.

若存在满足条件的同态，我们有正合列

0→ Kerφ→ S → R→ 0

并且我们可以构造出 h : R→ S, r 7→ r，从而有 φ ◦ h = idR，从而我们知道正合列分裂

S ∼= Kerφ⊕R

反之如果为直和项，很容易构造出满足条件的同态，取投影映射即可.

定理 10.2.1: 弱IT基本定理(Hilbert’s finiteness result)

设 k 是特征零的域，令 S = k[x1, · · · , xr]，G ⊂ Aut (S) 是有限群，则 SG 是有限生成的.

证明: 我们只需要考虑一个保持次数的模同态1：

φ : S → SG, f 7→ 1

|G|
∑
g∈G

gf

所以我们只需要在引理里面取 R = SG 即可.

定理 10.2.2: 强IT基本定理

F 是一个域，R = F[x1, · · · , xn]，G 是一个有限群，则 RG 是有限生成 F 代数.

证明: 我们注意到 F ⊂ RG ⊂ R，其中 F 是域，从而 Noether，R 是 F 的有限生成代数，我们下面只要说明 R

是 RG 的整扩张，则由 Artin-Tate 定理我们就知道 RG 是有限生成 F 代数.

对于 xi，我们考虑多项式

Φxi
(x) =

∏
g∈G

(x− gxi)

由于对于任意的 h ∈ G，有

hΦxi
(x) =

∏
g∈G

(hx− hgxi) =
∏
hg∈G

(x− hgxi) =
∏
g∈G

(x− gxi) = Φxi
(x)

所以我们知道 Φxi
(x) 的系数都在 RG 中，于是 xi 在 RG 上整，于是我们知道 R 在 RG 上整，得证.

1
这里其实有 gap，我并不知道如何说明 φ 是保持次数的，但是纵观证明，发现其实只需要用到 φ 是保持次数不上升的即可，而这一点是显然的.



Chapter 11: Gröbner基

11.1 单项式理想和Dickson引理

定义 11.1.1: 单项式理想

理想 I ⊂ K[x1, · · · , xn] 被称为单单单项项项式式式理理理想想想，如果存在一个 Zn≥0 的子集(可以是无穷子集) A，对 α ∈ A，

记 α = (α1, · · · , αn)，令 xα =
n∏
i=1

xαi

i ，使得 I 是由 {xα|α ∈ A} 生成的理想.

引理 11.1.1: 单项式理想的结构定理

令 I = ⟨xα|α ∈ A⟩ 是一个单项式理想，则对于任意的单项式 xβ ∈ I，必定存在某个 α ∈ A 使得 xα|xβ.

证明: 如果 xβ ∈ I，则由定义知道

xβ =

s∑
i=1

hix
αi , hi ∈ K[x1, · · · , xn], αi ∈ A

如果我们将 hi 写成单项式的和，则有

xβ =
s∑
i=1

hix
αi =

s∑
i=1

(∑
j

cijx
βij

)
xαi =

∑
i,j

cijx
βijxαi

提取出右边所有 βij + αi = β 的项，我们知道

xβ =
∑

βij+αi=β

cijx
βijxαi

注意此时至少存在一个 xαi 在右边出现，并且右边所有的单项式除去系数之外完全相同，所以有 xαi 整除右

边的每一个单项式，所以 xαi | xβ.

从证明过程我们不难发现，整除 xβ 的单项式是从它的生成元中挑选出来的，所以我们自然有下面的结论：

推论 11.1.1

如果 I = (xα1 , · · · , xαk)，则对于任意的单项式 xβ ∈ I，总存在 i ∈ {1, · · · , k}，使得 xαi | xβ.

我们注意到所有 xα 的倍数都可以写成 xα+γ 的形式，其中 γ ∈ Zn≥0，从而我们可以想到下面的结论：

84
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引理 11.1.2

I 是一个单项式理想，f ∈ K[x1, · · · , xn]，则下面条件是等价的：

(1) f ∈ I.

(2) f 的每一个单项式都落在 I 中.

(3) f 是 I 中单项式的线性组合.

证明: (3) 推 (2) 推 (1) 是显然的.

(2) 推 (3) 也是容易的.

(1) 推 (2) 的过程我们只需要完全仿照引理 11.1.1 的证明就可以了，把 f 的表达式完全拆成单项式的和，然

后提取同类项即可.

由于 I 是单项式理想，设其生成元为 {mi}，若 f ∈ I，则存在多项式 h1, h2, . . . , hk ∈ K[x1, . . . , xn]，使得：

f =
k∑
i=1

himi

将每个 hi 写成其单项式的线性组合：

hi =

ni∑
j=1

cijµij

其中cij ∈ K，µij为单项式，代入后，f可表示为：

f =
k∑
i=1

ni∑
j=1

cij(µijmi)

每个 µijmi 仍是单项式，因此，f 的所有单项式项均为 µijmi，而 µijmi ∈ I (因为 mi ∈ I)，故 f 的每个单

项式项都属于 I，即(2)成立.

定理 11.1.1: Dickson引理

S 为 K[x1, · · · , xn] 上的单项式集合，则在整除偏序关系下只有有限个极小元.

证明: 实际上由 Hilbert 基定理，引理 11.1.2 以及推论 11.1.1 立刻得到.

我们下面来看一种比较有启发性的证明：以二元情况 K[x1, x2] 为例，将 x, y 的次数在格点上作图，考虑下

面的步骤
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(1) 圈出 S 中最左侧且最下方的点 (k,m)，并划去 S 中在 (k,m) 上方和右方的所有点.

(2) 将剩下的点重新看作一个新的集合，重复 (1) 的操作.

(3) 由于每次圈出的点总是严格向下一行运动，所以有限步内必停止.

n 元情况同理可证明.

定理 11.1.2: Dickson引理更好用的版本

I 是单项式理想，则 I 可以被有限个 I 中的单项式生成，即

I = (xα1 , · · · , xαn), xαi ∈ I

证明: 首先由 Hilbert基定理我们知道 I 是有限生成的，注意 I 是单项式理想，所以由引理 11.1.2， I 的生成元

fi 的每一个单项式都在 I 中，从而 I 由这些单项式生成，故结论得证.

11.2 Gröbner基的存在性

定义 11.2.1: 单项式序

K 是域，K[x1, · · · , xn] 上的单单单项项项式式式序序序定义为在所有单项式构成的集合上面的一个良序a“≥”，满足对于
任意的单项式 m,m1,m2，若 m1 ≥ m2，有 mm1 ≥ mm2.

a
良序指的是在全序的基础上，每一个非空子集都有最小元.

我们发现对于任意的单项式 m，考虑集合 {1,m,m2, · · · } 是单项式集合的非空子集，从而存在最小元，如果
最小元不是 1，则存在 k ∈ N∗，使得 mk 是最小元，即 1 ≥ mk，且有 mk ≥ m2k ≥ mk，即 m2k = mk，与 k ̸= 0

矛盾，故 1 是最小元，即对任意的 m，有 m ≥ 1. 所以我们实际上有下面的结论：

定理 11.2.1: 单项式序的等价定义

K[x1, · · · , xn] 中任何满足 (1) 任意单项式 m ≥ 1；(2) 任意单项式 m,m1,m2，若 m1 ≥ m2，有 mm1 ≥
mm2. 的全序都是良序，从而都是单项式序.

证明: 只需要证明所有非空单项式集都有全序关系下的最小元即可.

考虑 Hilbert 基定理，对于任意单项式的非空子集 S，考虑 S 生成的理想 I，我们知道 K[x1, · · · , xn] 是
Noether 的，从而 I 有限生成，并且生成元可以选择 S 中的元素生成，不妨设

I = (xα1 , · · · , xαk), xαi ∈ S

由推论 11.1.1 我们知道任意的单项式 xβ ∈ S ⊂ I，都存在 xαi |xβ，从而有 xβ ≥ xαi，从而最小元必可以在

xα1 , · · · , xαk 中挑选出来.
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定义 11.2.2: 首项与首项理想

给定一个单项式序，对于 f ∈ K[x1, ·, xn]，在序关系下存在唯一的最高项，也称之为首首首项项项，我们定义
LT(f) 为 f 的首项a.

对于理想 I ⊂ K[x1, · · · , xn]，我们可以定义 I 的首首首项项项理理理想想想如下

LT(I) = (LT(f)|f ∈ I)
a
LT 是带系数的，LM 是不带系数的，但是我们既然在域上考虑，系数的影响可以忽略不计，所以我们就统一用 LT 了.

推论 11.2.1

由上面的定义我们容易知道：LT(fg) = LT(f) LT(g).

引理 11.2.1

S 是一族多项式，记 LT(S) = (LT(f)|f ∈ S) 为 S 生成的首项理想. 对于 g ∈ LT(S)，存在 f ∈ S，使得
LT(f) | LT(g).

证明: 由引理 11.1.2 和引理 11.1.1 容易证明.

命题 11.2.1

I 是 K[x1, · · · , xn] 的非零理想，则 LT(I) 是单项式理想，且存在 g1, · · · , gt ∈ I 使得 LT(I) =

(LT(g1), · · · ,LT(gt)).

证明: 单项式理想是显然的，域上的系数随时可以消除掉.

由于 LT(I) 是由 LT(f), f ∈ I 生成的，所以由 Dickson 引理，我们知道

LT(I) = (LM(g1), · · · ,LM(gt)), gi ∈ I

我们知道域中系数不重要，所以即有

LT(I) = (LT(g1), · · · ,LT(gt)), gi ∈ I

由 Hilbert 基定理，我们有

I = (f1, · · · , fn)

显然有

(LT(f1), · · · ,LT(fn)) ⊂ LT(I)

一个自然的想法是我们能不能选择出来一组基使得

(LT(f1), · · · ,LT(fn)) = LT(I)
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定义 11.2.3: Gröbner基

一个 Gröbner 基指的是理想 I ⊂ K[x1, · · · , xn] 的生成元 g1, · · · , gm，使得

I = (g1, · · · , gm), LT(I) = (LT(g1), · · · ,LT(gm))

为了说明 Gröbner基的存在性，我们先介绍一些引理：

引理 11.2.2

固定一个单项式序，令 R = K[x1, · · · , xn]，设 {g1, · · · , gm} 是 I 的一组 Gröbner基，则对于 ∀f ∈ R，下
面的写法是唯一的：

f = fI + r

其中 fI ∈ I 并且 r 中的所有单项式均不被 LT(g1), · · · ,LT(gm) 整除.

证明: 我们先证明这种分解的存在性：

(1) 如果 LT(f) 被某个 LT(gi) 整除，则 LT(f) = ai LT(gi)，则把 aigi 加入 fI 中，f − aigi 具有更低的首项.

(2) 如果 f 的首项不被任何一个 LT(gi) 整除，则把 LT(f) 加入到 r 中，f − LT(f) 具有更低的首项.

我们反复这个过程，首项可以整除就放进 fI 中，首项不能整除就放进 r 中，由于首项次数不断降低，所以

总是可以在有限步内完成这个过程，最终得到

f = fI + r, fI = q1g1 + · · ·+ qmgm

容易知道这样的分解满足条件，所以存在性得证，下面我们考虑唯一性，假设存在两种分解

f = fI + r = f ′
I + r′

从而有 r − r′ = f ′
I − fI ∈ I，所以 LT(r − r′) 是 LT(I) 中的元素，由于 {g1, · · · , gm} 是 Gröbner 基，我们

知道任何 LT(T ) 中元素的所有单项式都是某个 LT(gi) 的倍数，所以

r − r′ =
∑

airi −
∑

bjr
′
j =

∑
ckrk

中的所有 rk 都是某个 LT(gi) 的倍数，但是考虑 r 与 r′ 的性质以及 rk 一定是某一个 r 中的单项式与 r′ 中

的相同构成的单项式的差(如果不存在的话就是 r 中的某个单项式，或者 r′ 中的某个单项式的相反数)，从而如

果 LT(r − r′) 不是 0，就必定有 LT(gi) ∤ LT(r − r′),∀i，进而由推论 11.1.1 可以知道矛盾，所以 r − r′ = 0，故

fI = f ′
I，所以唯一性得证.

定理 11.2.2: Gröbner基的存在性

固定一个单项式序. 任意的理想 I ⊂ K[x1, · · · , xn] 都存在一个 Gröbner基.

证明: 由命题 11.2.1 知，存在 g1, · · · , gm 使得

LT(I) = (LT(g1), · · · ,LT(gm))

我们下面说明 I = (g1, · · · , gm)，显然有 (g1, · · · , gm) ⊂ I，反过来，对于任意的 f ∈ I，我们由引理 11.2.2

可以知道 f 可以写成

f =
m∑
i=1

qigi + r
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其中 r 的任何单项式不被 LT(gi) 整除. 由于 f ∈ I，从而 r ∈ I，这告诉我们 LT(r) ∈ LT(I)，但是如果

LT(r) ∈ LT(I)，就必定有某个 LT(gi) | LT(r)，这告诉我们 r 必须为 0，否则矛盾.

从而 f ∈ (g1, · · · , gm)，这告诉我们 I ⊂ (g1, · · · , gm)，命题得证.

11.3 Buchberger算法

定义 11.3.1

对于 f, g ∈ K[x1, · · · , xn]，定义
S(f, g) =

M

LT(f)
f − M

LT(g)
g

其中 M 是 LT(f),LT(g) 的首一的最小公倍式.

Remark 11.3.1

会发现首项变低了，S 算符用来降次.

定义 11.3.2

定义 f 的 multidegree 为 f 的首项的 multidegree，记为 ∂f .

引理 11.3.1

f1, · · · , fm ∈ K[x1, · · · , xn] 拥有相同的 multidegree α，其线性组合

h = a1f1 + · · ·+ amfm, ai ∈ K

的 multidegree 比 α 严格小，则有表达式：

h =
m∑
i=2

biS(fi−1, fi), bi ∈ K

证明: 记 fi = cif
′
i，其中 f ′

i 是 multidegree 为 α 的首一的多项式，我们有

h =
∑

aicif
′
i = a1c1(f

′
1 − f ′

2) + (a1c1 + a2c2)(f
′
2 − f ′

3) + · · ·
+(a1c1 + · · ·+ am−1cm−1)(f

′
m−1 − f ′

m) + (a1c1 + · · ·+ amcm)f
′
m

注意到 f ′
i−1 − f ′

i = S(fi−1, fi). 由于 h 与 f ′
i−1 − f ′

i 的 multidegree 都严格小于 α，所以我们必须有

a1c1 + · · ·+ amcm = 0

所以我们得证.

命题 11.3.1: Buchberger’s Criterion

令 R = K[x1, · · · , xn]，并且固定一个单项式序. 如果 I = (g1, · · · , gm) 是一个 R 的非零理想，则 G =

{g1, · · · , gm} 是 Gröbner 基当且仅当 S(gi, gj) ≡ 0( mod G)，对任意的 1 ≤ i < j ≤ m.
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证明: 如果是 Gröbner 基，由前面知道 S(gi, gj) ∈ I，故余式肯定为 0，从而我们知道成立.

反之，假设 S(gi, gj) ≡ 0( mod G)，对任意的 1 ≤ i < j ≤ m 成立，我们任取 f ∈ I，为了说明是 Gröbner

基，我们只需要说明 LT(f) ∈ (LT(g1), · · · ,LT(gm)).
由于 f ∈ I，我们可以写成

f =
m∑
i=1

higi

这种写法并不是唯一的(一般来说)，从所有的写法中选出使得 max ∂(higi) 最小的那一种，记为 α，显然有

∂f ≤ α，有

f =
m∑
i=1

higi =
∑

∂(higi)=α

higi +
∑

∂(higi)<α

higi

=
∑

∂(higi)=α

LT(hi)gi +
∑

∂(higi)=α

(hi − LT(hi))gi +
∑

∂(higi)<α

higi

假设 ∂f < α，则显然有

∂

 ∑
∂(higi)=α

LT(hi)gi

 < α

记 LT(hi) = aih
′
i，其中 h′i 是首一单项式，从而我们可以运用引理 11.3.1，有∑

ai(h
′
igi) =

∑
biS(h

′
i−1gi−1, h

′
igi)

令 βi−1,i为 LT(gi)与 LT(gi−1)的首一最小公倍式的multidegree，则我们知道 S(h′i−1gi−1, h
′
igi)等于 S(gi−1, gi)

乘上 xα−βi−1,i，并且 S(gi−1, gi) ≡ 0( mod G)，这告诉我们每一个 S(gi−1, gi) 可以写成
∑

qjgj 的形式且

∂(qjgj) < βi−1,i，这告诉我们所有的 S(h′i−1gi−1, h
′
igi) 可以被写成

∑
q′jgj 且 ∂(q′jgj) < α.

这告诉我们 f 可以写成
∑

pigi 且 ∂(pigi) < α，这与 α 的最小性矛盾，从而 ∂(f) = α.

这告诉我们

LT(f) =
∑

∂(higi)=α

LT(hi) LT(gi)

所以 LT(f) ∈ (LT(g1), · · · ,LT(gm))，从而是 Gröbner 基.

Buchberger算法

Buchberger 判别法可以提供一个算法去寻找 Gröbner 基.

如果 I = (g1, · · · , gm)，并且每个 S(gi, gj) 在 G = {g1, · · · , gm} 下的余式为 0，则由判别法知道已经是一个

Gröbner 基.

反之，如果 S(gi, gj) 存在一个非零余数 r，把 r 扩张进入 G 中，令 gm+1 = r，G′ = {g1, · · · , gm, gm+1}，并
且重复. 有限次内必停止.

定义 11.3.3: 极小Gröbner基与约化Gröbner基

一个 Gröbner 基 {g1, · · · , gm} 称为极极极小小小的的的，如果 LT(gi) 是首一的，并且 LT(gi) | LT(gj),∀i, j. 一个
Gröbner 基是约约约化化化的的的，如果每一个 gi 都是首一的，并且 gj 不被任何 LT(gi), i ̸= j 整除.

Example 11.3.1

我们给出一个Gröbner基的具体计算的例子：我们在分次字典序(grlex)下，针对理想 I = ⟨f1, f2⟩ ⊂ Q[x, y](其

中 x > y)计算其Gröbner基.设

f1 = x3 − 2xy 和 f2 = x2y − 2y2 + x.
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初始基为 G = {f1, f2}，首项分别为 LT(f1) = x3 和 LT(f2) = x2y.最小公倍式为 LCM(x3, x2y) = x3y，

故

S(f1, f2) =
x3y

x3
f1 −

x3y

x2y
f2 = yf1 − xf2.

展开计算：

y(x3 − 2xy)− x(x2y − 2y2 + x) = x3y − 2xy2 − x3y + 2xy2 − x2 = −x2.

将 −x2 对 G 取模约简.由于 LT(f1) = x3 和 LT(f2) = x2y 均不整除 x2，故将 f3 = −x2 加入 G.

此时基更新为 G = {f1, f2, f3}.首项为 LT(f1) = x3 和 LT(f3) = x2，最小公倍式为 LCM(x3, x2) = x3，

故

S(f1, f3) =
x3

x3
f1 −

x3

x2
f3 = f1 − xf3.

代入多项式：

(x3 − 2xy)− x(−x2) = x3 − 2xy + x3 = 2x3 − 2xy.

对 G 取模约简：

• 首项 2x3 可被 LT(f1) = x3 整除.减去 2f1：

(2x3 − 2xy)− 2(x3 − 2xy) = 2x3 − 2xy − 2x3 + 4xy = 2xy.

• 2xy 无法被 G 进一步约简.将 f4 = 2xy 加入 G.

首项为 LT(f2) = x2y 和 LT(f3) = x2，最小公倍式为 LCM(x2y, x2) = x2y，故

S(f2, f3) =
x2y

x2y
f2 −

x2y

x2
f3 = f2 − yf3.

代入多项式：

(x2y − 2y2 + x)− y(−x2) = x2y − 2y2 + x+ x2y = 2x2y − 2y2 + x.

对 G 取模约简：

• 首项 2x2y 可被 LT(f2) = x2y 整除.减去 2f2：

(2x2y − 2y2 + x)− 2(x2y − 2y2 + x) = 2x2y − 2y2 + x− 2x2y + 4y2 − 2x = 2y2 − x.

• 2y2 − x 无法被约简.将 f5 = 2y2 − x 加入 G.

此时基更新为 G = {f1, f2, f3, f4, f5}.继续计算剩余S-多项式，直至所有S-多项式均能约简为零，算法终

止.最终得到的Gröbner基为 G.
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12.1 Artin 环基本定义

定义 12.1.1: Artin Ring

Artin 环就是满足 d.c.c 的环.

Remark 12.1.1

把 Artin环看做是 Noether环的对偶是有误导性质的，事实上我们将说明 Artin环一定是一个 Noether环，

并且是非常特殊的 Noether 环. 在某种意义上 Artin 环是除了域之外最简单的环，我们研究 Artin 环并未

是为了他的一般性，而是因为它简单.

命题 12.1.1

Artin 环 A 的每个素理想都是极大的.

证明: 令 p 为 A 的素理想，B = A/p 是一个 Artin 整环，令 x ∈ B，x ̸= 0，由于 d.c.c，我们知道存在 n 使

得 (xn) = (xn+1)，所以我们知道 xn = xn+1y 对某个 y，于是有 xy = 1，从而我们知道 x 可逆，也就是 B 是一

个域，所以 p 是极大的.

推论 12.1.1

Artin 环中 Jacobson 根与幂零元根是相同的.

命题 12.1.2

Artin 环只有有限个极大理想.

证明: 考虑所有极大理想有限交的集合 S，由于 d.c.c，我们知道这个集合存在极小元，记为

m1 ∩ · · · ∩mn

由于对于任意的极大理想 m，我们都有

m ∩m1 ∩ · · · ∩mn = m1 ∩ · · · ∩mn

所以我们知道

m1 ∩ · · · ∩mn ⊂ m

92
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由于素避引理，存在某个 mi ⊂ m，所以有 m = mi.

定义 12.1.2: Krull dimension

我们定义 A 的 Krull 维维维数数数(简称维维维数数数)为所有素理想严格升链

p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn

长度 n 的上确界，记为 dimA，其值为一个非负整数或者 +∞.

Example 12.1.1

域的 Krull 维数为 0，Z 的 Krull 维数为 1.

命题 12.1.3: Artin 环的幂零元根幂零

A 是 Artin 环，则 A 的幂零元根 Nilrad(A) 是幂零的.

证明: 我们令 R = J(A) = Nilrad(A)，考虑

R ⊃ R2 ⊃ · · ·

由 d.c.c 我们知道存在 k 使得 a = Rk = Rk+1 = · · · . 如果 a ̸= 0，我们令

Σ = {b ⊂ A : b 是理想，且 ab ̸= 0}

由于 a ∈ Σ所以 Σ非空，于是由 Artin我们知道 Σ存在极小元 c，存在 x ∈ c，使得 xa ̸= 0，于是 (x)a ̸= 0，

有 (x) ∈ Σ，由极小性由 c = (x). 我们还有 (xa)a = xa2 = xa ̸= 0，于是 ((x)a)a ̸= 0，所以 (x)a ⊂ c，且

(x)a ∈ Σ，由极小性我们有 c = (x)a.

于是有 (x) = (x)a，所以存在 y ∈ a 使得 x = xy，因此我们知道

x = xy = xy2 = · · · = xyn = · · ·

但是由于 y ∈ a = Rk ⊂ R = Nilrad(A)，我们知道 y 是幂零的，所以 x = 0，这与我们对 x 的选择矛盾.

定理 12.1.1: Artin 环当且仅当零维 Noether

A 是 Artin 环 ⇐⇒ A 是零维 Noehter 环.

证明: ⇒: 由于 Artin 环的素理想都极大，我们知道是 dimA = 0，我们再令 mi(1 ≤ i ≤ n) 为 A 的所有极大理

想，由 Artin 环的幂零根幂零，我们知道存在 k 使得

n∏
i=1

(mi)
k ⊂

(
n⋂
i=1

mi

)k
= Nk = 0

于是由推论 7.2.1 知道是 Noether 的.

⇐: 由于 Noether 环的理想都有准素分解，所以零理想存在一个准素分解，所以 A 只有有限个极小的素理

想，并且由于 dimA = 0，这些素理想同时也是极大的，所以我们知道

N =
n⋂
i=1

pi
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其中 pi 为所有极小素理想，N = Nilrad(A)，由于 Noether 环的幂零元根幂零，于是存在 k 使得 Nk = 0，

于是有
n∏
i=1

pki ⊂ (
n⋂
i=1

pi)
k = 0

再由于这些 pi 同时又是极大的，由推论 7.2.1 知道 A 是 Artin 的.

推论 12.1.2

A 是环，则 A 是 Artin ⇐⇒ ℓ(A) < +∞.

证明: 我们知道有合成列等价于满足两个链条件，于是 Artin，反过来，一个环是 Artin 的，则自然是 Noether

的，于是满足两个链条件，所以有合成列.

12.2 Artin 局部环

如果 A 是一个 Artin local ring，唯一的极大理想为 m，则 m 是 A 唯一的素理想，所以 m 就是 A 的幂零元

根. 因此我们知道 m 的每一个元素都是幂零的，并且 m 自身就是幂零的. A 中的元素不是单位就是幂零元.

命题 12.2.1

A 是一个 Noether 局部环，m 是其极大理想，则下面两个陈述恰有一个是正确的：

(1) mn ̸= mn+1 对于任何 n ≥ 1 成立.

(2) mn = 0 对于某个 n 成立，此时 A 是一个 Artin 局部环.

证明: 假设 mn = mn+1，令 M = mn，我们有 M = mM，则由 Nakayama 引理我们有 M = mn = 0，则

∀p ∈ SpecA，有 0 = mn ⊂ p，取 radical 知道 m = p，于是 dimA = 0，从而 A 是 Artin 的.

Note 12.2.1

如果 A 是一个 Noehter 局部环，m 是极大理想，令 k = A/m，则由 m 有限生成，从而 dimk m/m
2 < +∞.

事实上，如果 m 是有限生成的，我们都可以知道 dimk m/m
2 是有限的.

命题 12.2.2

A 是一个 Artin 局部环，k = A/m 为其剩余域，TFAE：

(1) A 的理想都是主理想.

(2) 极大理想 m 是主理想.

(3) dimk(m/m
2) ≤ 1.

证明: (1) 推 (2) 推 (3) 是显然的，下面说明 (3) 推 (1)：

如果 dimk(m/m
2) = 0，则 m = m2，于是由 Nakayama 我们知道 m = 0，从而 A 是一个域，得证.
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如果 dimk(m/m
2) = 1，由推论 1.4.3，知道 m 是一个主理想，令 m = (x). 令 a 为 A 的一个理想，a ̸=

(0), (1)，我们知道 m 是幂零元根，由 m 是幂零的知道存在 r > 0 使得

a ⊂ mr, a ⊈ mr+1

于是存在 y ∈ a 使得 y = axr /∈ (xr+1)，于是知道 a /∈ (x) = m，所以 a 是一个单位，所以 xr ∈ a，因此

mr = (xr) ⊂ a，所以 a = mr = (xr)，因此 a 是主理想.

引理 12.2.1

令 a, b 为 A 的理想，如果 r(a) 与 r(b) 是互素的，则 a 与 b 就是互素的.

证明: 由于

r(a+ b) = r(r(a) + r(b)) = r((1)) = (1)

所以我们知道 a+ b = (1).

定理 12.2.1: 中国剩余定理

A 是一个环，a1, · · · , an 是其理想，定义同态

φ : A→
n∏
i=1

A/ai, x 7→ (x+ a1, · · · , x+ an)

我们有以下结论：

(1) φ 满射 ⇐⇒ ai 与 aj 互素，∀i ̸= j.

(2) φ 单射 ⇐⇒
n⋂
i=1

ai = (0).

特别地，如果 ai 两两互素，我们有

A/
n∏
i=1

ai ∼=
n∏
i=1

A/ai

定理 12.2.2: Artin 环的结构定理

Artin 环 A 是有限个 Artin 局部环的直积，并且在同构意义下是唯一的.

证明: 令 mi(1 ≤ i ≤ n) 为 A 的所有不同极大理想，我们知道这些极大理想都是互素的，即 mi+mj = (1)(∀i ̸=

j). 并且我们知道存在 k > 0 使得
n∏
i=1

mk
i = 0，由引理知道 mk

i 与 mk
j 也是互素的，所以有

n⋂
i=1

mk
i =

n∏
i=1

mk
i = 0

于是由中国剩余定理我们知道

A ∼=
n∏
i=1

A/mk
i
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其中 A/mk
i 是 Artin 局部环. 下面说明唯一性. 如果有

A ∼=
n∏
i=1

Ai

其中 Ai 为 Artin 局部环，令 φi : A→ Ai 为投射同态，令 ai = Kerφ，由中国剩余定理容易知道 ai 是两两

互素的并且
n⋂
i=1

ai = 0.

我们令 qi 为 Ai 的唯一素理想，令 pi 为其局限，即 pi = φ−1
i (qi)，我们知道 pi 是素理想从而极大，由于 qi

是幂零的，所以知道 ai 是 pi-准素的，于是知道 ⋂
ai = (0)

是 (0) 的准素分解，由于 ai 间两两互素，于是 pi 两两互素，所以他们就是 (0) 的 isolated 素理想，因此其

准素分解也是 isolated 的，因此根据第二唯一性定理，由 A 唯一决定.



Chapter 13: 离散赋值环(DVR)与Dedekind整环

13.1 离散赋值环

命题 13.1.1

A 是一个一维的 Noether 整环，则 A 的每个非零理想都可以唯一地表示为准素理想的乘积，并且这些准

素理想的 radical 都是互不相同的.

证明: 由于 A Noether，a 有一个极小准素分解

a =
n⋂
i=1

qi

其中 qi 是 pi-准素的，由于 dimA = 1，所以我们知道整环 A 的非零素理想都是极大理想，于是我们知道 pi

是两两互素的，于是我们知道 qi 是两两互素的，于是
n∏
i=1

qi =
n⋂
i=1

qi = a

反过来，如果 a =
n∏
i=1

qi，则我们知道 a =
n⋂
i=1

qi，这是 a 的一个极小准素分解，其中每个 qi 都是 isolated

primary component，从而被唯一决定.

定义 13.1.1: DVR

K 是一个域，则 K 上的一个离离离散散散赋赋赋值值值(discrete valuation) 是从 K∗(作为乘法群)→ Z 的一个满射，使
得

(1) v(xy) = v(x) + v(y)，即 v 是一个同态.

(2) v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y)).

集合 {0} ∪ {x ∈ K∗ : v(x) ≥ 0} 构成一个环，我们称之为 v 的赋赋赋值值值环环环，离散赋值的赋值环称为离离离散散散赋赋赋值值值

环环环(DVR).

Example 13.1.1

• p 是素数，考虑 νp : Q∗ → Z 为 p-adic 赋值，则得到 p 进整数环 Z(p).

• k 是域，令 K = k(x) ⊃ k[x] ∋ f，其中 f 为不可约多项式，考虑 pf = (f) 为素理想，则

νf : K
∗ → Z

97
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有其赋值环 k[x]pf
.

定义 13.1.2

一个整环 A 称为 DVR，如果存在其分式域 K 上的一个离散赋值，使得赋值环为 A.

Remark 13.1.1

首先我们知道赋值环是局部环，并且其极大理想是

{x ∈ K : v(x) > 0}

Remark 13.1.2

我们考虑离散赋值环 A 中两个不同的元素 x, y，满足 v(x) = v(y)，于是有 v(xy−1) = 0，令 u = xy−1 不

在 A 的极大理想中，从而是一个单位. 所以有 (x) = (y).

引理 13.1.1

A 是 DVR，则 A 是 Nother 局部一维整环，并且 A 的所有非零理想都是其极大理想 m 的一个幂次.

证明: 由前面的 remark 我们知道 A 是一个局部环，对于 ∀0 ̸= a ⊂ A 为理想，存在一个极小的 k ∈ N 使得存
在 a ∈ a ，有 v(a) = k. 由于

v : K∗ → Z

满射告诉我们对于任意的 y ∈ A，v(y) ≥ k，存在 u ∈ A 使得 v(u) = v(y)− v(a) ≥ 0，有 (ua) = (y)，于是

我们知道 y ∈ a，所以有

mk := a = {y ∈ A : v(y) ≥ k}

得到唯一的降链

m ⊃ m2 ⊃ m3 ⊃ · · ·

所以我们知道 A 是 Noether 的，因为任何的升链都是上面降链的一个从右往左的子链，必在有限步内停止.

再由于 v : K∗ → Z 是满射，存在 x ∈ m 使得 v(x) = 1，于是 m = (x)，mk = (x)k. 所以 m 是唯一的非零素

理想，于是 dimA = 1.

综上我们知道 A 是一个一维的 Noether 局部整环.
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命题 13.1.2

A 是一个 Noether 局部整环，维数为 1，m 是其极大理想，k = A/m 是其剩余域，TFAE:

(1) A 是 DVR.

(2) A 整闭.

(3) m 是主理想.

(4) dimk(m/m
2) = 1.

(5) 所有非零理想都是 m 的幂.

(6) 存在 x ∈ A 使得所有非零理想都形如 (xk)，k ≥ 0.

证明: 我们先给出两个 remarks：

(A) 如果 a 是非 (0), (1) 的理想，则 a 是 m-准素的，并且存在 n 使得 (m)n ⊂ a. 这是根据推论 8.4.2.

(B) mn ̸= mn+1，∀n ≥ 0，这是根据命题 12.2.1.

(1) ⇒ (2): 由于赋值环都是整闭的，所以 DVR 是整闭的.

(2) ⇒ (3): 令 a ∈ m，a ̸= 0，由 (A) 知道存在整数 n 使得 mn ⊂ (a)，mn−1 ⊈ (a). 选择 b ∈ mn−1 − (a)，令

x = a/b ∈ K，其中 K 为 A 的分式域，我们知道 x−1 /∈ A，否则 b ∈ (a)，与 b 的取法矛盾. 所以 x−1 在 A 上不

是整元，于是我们知道 x−1m ⊈ m，否则有 x−1m ⊂ m，可以推出 A[x−1]m ⊂ m，并且在整环上，所以 m 是一个

忠实 A[x−1] 模，并且是一个有限生成的 A 模，由命题 6.1.1这代表着 x−1 在 A 上整，矛盾.

但是因为 a ∈ m，x−1m =
b

a
m ⊂ mn

a
⊂ A，这告诉我们 x−1m = A，所以 m = Ax = (x) 是主理想.

(3) ⇒ (4): 由于 m 是主理想，所以 dimk(m/m
2) ≤ 1，再由 (B) 知道 m/m2 ̸= 0.

(4) ⇒ (5): 由于 dimk(m/m
2) = 1，由推论 1.4.3 我们知道 m 是主理想，对于任意的理想 0 ̸= a ⊊ A，由 (A)

知道存在 n 使得 mn ⊂ a，考虑 A/mn 是零维诺特局部环，于是是 Artin 局部环. 由命题 12.2.2 的证明过程知道

a 在 A/mn 中的像 a/mn 是 m/mn 的幂，于是 a/mn = mr/mn，由商环理想的一一对应知道 a = mr，于是是 m

的幂.

(5) ⇒ (6): 我们知道 m ̸= m2，从而存在 x ∈ m − m2，但是我们知道 (x) = mr，我们知道 r = 1，(x) = m，

(xk) = mk，故得证.

(6) ⇒ (1): 由 m = (x)，由 (B) 知道 (xk) ̸= (xk+1)，所以如果 a 是 A 的任何非零元，我们知道

(a) = (xk)

对于某一个确定的 k 成立，我们可以定义

v : K∗ → Z, v(a) = k, a ∈ A, v(a/b) = v(a)− v(b)

我们知道 v 是一个良定义的离散赋值，并且 A 是其赋值环.
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13.2 Dedekind整环

定理 13.2.1

A 是一个一维诺特整环，TFAE:

(1) A 整闭.

(2) A 的每个准素理想都是一个素理想的幂.

(3) A 的每个局部化 Ap(p ̸= 0) 都是 DVR.

证明: (1) ⇐⇒ (3): 回忆整闭是一个局部性质，并且一维诺特局部整闭整环是 DVR，故得证.

(2) ⇐⇒ (3): 回忆准素理想和理想的幂在局部化中表现良好，结合上面命题可以说明.

定义 13.2.1: Dedekind整环

我们称一维整闭诺特整环为 Dedekind 整整整环环环.

Remark 13.2.1

根据上面的定理我们知道 Dedekind 整环有等价定义，满足上面定理中的任何一个条件即可.

Remark 13.2.2

由于 DVR 是一维诺特整闭整环，所以 DVR 自然是与Dedekind 整环.

Example 13.2.1

• PID 是 Dedekind 整环 : 首先 PID A 是 Noether 的，并且容易说明是一维的，再考虑其局部化环仍

为主理想整环，所以局部化 Ap 的极大理想是主理想，于是有 Ap 是 DVR，于是知道 Dedekind 整环.

• 考虑 K/Q 是有限扩张，OK 为 Z 在 K 中的整闭包，则 OK 是 Dedekind 整环.

• k 是代数闭域，K 是 k 的一个有限生成一次超越扩张，即存在 K/k(x) 是有限扩张，令 A1 为 k[x]

在 K 中的整闭包，A2 在 k[x−1] 在 K 中的整闭包，则 A1, A2 是 Dedekind 整环.

定义 13.2.2: Algebraic Number Field

我们称 Q 的一个有限代数扩张 K 为代代代数数数数数数域域域，其代代代数数数整整整数数数环环环为 Z 在 K 中的整闭包.

定理 13.2.2: 代数整数环是DDK

K 是代数数域，则其代数整数环是 Dedekind 整环.

证明: 我们知道 K 是 Q 的一个有限可分扩张，令 A 为其代数整数环，由命题 6.3.4 知道存在 K 在 Q 上的一

组基 v1, · · · , vn 使得

A ⊂
n∑
i=1

Zvi

从而我们知道 A 是一个有限生成 Z-模，从而是 Noether Z-模，容易说明 A 作为环是 Noether 的. 再根据 A
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是整闭包，知道 A 是整闭的. 下面只需要说明是一维的，即所有非零素理想都是极大理想. 考虑 A 的非零素理想

p，由推论 6.2.2 知道如果 p ∩ Z = 0，则 p = 0，所以 p ∩ Z 不为零，且为 Z 的非零素理想，所以 p ∩ Z 是极大
理想，再由推论 6.2.1 知道 p 是极大理想. 于是一维.

13.3 分式理想

定义 13.3.1: Fractional Ideals

A 是整环，K 是 A 的分式域，一个 A-模 M ⊂ K 称为 A 的分分分式式式理理理想想想，如果 xM ⊂ A 对于某个

A ∋ x ̸= 0. 我们记

(A :M) = {x ∈ K : xM ⊂ A}

容易知道 (A :M) 为一个 K 中的 A-模.

Remark 13.3.1

特别地，我们平时所称的理想，现在称之为整理想(integral ideals) 是 x = 1 的分式理想，任何元素

u ∈ K 都可以生成一个分式理想，记为 (u) 或者 Au，称之为主理想.

Example 13.3.1

M ⊂ K 是一个有限生成的 A-模，则 M 是分式理想. 这是因为我们考虑 M 的一组生成元 a1/b1, · · · an/bn，
我们考虑 x = b1 · · · bn ∈ A 有 xM ⊂ A，于是 M 是分式理想.

特别地，如果 A 是 Noether 的，则

{分式理想} = {有限生成 A-模 ⊂ K}

定义 13.3.2: Invertible ideal

一个 A-模 M ⊂ K 称为可可可逆逆逆理理理想想想，如果存在 A-模 N ⊂ K，使得 MN = A. 事实上这样的 N 是唯一的

并且等于 (A :M).

Remark 13.3.2

唯一且等于 (A :M) 的原因是：显然我们有 N ⊂ (A :M) = (A :M)MN = ((A :M)M)N ⊂ AN = N .

Example 13.3.2

对于任意的 x ∈ K×，有 Ax ⊂ K 是一个分式理想，且有 (A : Ax) = Ax−1.

Remark 13.3.3

设 M 为 A 的一个分式理想，我们知道存在 x ∈ A 使得 xM ⊂ A 为 A 的整理想，如果 xM 可逆，即存

在 A-模 N 使得 xMN = (A)，其中 N = (A : xM)，令 L = xN，我们有 ML = A，即 M 是可逆理想.

所以如果想证明所有的非零分式理想可逆，只需要证明所有的整理想可逆.

引理 13.3.1: 可逆理想是分式理想

一个 A-模 M ⊂ K 是可逆理想，则 M 是有限生成 A-模，从而是分式理想.
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证明: 由于 M 是可逆理想，所以有 M(A :M) = A，所以存在 xi ∈M 与 yi ∈ (A :M) 使得

n∑
i=1

xiyi = 1

因此对于任何的 x ∈M 我们有 x =
n∑
i=1

(yix)xi，其中 yix ∈ A，所以 M 被 x1, · · · , xn 生成.

命题 13.3.1: 可逆理想是局部性质

M 是 A 的分式理想，TFAE：

(1) M 是可逆理想.

(2) M 是有限生成的，且对于任意的 p ∈ SpecA，Mp 是可逆的.

(3) M 是有限生成的，且对于任意的极大理想 m ⊂ A，有 Mm 可逆.

证明: (1) ⇒ (2): 由局部化的性质，我们知道

Ap = (M · (A :M))p =Mp · (Ap :Mp)

由可逆理想知道有限生成，由上式知道是 Mp 是可逆理想.

(2) ⇒ (3): 显然.

(3) ⇒ (1): 令 a =M · (A :M) 是一个整理想，对于任意的极大理想 m，我们有

am =Mm · (Am,Mm) = Am

所以我们知道 a ⊈ m，所以 a = A，于是 m 是可逆理想.

命题 13.3.2: 局部整环中 DVR ⇐⇒ 非零分式理想都可逆

A 是一个局部整环，则 A 是 DVR ⇐⇒ A 的每个非零分式理想都是可逆理想.

证明: ⇒: 由于 DVR 的非零理想都是主理想，我们设极大理想 m 的生成元为 x，设 M ̸= 0 为 A 的一个分式

理想，则存在 y ∈ A 使得 yM ⊂ A，因此 yM 是一个整理想，也就是说 yM = (xr)，因此 M = (xr−s)，其中

s = v(y).

⇐: 每一个非零的整理想都是可逆理想，因此是有限生成的，所以 A 是一个 Noether 环. 所以只需要证明所

有的非零整理想都是极大理想 m 的幂.

假设这是错的，令 Σ 为所有不是 m 的幂的非零理想构成的集合，我们知道其有极大元 a. 则 a ̸= m. 因此有

a ⊊ m，因此有 m−1a ⊊ A，是一个整理想. 并且 a ⊂ m−1a，如果 m−1a = a，则知道 a = ma，由 Nakayama 引

理知道 a = 0，因此有 a ⊊ m−1a，因此有 m−1a 是 m 的一个幂，从而 a 是 m 的幂，矛盾.

定理 13.3.1: 整环中 Dedekind ⇐⇒ 非零分式理想都是可逆理想

A 是一个整环，则 A 是 Dedekind 整环 ⇐⇒ A 的每个非零分式理想都是可逆理想.
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证明: ⇒: 设 M 是非零分式理想，A 是 Noehter 的，知道 M 是有限生成的，考虑 p ∈ SpecA，由 Mp 是局部

整环 DVR Ap 的非零分式理想，从而知道 Mp 可逆，结合可逆是局部性质，知道 M 可逆.

⇐: 由于每个非零的整理想都是可逆理想，从而是 Noether 的. 我们下面说明对于任意的 p ∈ SpecA，Ap 是

DVR，这等价于证明 Ap 的每个非零分式理想都是可逆理想，进而只需要证明所有整理想可逆，令 b 是 Ap 的非

零整理想，令 a = bc = b ∩A. 我们知道 a 可逆，由可逆是局部性质，知道 b = ap 可逆. 所以 A 是 Dedekind 整

环.

推论 13.3.1

A 是一个 Dedekind 整环，则 I = {A 的非零分式理想} 构成了一个 Abel 群.

Remark 13.3.4

这个群被称为 A 的 group of ideals，记为 I，并且这个 Abel 群还是自由 Abel 群，其基为 SpecA− {0}.
令 K× 为 A 的分式域去掉零之后的乘法群，每一个 u ∈ K× 定义了一个分式理想 (u)，并且映射

u 7→ (u)

诱导了一个同态

φ : K× → I

其像 P 是所有主分式理想，我们称商群(同时也是 Cokerφ) H = I/P 为 A 的理想类群(ideal class

group). 其核 U = Kerφ 为所有 u ∈ K× 使得 (u) = (1) 的元素构成的集合，所以是 A 的单位群. 我们得

到正合列

1→ U → K× → I → H → 1

Remark 13.3.5

• 如果 A = OK，其中 K/Q 是有限扩张，则 H 是一个有限群. 这个性质对于一般的 Dedekind 整环不

成立.

• A 是 Dedekind 整环，则

H trivial ⇐⇒ A is a PID ⇐⇒ A is a UFD



Chapter 14: 完备化

14.1 拓扑与完备化

令 G 是一个拓扑 Abel 群.(不必 Hausdorff). 如果 {0} 在 G 中是闭集，则 G × G 的对角是闭集，因为可以
看做

(x, y)→ x− y

的原像，从而 G 是 Hausdorff 的.(实际上对于拓扑群而言，T0 可以推 T3.5) 由于平移映射 Ta : x 7→ x+ a 是同胚，

所以 G 的拓扑完全由在 0 处的局部基所决定.

引理 14.1.1

令 H 为 0 ∈ G 的所有邻域的交，则

(1) H 是一个子群.

(2) H 是 {0} 的闭包.

(3) G/H 是 Hausdorff 的.

(4) G 是 Hausdorff 的 ⇐⇒ H = 0.

证明: 参见任何一本拓扑群教材.

为方便起见，假设 G 在 0 处存在可数邻域基，则 G 的完备化 Ĝ 按照通常方式定义 Cauchy 列来诱导. 具体

来说一个序列 {xn} 是 Cauchy 列，如果对 0 的任意邻域 U，都存在 NU > 0，使得 m,n > NU 时，有

xm − xn ∈ U

两个 Cauchy 列 {xn}, {yn} 被称为等价的，如果

xn − yn → 0 ∈ G

记 Ĝ 为 Cauchy 列的等价类. 容易看出来 Ĝ 是一个 Abel 群. 对于任意的 x ∈ G，我们可以定义常值映射

φ : G→ Ĝ, x 7→ [(xn = x)]

于是自然诱导了一个 Abel 群同态

φ : G→ Ĝ

注意 φ 一般来说并不是一个单射，实际上我们有

Kerφ =
⋂
0∈U

U

104
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所以 φ 是单射当且仅当 G Hausdorff. 如果 H 是另外一个拓扑 Abel 群，并且有连续同态

f : G→ H

则很显然 f 将 Cauchy 列映为 Cauchy 列，从而自然诱导了一个映射

f̂ : Ĝ→ Ĥ

并且这个也是连续的，我们还注意到是保持复合的，即

ĝ ◦ f = ĝ ◦ f̂

我们现在聚焦一些特殊情况，即假设 0 ∈ G 有一个由子群 Gn < G 构成的邻域基，即

G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gn ⊇ · · ·

并且 U ⊆ 是 0 的一个邻域当且仅当包含某个 Gn. 一个典型例子就是 Z 上的 p-adic 拓扑，其中 Gn = pnZ. 注意
在这种情况下 Gn 是既开又闭的，我们考虑 g ∈ Gn，则 g +Gn ⊆ Gn 为 g 的邻域，从而 Gn 开，另外一方面由

于 h+Gn 是开集，所以我们有

G−Gn =
⋃
h/∈Gn

(h+Gn)

是开集，所以 Gn 是闭集.

下面我们以一种代数的方法来刻画完备化，任何一个柯西列在 G/Gn 中都是最终常值的，所以我们可以定义

映射

θn+1 : G/Gn+1 → G/Gn

为截断映射，很容易看出来这诱导了一个逆向极限，即

Ĝ = lim←−G/Gn

这种逆向极限的定义有很多好处. 首先很容易观察出来 θn+1 总是满射. 我们称满足这样的逆向系统为满射逆向系

统. 设 {An}, {Bn}, {Cn} 为三个逆向系统满足正合列的交换图：

0 An+1 Bn+1 Cn+1 0

0 An Bn Cn 0

这很自然诱导了一个逆向极限之间的态射

0→ lim←−An → lim←−Bn → lim←−Cn → 0

但是这不一定正合. 不过我们有命题：

命题 14.1.1

如果 0→ {An} → {Bn} → {Cn} → 0 为逆向系统的正合列，则

0→ lim←−An → lim←−Bn → lim←−Cn

总是正合的，如果 {An} 还是一个满射逆向系统，则正合：

0→ lim←−An → lim←−Bn → lim←−Cn → 0
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证明: 注意到逆向极限是右伴随，所以左正合，右正合的缺失在导出函子的计算下发现只需要 {An} 是满射系
统就可以补全.

推论 14.1.1

令 0→ G′ → G
p→ G′′ → 0 为一个群的正合列，G 有由子群集 {Gn} 产生的拓扑，G′, G′′ 给予诱导拓扑和

商拓扑，则

0→ Ĝ′ → Ĝ→ Ĝ′′ → 0

正合.

证明: 我们注意到正合列

0→ G′

G′ ∩Gn
→ G

Gn
→ G′′

p(Gn)
→ 0

并且交换图性质是自然的，所以取逆向极限之后即

0→ Ĝ′ → Ĝ→ Ĝ′′ → 0

正合.

推论 14.1.2

Ĝn 是 Ĝ/ 的子群，并且有

Ĝ/Ĝn ∼= G/Gn

证明: 子群的话对

0→ Gn → G→ G/Gn → 0

取逆向极限即可，而在 G/Gn 中，{0} 是一个开集，所以是一个离散拓扑，离散拓扑的完备化还是子集，所以

Ĝ/Gn ∼= G/Gn

所以我们对上式取逆向极限即

0→ Ĝn → Ĝ→ G/Gn → 0

所以

Ĝ/Ĝn ∼= G/Gn

我们对上式再取逆向极限，有
ˆ̂
G ∼= Ĝ

我们称 G 是完备的，如果 φ : G→ Ĝ 是同构. 所以我们知道完备化之后的 G 就是完备的. 同时我们注意到

Ĝ ⊆
∏
g

G/Gn

其中 Ĝ为那些满足相容性的元素组成，由于 G/Gn 是离散，从而 Hausdorff，而 Hausdorff任意可乘，所以 Ĝ作

为 Hausdorff 空间的子空间自然也是 Hausdorff 的.
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我们所考虑的此类拓扑群中，最重要的一类例子由 G = A，Gn = an 给出，其中 a 是环 A 中的一个理想。

如此在 A 上定义的拓扑称为 a-进拓扑(a-adic topology)，或者简称为 a-拓扑. 由于 an 都是理想，不难验证在赋

以此拓扑后 A 成为一个拓扑环，即其环运算是连续的. 该拓扑是 Hausdorff 的 ⇐⇒
⋂

an = (0). A 的完备化 Â

仍然是一个拓扑环；φ : A→ Â 是一个连续环同态，其核为
⋂

an.

对于 A-模 M 也有类似结论：取 G =M，Gn = anM . 这定义了 M 上的 a-拓扑，M 的完备化 M̂ 是一个拓

扑 Â-模(即 Â× M̂ → M̂ 是连续的). 如果 f : M → N 是任意 A-模同态，则有 f(anM) = anf(M) ⊆ anN，因此

f 是连续的(关于 M 和 N 上的 a-拓扑)，从而定义了 f̂ : M̂ → N̂ .

Example 14.1.1

(1) A = k[x]，其中 k 是一个域且 x 是不定元；a = (x). 此时 Â = k[[x]]，即形式幂级数环.

(2) A = Z，a = (p)，p为素数。此时 Â是 p-进整数环. 其元素为无穷级数
∞∑
n=0

anp
n，其中 0 ⩽ an ⩽ p−1。

当 n→∞ 时，我们有 pn → 0.

14.2 滤过

定义 14.2.1: filtration

A 是一个环，M ∈ModA，M 的一个滤滤滤过过过是一个子模链

M =M0 ⊃M1 ⊃ · · · ⊃Mn ⊃ · · ·

其中 Mi 为 M 的子模，滤过记为 (Mn). 对于 I ⊂ A 是理想，(Mn) 称为 I-滤滤滤过过过，如果 IMn ⊂Mn+1 对

于每个 n 成立；称为一个 stable I-filtration，如果 IMn = Mn+1 对于充分大的 n 成立；称为 I-adic，

如果 Mn = InM，∀n ≥ 0.

引理 14.2.1

如果 (Mn), (M
′
n) 都是 M 的稳定(stable) I-滤过，则存在一个整数 n0 使得有 bounded difference，即：

Mn+n0
⊂M ′

n, M ′
n+n0

⊂Mn, ∀n ≥ 0

证明: 由于 Mn 稳定，所以存在 k 使得对于任意的 n ≥ 0，都有

Mn+k = InMk

于是我们注意到

Mn+k ⊆ InM ⊆Mn

同理存在 l 使得

M ′
n+l ⊆ InM ⊆M ′

n

取 n0 = max k, l，我们有

Mn+n0
⊆Mn+k ⊆ InM ⊆M ′

n

同理

M ′
n+n0

⊆M ′
n+l ⊆ InM ⊆Mn
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Remark 14.2.1

这个引理告诉我们所有稳定 I-滤过定义的拓扑都是一样的，统一称之为 I-拓扑.

14.3 分次环与分次模

定义 14.3.1: Graded Ring

一个分分分次次次环环环是指一个环 R 和一个直和分解

R = R0 ⊕R1 ⊕R2 ⊕ · · ·

其中的直和为 Abel 群的直和，并且满足

RiRj ⊂ Ri+j , ∀i, j ≥ 0

R 中的一个齐齐齐次次次元元元素素素是 Ri 中的一个元素，齐齐齐次次次理理理想想想是由齐次元素生成的理想.

对任意的 f ∈ R，有唯一的写法
f = f0 + f1 + · · · , fi ∈ Ri

Remark 14.3.1

比如一个常见的例子，考虑 S = K[x1, · · · , xr]，有

S = S0 ⊕ S1 ⊕ · · ·

其中 Si 为 i 次齐次多项式.

定义 14.3.2: 分次模

已知 R = R0 ⊕R1⊕ 是一个分次环，则 R 上的分次模 M 定义为

M =
+∞⊕
n=0

Mi as abelian groups

满足 RiMj ⊂Mi+j，∀i, j.

定义 14.3.3: 分次模同态

M,N 都是分次 A-模，则一个分分分次次次模模模同同同态态态 f 是一个模同态 f : M → N 满足 f(Mn) ⊂ Nn .

引理 14.3.1

I 为分次环 R 的一个齐次理想，I 由齐次元素 f1, · · · , fs 生成，则对齐次元素 f ∈ I，我们可以写成

f =
∑

gifi

其中 gi 都是齐次元素且次数为 deg gi = deg f − deg fi.

证明: 我们首先知道

f =
∑

Gifi
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可以将 Gi 分解成齐次元素的和，有

Gi =
∑

gik

从而

f =
∑

Gifi =
∑∑

gikfi =
∑

gifi + (△)

其中 deg gi = deg f − deg fi，而 △ 中元素的次数都不等于 f，从而在最终表达式中必定为 0，即有

f =
∑

gifi

定理 14.3.1: Hilbert Basis Theorem on Graded Rings

R =
⊕
i≥0

Ri 是分次环，则

R 为诺特环 ⇔ R0 是诺特环且 R 是有限生成 R0 代数.

证明: 首先我们知道，如果 R0 诺特，且 R 是有限生成 R0 代数，则由推论 8.2.1 知道 R 诺特.

反之，如果 R 诺特，我们有
⊕
i≥1

Ri 是 R 的理想，且有 R0
∼= R/

⊕
i≥1

Ri，从而 R0 诺特.

由
⊕
i≥1

Ri 为 R 的理想，结合 R 诺特，我们知道
⊕
i≥1

Ri 是有限生成的，设生成元为 f1, · · · , fm，将每一个

fi 拆成齐次元素的和，我们可以设
⊕
i≥1

Ri 的生成元为 x1, · · · , xs，其中 xi 都是齐次元素.

设 R′ = R0[x1, · · · , xs]，我们下面说明 R′ = R，这只需要说明对于任意的 k ≥ 0，有

Rk ⊂ R′

我们对 k 进行归纳，k = 0 时自不必说，下面假设 k ≤ m− 1 时成立，考虑 ∀y ∈ Rm ⊂
⊕
i≥1

Ri，我们由生成

元可以知道

y =
s∑
i=1

aixi

并且由引理知道可以选择 ai 均为齐次元，有 deg ai = deg y − deg xi = m− deg xi，从而有

ai ∈ Rm−deg xi

由归纳假设知道 ai ∈ R′，从而有 y ∈ R′，即 Rm ⊂ R′.

最后我们知道 R = R′ = R0[x1, · · · , xs].

我们考虑 A 是一个环(不必是分次的)，I 是 A 的一个理想，则我们可以构造一个分次环

A∗ =
+∞⊕
n=0

In

类似地，如果 M 是一个 A-模，并且 (Mn) 是一个 I-滤过，我们有

M∗ =
+∞⊕
n=0

Mn

是一个分次 A∗-模，这是因为 ImMn ⊂Mn+m.
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如果 A 是 Noether 的，I 是有限生成的，我们设 x1, · · · , xr 是其生成元，则我们知道 A∗ = A[x1, · · · , xr] 并
且是 Noether 的.

引理 14.3.2

A 是一个 Noether 环，M 是一个有限生成 A-模，(Mn) 是一个 I-滤过，TFAE：

(1) M∗ 是一个有限生成 A∗-模.

(2) (Mn) 是稳定的.

证明: A Noether，M 有限生成，从而 M 是 Noether A-模，于是我们知道 Mn 都是有限生成的，所以我们令

Qn =
n⊕
r=0

Mn

Qn 是 M∗ 的一个子群，但是一般来说不是 A∗-模，但是它可以生成一个，即

M∗
n =M0 ⊕ · · · ⊕Mn ⊕ IMn ⊕ I2Mn ⊕ · · · = Qn ⊕ IMn ⊕ I2Mn ⊕ · · ·

由于 Qn 作为 A-模是有限生成的，我们知道 M∗
n 作为 A∗ 模是有限生成的. 我们知道 M∗

n 构成了一个升链，

其并为 M∗，由于 A∗ Noether，我们知道 M∗ 作为 A∗-模有限生成 ⇐⇒ 这个升链会停止，即存在 n0 使得

M∗ =M∗
n0
⇐⇒ Mn0+r = IrMn0

对 ∀r ≥ 0 ⇐⇒ 滤过是稳定的.

命题 14.3.1: Artin-Rees Lemma

A 是一个 Noether 环，I 是 A 的一个理想，M 是一个有限生成 A-模，(Mn) 是一个稳定 I-滤过，如果

M ′ 是 M 的一个子模，则 (M ′ ∩Mn) 是 M ′ 的一个稳定 I-滤过.

证明: 我们有

I(M ′ ∩Mn) ⊂ IM ′ ∩ IMn ⊂M ′ ⊂Mn+1

因此我们知道 (M ′ ∩Mn) 是一个 I-滤过，因此其定义了一个分次 A∗ 模，并且是 M∗ 的子模，因此是有限

生成的，从而由上面引理知道成立.

若令 Mn = InM，则我们有

推论 14.3.1

存在整数 k 使得对于任意的 n ≥ k 有

(InM) ∩M ′ = In−k((IkM) ∩M ′)

定理 14.3.2

A 是一个 Noether 环，a 是理想，M 是有限生成 A-模，M ′ 是 A 的子模. 则滤过 anM ′ 和 anM ∩M ′ 有

bounded difference. 特别地，M ′ 的 a-拓扑和 M ′ 在 M 的 a-拓扑下的诱导拓扑相同.

证明: 结合引理 14.2.1 和 Artin-Rees Lemma 立刻得到.
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命题 14.3.2

令

0→M ′ →M →M ′′ → 0

是诺特环 A 上有限生成模的正合列，a 是 A 的理想，则关于 a-adic 的完备化仍然正合：

0→ M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0

证明: 由定理 14.3.2 和推论 14.1.1 立刻得到.

14.4 Noether 环与完备化

由于存在自然态射

A→ Â

所以我们可以把 Â 看成是 A-代数，于是对任何的 A-模 M，可以得到 Â-模 Â⊗AM . 很自然的问题是它和 Â-模

M̂ 之间是什么关系？注意到 A-模同态 M → M̂ 诱导了

Â⊗AM → Â⊗A M̂ → Â⊗Â M̂ = M̂

对于一般的 A，这既不是单射也不是满射，但是我们有

命题 14.4.1

对于任何的环 A，如果 M 是有限生成的，则 Â⊗AM → M̂ 是满射，如果额外 A 还是 Noether 的，则是

同构.

命题 14.4.2

如果 A 是诺特环，a 是理想，Â 是 a-adic 完备化，则 Â 是一个平坦 A-代数.

命题 14.4.3

如果 A 是诺特的，Â 是 a-adic 完备化，则

(1) â = Âa ∼= Â⊗A a.

(2) ân = (â)n.

(3) an/an+1 ∼= ân/ân+1.

(4) â ⊆ J(Â).

命题 14.4.4

A 是一个诺特局部环，m 是极大理想，则 m-adic 完备化 Â 是一个局部环，极大理想是 m̂.
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定理 14.4.1: Krull Intersection Theorem

A 是一个 Noether 环，a 是理想，M 是有限生成 A-模，M̂ 是 a-adic 完备化，则 M → M̂ 的 kernel

E =
∞⋂
n=1

anM

由被 1 + a 的某些元素零化的 x ∈M 构成.

推论 14.4.1

令 A 为一个 Noether 整环，a ̸= (1) 为 A 的一个理想，则
⋂

an = 0.

推论 14.4.2

令 A 为一个 Noether 环，a 是 A 的一个被 Jacobson 根包含的理想，令 M 为一个有限生成 A-模. 则 M

的 a-拓扑是 Hausdorff 的，即
⋂

anM = 0.

推论 14.4.3

A 为 Noether 局部环，m 是极大理想，M 是一个有限生成 A-模，则 M 的 m-拓扑是 Hausdorff 的.

14.5 结合分次环

定义 14.5.1: Associated Graded Ring

A 是一个环，a 是 A 的一个理想，定义

G(A) = Ga(A) =
∞⊕
n=0

an/an+1

这是一个分次环，乘法自然定义. 对于 A-模 M 及 M 的一个 a-滤过 {Mn}，我们可以定义

G(M) = Ga(M) =
∞⊕
n=0

Mn/Mn+1

这是一个分次 G(A)-模，记

Gn(M) =Mn/Mn+1

命题 14.5.1

令 A 是一个 Noether 环，a 是 A 的理想，则

(1) Ga(A) 是 Noether 的.

(2) Ga(A) 与 Gâ(Â) 作为分次环是同构的.

(3) 若 M 是有限生成 A-模，(Mn) 是 M 的稳定 a-滤过，则 G(M) 是一个有限生成分次 Ga(A)-模.
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引理 14.5.1

令 φ : A→ B 为滤过群的态射，即 φ(An) ⊆ Bn，令

G(φ) : G(A)→ G(B), φ̂ : Â→ B̂

为诱导的态射，则

(1) G(φ) 是单射 =⇒ φ̂ 是单射.

(2) G(φ) 是满射 =⇒ φ̂ 是满射.

于是可以得到这一节的主定理

命题 14.5.2

A 是一个环，a 是 A 的理想，M 是 A-模，(Mn) 是稳定 a-滤过. 假设 A 在 a-拓扑下是完备的并且 M 在

滤过拓扑下是 Hausdorff 的. 假设 G(M) 是有限生成 G(A)-模，则 M 是有限生成 A-模.

推论 14.5.1

A 是一个环，a 是 A 的理想，M 是 A-模，(Mn) 是稳定 a-滤过. 假设 A 在 a-拓扑下是完备的并且 M 在

滤过拓扑下是 Hausdorff 的. 则若 G(M) 是 Noether G(A)-模，则 M 是 Noether A-模.

从而可以推出

定理 14.5.1

A 是 Noether 环，a 是理想，则 a-adic 完备化 Â 也是 Noether 的.

证明: 我们知道

Gâ(Â) ∼= Ga(A)

由于 Ga(A) Noether，从而 Gâ(Â) Noether，从而我们在上面推论中令 M = Â 就得到 Â Noether.

推论 14.5.2: 幂级数环上的Hilbert基定理

若 A Noether，则 A[[x1, · · · , xn]] Noether.

证明: 由于 A[x1, · · · , xn] Noether，注意到幂级数环就是 A[x1, · · · , xn] 关于 (x1, · · · , xn)-adic 的完备化，从而
Noether.
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15.1 Hilbert 函数

令 A =
∞⊕
n=0

An 为 Noether 分次环，我们知道 A0 是 Noether 环，并且 A 是有限生成 A0 代数，设生成元为

x1, · · · , xs，并且不妨设这些生成元都是齐次的，次数为 k1, · · · , ks. 令 M 为有限生成分次 A-模，则 M 被有限

个齐次元素生成，记为 mj(1 ≤ j ≤ t)，令 rj = degmh. 令 Mn 为 n 次齐次元素，齐次元素必定形如∑
j

fj(x)mj

其中 fj(x) ∈ A 是齐次元素，次数为 n − rj . 从而 Mn 是有限生成 A0 模，生成元是 gj(x)mj，其中 gj(x) 是

x1, · · · , xs 的单项式，使得总次数为 n− rj .

定义 15.1.1: Poincare 级数

令 λ 为一个取值在 Z 中的加性函数，定义在所有有限生成 A0-模上. 我们定义 M 的 Poincare 级数为

λ(Mn) 的生成函数，即

P (M, t) =
∞∑
n=0

λ(Mn)t
n

定理 15.1.1: Hilbert-Serre

P (M, t) 是一个有理函数，形如
f(t)∏s

i=1(1− tki)
, f(t) ∈ Z[t]

证明: 我们对 A 在 A0 上生成元的数量来归纳，当 s = 0 时，对任意的 n > 0 都有 An = 0，所以 A = A0. 而

M 变成了有限生成 A0-模，从而当 n 充分大的时候有 Mn = 0，于是 P (M, t) 是一个多项式，从而满足命题.

现在假设 s > 0，并且定理对 s − 1 成立，我们注意到乘上 xs 是一个从 Mn → Mn+ks 的同态，于是我们有

正合列

0→ Kn →Mn
xs→Mn+ks → Ln+ks → 0

令 K =
⊕

Kn，L =
⊕

Ln，由于 K 是 M 的子模，L 是 M 的商模，从而它们都是有限生成的，并且都被 xs

零化，于是我们知道它们都是 A[x1, · · · , xs−1]-模，所以对上面正合列作用 λ 得到

λ(Kn)− λ(Mn) + λ(Mn+ks)− λ(Ln+ks) = 0

乘 tn+ks 之后求和得到

(1− tks)P (M, t) = P (L, t)− tksP (K, t) + g(t)

114
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其中 g(t) 是一个整系数多项式，从而归纳得证.

P (M, t) 在 t = 1 处极点的阶数我们记为 d(M)，在一定程度上它度量了 M 的大小(当然和 λ 相关). 特别地，

d(A) 也是有定义的，当 ki = 1 的情况特别简单.

推论 15.1.1

若每个 ki = 1，则对于充分大的 n，有 λ(Mn) 是一个关于 n 的有理系数的 d− 1 次a的多项式.

a
我们这里令零多项式的次数为 −1，并且令

(
n

−1

)
=

0, n ≥ 0

1, n = −1
.

证明: 由前面的定理我们知道 λ(Mn) 是 f(t)(1 − t)−s 的 n 次项系数. 通过上下同时约去 (1 − t)，我们不妨设
s = d. 此时 f(1) ̸= 0，设

f(t) =
N∑
k=0

akt
k

由于

(1− t)−d =
∞∑
k=0

(
d+ k − 1

k

)
tk =

∞∑
k=0

(
d+ k − 1

d− 1

)
tk

于是我们有

λ(Mn) =
∞∑
k=0

ak

∞∑
k=0

(
d+ k + n− 1

d− 1

)
对于任意的 n ≥ N 成立. 而右边式子都是 d− 1 次有理系数多项式的和. 容易验证首项

(
∑
ak)n

d−1

(d− 1)!
̸= 0

故得证.

推论 15.1.2

对充分大的 n，映射

n 7→
n∑
k=1

λ(Mn)

是一个 d(M) 次的多项式.

Remark 15.1.1

对于使得任意的整数 n 都有 f(n) 是整数的多项式 f(x) 不必是整系数的多项式，比如 f(x) =
x(x+ 1)

2
.

定义 15.1.2: Hilbert Function

在推论中定义的多项式称为 M 的关于 λ 的 Hilbert 函数.

回忆我们有正合列

0→ Kn →Mn
xs→Mn+ks → Ln+ks → 0
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如果我们将 xs 替代为 x ∈ Ak，使得 x 不是 M 的零因子，则 K = 0，于是我们通过

(1− tks)P (M, t) = P (L, t)− tksP (K, t) + g(t) = P (L, t) + g(t)

得到

d(L) = d(M)− 1

所以我们证明了

命题 15.1.1

如果 x ∈ Ak 不是 M 的零因子，则有

d(M/xM) = d(M)− 1

我们将会在 A0 是 Artin 环且 λ(M) = l(M) 时考虑一些东西，其中 l(M) 是有限生成 A0-模 M 的长度. 我

们在前面已经证明 l 是一个加性函数.

Example 15.1.1

令 A = A0[x1, · · · , xs]，其中 A0 是 Artin 环，xi 为代数无关的超越元. 则 An 是一个自由的 A0-模，由次

数为 n 的单形式为基，容易知道维数为 (
s+ n− 1

s− 1

)
结合 l 是加性函数，我们有

l(An) =

(
s+ n− 1

s− 1

)
l(A0)

于是可以知道

P (A, t) = l(A0)(1− t)−s

命题 15.1.2

令 A 为一个 Noetherian 局部环，m 是极大理想，q 是一个 m-准素理想，M 是一个有限生成 A-模，Mn

是一个稳定的 q-滤过，则

(1) M/Mn 是有限长的.

(2) 对于充分大的 n，长度是一个小于等于 s 次的关于 n 的多项式 g(n)，其中 s 是 q 最小的生成元数

量.

(3) g(n) 的次数和首项系数仅与 M 和 q 决定，与滤过的选择无关.

证明: (1) 令

G(A) =
⊕
n

qn/qn+1, G(M) =
⊕
n

Mn/Mn+1

由 dimA/q = 0 可知，G0(A) = A/q 是一个 Artin local ring；G(A) 是诺特环，且 G(M) 是一个有限生成的分

次 G(A)-模(见 10.22). 每个 Gn(M) = Mn/Mn+1 是一个被 q 零化的诺特 A-模，因此它是一个诺特 A/q-模. 由

于 A/q 是阿廷环，故 Gn(M) 具有有限长度. 因此 M/Mn 具有有限长度，且长度满足：

ln = l(M/Mn) =
n∑
r=1

l(Mr−1/Mr)
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(2) 若 x1, . . . , xs 生成 q，则 xi 在 q/q2 中的像 xi 生成作为 A/q-代数的 G(A)，且每个 xi 的次数为 1，因

此记 l(Mn/Mn+1) = f(n)，其中对于所有充分大的 n，f(n) 是关于 n 的次数 ≤ s− 1 的多项式. 既然由 (1) 我们

有 ln+1 − ln = f(n)，由此推知对于所有充分大的 n，ln 是次数 ≤ s 的多项式 g(n).

(3) 设 (M̃n) 是 M 的另一个稳定 q-过滤，并令 g̃(n) = l(M/M̃n)，可知这两个过滤具有 bounded difference，

即存在整数 n0 使得对所有 n ≥ 0，有 Mn+n0
⊆ M̃n 以及 M̃n+n0

⊆Mn；从而我们有：

g(n+ n0) ≥ g̃(n), g̃(n+ n0) ≥ g(n).

由于对充分大的 n，g 和 g̃ 都是多项式，我们有 lim
n→∞

g(n)/g̃(n) = 1，因此 g 和 g̃ 具有相同的次数和首项系数.

滤过 qnM 对应的多项式 g(n) 记为 χMq (n)，对充分大的 n 有

χMq (n) = l(M/qnM)

如果 M = A，我们直接记 χAq (n) 为 χq(n) 为关于 m-准素理想 q 的特征多项式. 我们有

推论 15.1.3

对充分大的 n，有

l(M/qnM) = χq(n)

其中 degχq ≤ s，s 是 q 的最小的生成元数量.

命题 15.1.3

A,m, q 记号同上，则

degχq(n) = degχm(n)

即次数与 q 的选择无关.

证明: 我们知道存在 r > 0 使得

mr ⊆ q ⊂ m

于是

mrn ⊆ qn ⊆ mn

因此

χm(n) ≤ χq(n) ≤ χm(rn)

对任意的 n 成立，这很显然能看出来次数一样.
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15.2 Noether 局部环的维数理论

定义 15.2.1: 高度与维数

A ̸= 0 为环，对 p ∈ SpecA，我们定义其高高高度度度为

ht(p) = sup{n : p = p0 ⊋ · · · ⊋ pn, pi ∈ SpecA}

对 A 的真理想 a，定义其高度为

ht(a) = inf{ht(p) : a ⊆ p ∈ SpecA}

对 A-模 M，定义其维数为

dimM = dim(A/AnnA(M))

从而我们知道 A 的 Krull 维数可以写成

dimA = sup{ht(p) : p ∈ SpecA}

由定义容易验证下面两个式子

dimA/a+ ht(a) ≤ dimA, dimAp = ht(p)

命题 15.2.1

设 A 为 Noether 环，M 是有限生成 A-模，TFAE：

(1) M 是有限长的 A-模.

(2) A/Ann(M) 是 Artin 环.

(3) dimM = 0.

定义 15.2.2: Noether 局部环的次数

设 A 为 Noether 局部环，m 为极大理想，定义 A 的次数为

d(A) := degχm(n) = degχq(n)

由前面的定理我们知道 d(A) 仅与 A 相关，因为极大理想是唯一的，而次数与准素理想的选取无关. 根据定

义，当 n 充分大的时候，我们有

d(A) = deg l(A/mn)

= deg

(
n−1∑
k=0

l(mk/mk+1)

)
= d(Gm(A))

令 A 为一个 Noether 局部环，m 是他的极大理想. 令 δ(A) 为 A 的 m-准素理想的最少的生成元的数量，我

们的目的是证明

δ(A) = d(A) = dimA
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命题 15.2.2

δ(A) ≥ d(A).

证明: 我们已经证明了 δ(A) ≥ degχm(n)，所以得证.

命题 15.2.3

记号同上，M 是一个有限生成的 A-模，x ∈ A 不是 M 的零因子，则有

degχM/xM
q ≤ degχMq − 1

证明: 记 M ′ := M/xM，N := xM ⊂ M，由于 x 不为零因子，所以有 A- 模的同构 N = xM ≃ M,xm 7→ m.

取 M 的稳定 q-滤过 (qnM)，置 Nn := N ∩ qnM,n ≥ 0，根据 Artin-Rees 引理可知 (Nn) 是 N 的稳定 q-滤过.

于是由 N ≃ M 和命题 15.1.2 可知，当 n 充分大时，多项式 n 7→ l(N/Nn) 对应多项式的首项和 χMq (n) 的

首项相等. 我们有自然的正合列

0→ N/Nn →M/qnM →M ′/qnM ′ → 0

于是当 n 充分大时，有

l(N/Nn)− χMq (n) + χM
′

q (n) = 0

而 l(N/Nn) 和 χMq (n) 相减消去了最高次项，因此 degχM
′

q ≤ degχMq − 1.

推论 15.2.1

A 是 Noether 局部环，x 不是 A 的零因子，则有

d(A/(x)) ≤ d(A)− 1

命题 15.2.4

d(A) ≥ dimA.

证明: 对 A 的次数 d := d(A) 归纳.

如果 d = 0，则当 n 充分大时，整值函数 n 7→ l(A/mn) 为常数，所以对任意充分大的 n 有 l(mn/mn+1) = 0，

但 mn/mn+1 是域 A/m 上的线性空间，并且其 A/m-子空间必为 A-子模，所以只能 mn/mn+1 = 0，进而由

Nakayama 引理可知 mn = 0，因此 A 为 Artin 环，也即 dimA = 0.

现在设 d > 0，结论对 ≤ d− 1 成立，任取 A 中素理想链

p0 ⊊ · · · ⊊ pr

设 x ∈ p1 \ p0，置 x′ := x 为 x 在整环 A′ := A/p0 中的像，则由 x′ ̸= 0 知 x′ 不为 A′ 的零因子，于是有

d(A′/(x′)) ≤ d(A′)− 1

设 m′ ⊂ A′ 为极大理想，则 m′ = m/p0，于是有满的环同态 A/mn → A′/m′n，所以 l(A/mn) ≥ l(A′/m′n) 恒成

立，由此推出

d(A) ≥ d(A′) ≥ d(A′/(x′)) + 1
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根据归纳假设有 d(A′/(x′)) ≥ dim(A′/(x′))，所以 d(A) ≥ dim(A′/(x′)) + 1，又因为 x ∈ p1，所以

p1/p0 ⊊ · · · ⊊ pr/p0

是 A′/(x′) 中的素理想链，于是

d(A) ≥ dim(A′/(x′)) + 1 ≥ (r − 1) + 1 = r

根据 r 的任意性可得 d(A) ≥ dimA.

从而可以推出，Noether 环必为局部有限维的，即 Noether 环的局部化必为有限维，进而 Noether 环的任一

素理想都具有有限高度；进而一个 Noether环中素理想的降链也必然是有限的，即一个由 Noether环中素理想构

成的非空集合必存在极小元.

Remark 15.2.1

我们也可以定义 p 的深度，即从 p 开始的素理想升链长度，很显然我们有

depth p = dimA/p

命题 15.2.5

令 A 为一个 d 维的诺特局部环. 则存在一个 m-准素理想由 d 个元素生成，从而 dimA ≥ δ(A).

证明: 我们递归构造 x1, · · · , xd，使得对每个 1 ≤ i ≤ d，任一包含 (x1, · · · , xi) ̸= (1) 的素理想高度均至少为 i.

i = 0 时显然成立，设 i > 0 , x1, · · · , xi−1 已经构造好，由于 Noether 环的素理想满足降链条件，故必存在

包含 (x1, · · · , xi−1) ̸= (1) 的极小素理想，它们同时是 Noether 环 A/(x1, · · · , xi−1) 的极小素理想，只有有限个，

设为

p1, · · · , ps

又因为 (x1, · · · , xi−1) ⊂ m，如果存在 1 ≤ j ≤ s 使得 m = pj，则 m 是包含 (x1, · · · , xi−1) 的唯一素理想，特别

地有
√

(x1, · · · , xi−1) = m，所以 (x1, · · · , xi−1) 是 m− 准素的，但 m− 准素理想的生成元个数至少为 d > i− 1，

这就得到矛盾，因此 m ̸= pj . 进而根据 Prime avoidance 可知

m ̸⊆
⋃

pj

取 xi ∈ m \
⋃

pj，则 (x1, · · · , xi) ⊂ m，任取包含 (x1, · · · , xi) 的素理想 q，其必包含一个 pj，于是有 xi ∈ q 但

xi /∈ pj，所以 q ⊋ pj，又因为 ht(pj) ≥ i− 1，因此 ht(q) ≥ i.
回到原命题，任一包含 (x1, · · · , xd) 的素理想高度均至少为 d，但 d = dimA = ht(m)，所以 m 是唯一的包

含 (x1, · · · , xd) 的素理想，由此推出
√

(x1, · · · , xd) = m，所以 (x1, · · · , xd) 是 m− 准素的，由 d 个元素生成.

于是我们得到了：

定理 15.2.1: 维数定理

对于 Noehter 局部环 A 而言，我们有

δ(A) = d(A) = dimA
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Example 15.2.1

考虑域上的 n 元多项式环 k[x1, · · · , xn]，这是 Noehter 的，并且有极大理想 m = (x1, · · · , xn)，考虑

A = k[x1, · · · , xn]m

是 Noether 局部环，而 Gm(k[x1, · · · , xn]) 是 k 上的 n 元多项式环，从而有

dimA = d(A) = n

由于

dim k[x1, · · · , xn] = sup ht(k[x1, · · · , xn]p) = sup ht(k[x1, · · · , xn]m) = n

所以域上多项式环的超越维数就是 Krull 维数.

推论 15.2.2

A 是 Noether 局部环，则 dimA ≤ dimk m/m
2. 其中 k = A/m 为剩余域.

证明: 由 Nakayama 引理立刻得到 m/m2 的基可以提升为 m 的生成元，从而有

dimA = δ(A) ≤ dimk(m/m
2)

推论 15.2.3

设 A 为 Noether 环，x1, · · · , xr ∈ A，则任一包含 (x1, · · · , xr) 的极小素理想 p 高度均不超过 r.

证明: 考虑局部化 Ap，有极大理想 pAp，由 p 的极小性知道√
(x1, · · · , xr) = pAp

从而

r ≥ δ(Ap) = dimAp = ht(p)

定理 15.2.2: Krull’s principal ideal theorem

令 A 为一个 Noether 环，x ∈ A 既不是零因子又不是单位，则 (x) 的极小素理想的高度都是 1.

证明: 首先知道 ht(p) ≤ 1，如果 ht(p) = 0，则 p 是极小素理想，从而 p ∈ AssA(A)，也就是说 p 落在 A 的零

因子集中，但是 x ∈ p 不是零因子，矛盾.
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推论 15.2.4

A 是一个 Noether 局部环，x ∈ m 不是零因子，则

dimA/(x) = dimA− 1

证明: 令 d = dimA/(x)，我们知道

d = d(A/(x)) ≤ d(A)− 1 ≤ dimA− 1

另一方面，令 xi(1 ≤ i ≤ d) 为 m 的元素使得在 A/(x) 的像中生成一个 m/(x)-准素理想，则我们知道理想

(x, x1, · · · , xd) ⊆ A

是一个 m-准素的，从而

d+ 1 ≥ dimA

所以

dimA/(x) = dimA− 1

推论 15.2.5

令 Â 为 m-adic 完备化，则 dimA = dim Â.

证明: 只需要注意到

A/mn ∼= Â/m̂n

于是

χm(n) = χm̂(n)

所以相等.

15.3 正则局部环

定义 15.3.1: system of parameters

设 (A,m) 是 Noether 局部环，d = dimA，如果√
(x1, · · · , xd) = m

则称 x1, · · · , xd 是一个参数系统.

注意 d = δ(A) 已经是最小生成元个数.

命题 15.3.1

设 q = (x1, · · · , xd) 满足
√
q = m，令 f ∈ A[t1, · · · , td] 是 s-次齐次多项式，如果 f(x1, · · · , xd) ∈ qs+1，

则 f 的系数均在 m 中.
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证明: 我们熟知，分次环 Gq(A) 由 x1, · · · , xd ∈ q/q2 在 A/q 上生成，所以有环的满同态

α : (A/q)[t1, · · · , td] ↠ Gq(A)

ti 7→ xi

记 f 为 f 在 (A/q)[t1, · · · , td] 中的像，则 f ∈ Kerα，于是得到满同态

(A/q)[t1, · · · , td]/(f) ↠ Gq(A).

如果存在 f 的系数不在 m 中，则该系数为 A 中单位，于是可知 f 不为零因子，所以

d(A) = d(Gq(A)) ≤ d((A/q)[t1, · · · , td]/(f))

≤ d((A/q)[t1, · · · , td])− 1 = d− 1,

注意到由维数定理，我们有

d(Gq(A)) = d

从而矛盾.

推论 15.3.1

(A,m) 是 Noether 局部环，满足剩余域 k = A/m ⊆ A 为子环，设 x1, · · · , xd 是一个参数系统，则它们在
k 上是代数无关的.

证明: 假设存在 k 系数的非零多项式 f 使得 f(x1, · · · , xd) = 0，记 fs 为 f 的最低次(记为 s 次)的齐次部分，

显然有 fs ̸= 0. 于是我们知道

fs(x1, · · · , xd) = 0 ∈ ms/ms+1

即

fs(x1, · · · , xd) ∈ ms+1

从而由上面的命题知道 fs 的系数都在 m 中，从而 fs = 0，因为 f 的系数都在 A/m 中.

定理 15.3.1

设 A 是 Noether 局部环，dimA = d，m 为极大理想，k = A/m 为剩余域，TFAE：

(1) Gm(A) ∼= k[t1, · · · , td].

(2) dimk m/m
2 = dimA = d.

(3) m 可以由 d 个元素生成.

证明: (1) =⇒ (2)：由于 Gm(A)1 = m/m2 与一次齐次多项式同构，从而

dimk m/m
2 = d = dimGm(A) = dimA

(2) =⇒ (3)：由 Nakayama 定理推论立刻得到.

(3) =⇒ (1)：考虑映射

α : k[t1, ·, td] 7→ Gm(A), ti 7→ xi
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对任意的 f ∈ Kerα，容易知道 f 的系数在 m 中，但是 f 是 k-系数，从而 f = 0，所以 α 为同构.

定义 15.3.2: regular local ring

满足上面等价条件之一的 Noether 局部环称为正正正则则则局局局部部部环环环.

引理 15.3.1

A 是一个环，a 是理想，若
⋂

an = 0，则 Ga(A) 是整环 ⇐⇒ A 是整环.

证明: 对任意的 x, y ∈ A，x, y ̸= 0，由
⋂

an = 0 可知存在 r, s ≥ 0，使得

x ∈ ar − ar+1, y ∈ as − as+1

所以 x 在 ar/ar+1 和 y 在 as/as+1 中的像均不为 0，所以 x 和 y 在 Ga(A) 中的像均不为零，于是

xy ̸= 0 ⇐⇒ xy ̸= 0

命题 15.3.2

设 A 为正则局部环，则 A 是整环.

证明: 我们只需要证明
⋂

mn = 0，这是显然的，因为

Gm(A) ∼= k[t1, · · · , td]

没有什么非零元是无穷次的，所以我们知道 Gm(A) 同构与域上多项式环，所以是整环，所以 A 是整环.

命题 15.3.3

令 A 为一个 Noether 局部环，则 A 正则当且仅当 m-adic 完备化 Â 正则.

证明: 注意到

Gm(A) ∼= Gm̂(Â), A/m ∼= Â/m̂

立刻得到.

15.4 超越维数

假设 k 是一个代数闭域，V 是一个 k 上的不可约代数簇，因此我们知道 V 的坐标环形如

A(V ) = k[x1, · · · , xn]/p
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其中 p 是一个素理想，A(V ) 的分式域被称为 V 上的有理函数域，记为 k(V ). 它是 k 的有限扩张，因此有有限

的超越维数(即最大代数无关元的数量). 这个同时也定义了 V 的维数.

由零点定理，我们知道 V 上的点与 A(V ) 的极大理想一一对应，如果 P 对应 m，则我们称

dimA(V )m

为 V 在 P 点的局部维数.

引理 15.4.1

B ⊆ A 都是整环，B 是整闭的，A 在 B 上整. m 是 A 的一个极大理想，n = m∩B. 则 n 也是极大理想，

并且 dimAm = dimBn.

证明: 只需要证明两个方向的不等式，分别利用 Going-UP 和 Going-Down 即可.

定理 15.4.1

对于任意的 k 上不可约代数簇 V，其在任意点处的局部维数与 V 的维数相同.

证明: 由 Noether 正规化定理，我们可以找到一个多项式环 B = k[x1, · · · , xd] ⊆ A(V ) 使得 d = dimA(V ) 并

且 A(V ) 在 B 上整. 由于 B 是 UFD，很显然是整闭的，从而我们可以说明

dimA(V )m = dimBn

其中 m 是 A(V ) 的极大理想，n = m∩B 为 B 的一个极大理想，所以我们只需要说明结论对 B 成立即可，而 B

是多项式环，很显然是成立的.

推论 15.4.1

对于 A(V ) 的极大理想，我们有

dimA(V ) = dimA(V )m

从而我们有

dimV = dimA(V )

证明: 注意到

dimA(V ) = sup dimA(V )m

所以结合 dimA(V )m 是定值 dimV 立刻得证.



Chapter 16: Hilbert Syzygy 定理

我们常说的 Hilbert 三件套就是基定理，合冲定理与零点定理，我们现在就开始了解合冲定理.

16.1 Hilbert 函数与 Hilbert 多项式

定义 16.1.1: Hilbert Function

令 M 是一个有限生成 k[x1, · · · , xr] 模，其中 k[x1, · · · , xr] 为按次数分次的分次环，我们定义 M 的

Hilbert 函函函数数数为

HM (s) := dimkMs

Remark 16.1.1

所有的维数都是有限的，假设存在Ms不是有限维的，则子模

∞⊕
s

Mi不是有限生成的，这与模上的 Hilbert

基定理矛盾.

定理 16.1.1: Hilbert多项式

如果 M 是 k[x1, · · · , xr] 上有限生成分次模，则对于充分大的 s，存在一个次数小于等于 r − 1 的多项式

PM (x) 满足

HM (s) = PM (s)

这样个多项式称之为 M 的 Hilbert 多多多项项项式式式.

在证明定理之前我们先进行一些准备工作.

定义 16.1.2

我们定义 M(d) 为一个同构于 M 的分次模，满足

M(d)e =Md+e

126
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引理 16.1.1

令 H(s) ∈ Z 定义在所有自然数 s 上，定义 H ′(s) = H(s)−H(s− 1)，如果存在一个次数小于等于 n− 1

的有理系数多项式 Q(s)，使得当 s ≥ s0 时，有

H ′(s) = Q(s)

则存在一个次数小于等于 n 的有理系数多项式 P (s) 使得当 s ≥ s0 时，有

H(s) = P (s)

证明: 对于任意整数 s，令

P (s) = H(s0) +
s∑

t=s0+1

Q(t)

对于 s ≥ s0，我们有
P (s) = H(s)

并且容易看出来 P (s) 是次数小于等于 n− 1 的多项式的求和，从而 P (s) 的次数小于等于 n.

定义 16.1.3: 加性函数

设 A 是一个阿贝尔范畴(如向量空间、模、阿贝尔群等)，函数 f : Ob(A)→ G(其中 G 是阿贝尔群，如整

数 Z)称为加性函数，若对任意短正合列

0→ A
α−→ B

β−→ C → 0

均满足：

f(B) = f(A) + f(C)

引理 16.1.2: 加性函数的交错和为 0

若存在有限长度的正合列

0→ A0 → A1 → · · · → An → 0,

则交替和满足：
n∑
i=0

(−1)if(Ai) = 0

证明: 长正合列分解为相邻的短正合列.例如，对每个 0 ≤ k < n，存在短正合列：

0→ Ker(dk)→ Ak → Im(dk)→ 0

由于正合性，有：

Im(dk) = Ker(dk+1)

因此可将长正合列拆分为一系列短正合列：

0→ Ker(dk)→ Ak → Ker(dk+1)→ 0

对每个短正合列应用加性函数：

f(Ak) = f(Ker(dk)) + f(Ker(dk+1))
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将这些等式代入交替和：

n∑
i=0

(−1)if(Ai) =
n∑
i=0

(−1)i [f(Ker(di)) + f(Ker(di+1))] = f(Ker(d0)) + (−1)nf(Ker(dn+1))

其中约定 Ker(d0) = 0 和 Ker(dn+1) = 0.

最终我们得到结论：
n∑
i=0

(−1)if(Ai) = 0

下面我们来证明定理 16.1.1.

证明: 我们对未定元的数量 r 进行归纳，如果 r = 0，则 M 单纯只是一个有限维的分次线性空间，从而显然成

立.

下面假设 r > 0，令 K ⊂M 为乘上 xr 这个同态的核，我们得到了一个线性空间的正合列，并且其中的同态

都是保持分次次数的

0→ K(−1)→M(−1) xr→M →M/xrM → 0

由于保持分次次数，我们有

0→ Kn−1 →Mn−1
xr→Mn →M/xrMn → 0

再由于线性空间的维数是加性函数，我们得到

HM (s)−HM (s− 1) = HM/xrM (s)−HK(s− 1)

由于 K 和 M/xrM 都是 k[x1, · · · , xr−1] 上的有限生成模，由归纳假设我们知道右边式子为次数小于等于

r − 2 的多项式，从而由引理我们知道结论成立.

16.2 自由消解与Syzygy定理

定义 16.2.1: 分次自由模

R 是一个分次环，我们可以定义一个分分分次次次自自自由由由 R-模模模为若干个 R(d) 的直和.

定义 16.2.2: Free Resolution

一个 R-模 M 的自自自由由由消消消解解解为一个正合列

F : · · ·Fn
φn→ · · · → F1

φ1→ F0 →M → 0

其中 Fi 均为自由 R-模，Im(φi) 被称作为 M 的第 i 个 Syzygy 模模模.

一个消解 F 被称作分分分次次次自自自由由由消消消解解解，如果 R 是分次环，Fi 是分次自由模，并且 φi 为次数为 0 的齐次映

射. 如果存在 n > 0 使得 Fn+1 = 0，Fi ̸= 0, 0 ≤ i ≤ n，则我们说 F 是一个长长长度度度为为为 n 的的的有有有限限限消消消解解解.

Remark 16.2.1

容易看到每一个模都有一个自由消解. 我们下面来看一看这个过程，考虑 M 的一组生成元 {vi}i∈I，考虑
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一个以 {ei}i∈I 为基的自由 R-模 F0，从而我们得到一个同态 ei 7→ vi，有

F0 →M → 0

考虑 M1 = Ker(F0 →M)，对 M1 重复过程得到一个 F1，从而有

F1 → F0 →M → 0

以此类推，我们得到一个 M 的自由消解.

定理 16.2.1: Hilbert Syzygy Theorem

令 R = k[x1, · · · , xr]，则任意有限生成的分次 R-模存在由有限生成的自由模构成的长度 ≤ r 的有限的分

次自由消解.

定理 16.2.2: Hilbert Syzygy Theorem 弱版本

设 R = k[x1, · · · , xr]，则有限生成的 R-模存在长度 ≤ r 的自由消解.

Example 16.2.1

我们来看一个例子去理解 Syzygy 到底是什么.

令 G = Z/3Z = ⟨σ⟩，考虑 G 在 R = C[x, y] 上的作用 σ(x, y) = (ωx, ωy)，其中 ω = e2πi/3，我们不难

得到

C[x, y]G = C[x3, x2y, xy2, y3]

是有限生成的 R := C[z0, z1, z2, z3] 模，其中有

z0 = x3, z1 = x2y, z2 = xy2, z3 = y3

我们有 1 阶 syzygy-关系(R-线性):

z0z3 − z1z2 = 0, z21 − z0z2 = 0, z22 − z1z3 = 0

令 a1 = z22 − z1z3，a2 = z0z3 − z1z2，a3 = z21 − z0z2，我们有两个 2 阶 syzygy-关系：

z0a1 + z1a2 + z2a3 = 0, z1a2 + z2a2 + z3a3 = 0

令 b1 = z0a1 + z1a2 + z2a3，b2 = z1a2 + z2a2 + z3a3，有 b1, b2 是 R 线性无关的.

从而我们有

Rb1 ⊕Rb2 → Ra1 ⊕Ra2 ⊕Ra3 → R→ C[x, y]G → 0

我们从自由消解的角度来解释一下：

由于 R = C[z0, z1, z2, z3]，其中有关系

z0z3 − z1z2 = 0, z21 − z0z2 = 0, z22 − z1z3 = 0

我们知道 C[x, y]G = R/(z0z3 − z1z2, z21 − z0z2, z22 − z1z3)，从而我们可以考虑自由模

R3 → (z0z3 − z1z2, z21 − z0z2, z22 − z1z3)

从而我们可以定义 R3 = Ra1⊕Ra2⊕Ra3，令 φ(a1) = z22−z1z3，φ(a2) = z0z3−z1z2，φ(a3) = z21−z0z2，
其中 Kerφ = Ra1 ⊕Ra2 ⊕Ra3/(z0a1 + z1a2 + z2a3, z1a2 + z2a2 + z3a3)，继续延长消解有
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ψ : Rb1 ⊕Rb2 → Kerφ, b1 7→ z0a1 + z1a2 + z2a3, b2 7→ z1a2 + z2a2 + z3a3

我们知道 Kerψ = 0，从而自由消解停止，有

0→ R2 → R3 → R→ C[x, y]G → 0

Remark 16.2.2

我们可以利用 Syzygy 定理去证明 Hilbert 多项式的存在性：

令 R = k[x1, · · · , xr]，如果存在某个 d 使得 M = R(d)，则有a

HR(d)(s) = HR(s+ d) =

(
s+ d+ r − 1

r − 1

)

当 s ≥ −(d+ r − 1) 成立，所以我们知道

HR(d)(s) = Q(s) =

(
s+ d+ r − 1

r − 1

)
=

sr−1

(r − 1)!
+ (lower order terms)

如果 F 是一个有限生成的分次自由模，则 F 是若干个形如 R(d)的直和，所以HF (s)是有限个HR(d)(s)

的和，而 Syzygy 定理告诉我们存在有限的分次自由消解 F

F : 0→ Fr → · · · → F0 →M → 0

故有

HM (s) =
∑

(−1)iHFi
(s)

从而我们知道 HM (s) 的次数小于等于 r − 1.

a
即 n1 + · · · + nr = s+ d 的非负整数解的个数
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