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Chapter 1: 范畴，函子和自然变换

The most important concept in this book is that of universal property. The further you go

in mathematics, especially pure mathematics, the more universal property you will meet.

We will spend most of our time studying different manifestations of this concept.

1.1 泛性质简介

例 1.1.1 我们下面所称的环都是含有乘法幺元的环，所称的环同态都是把幺元送到幺元的环同

态.

环 Z 有这样的性质：对于任何一个环 R，存在唯一一个从 Z 到 R 的环同态.

存在性：我们令 φpnq “ n ¨ 1R, n P Z. 唯一性：由于把幺元送到幺元，所以假设存在另一个 ψ，

我们还是只有 ψpnq “ n ¨ 1R，从而 ψ 实际上等于 φ.

笔记 1.1.1 Crucially, there can be essentially only one object satisfying a given universal property.

The word ’essentially’ mean that two objects satisfying the same universal property need not literally

be equal, but they are always isomorphic.

引理 1.1.1

A 是一个满足下面这个性质的环：对每一个环 R，都存在唯一一个从 A 到 R 的同态，则

A – Z.

证明: 我们称满足此性质的环是“initial” 的，我们知道给定的 A 是 initial 的，并且 Z 也是
initial 的.

由于 A是 initial的，从而有唯一的从 A到 Z的同态 φ，同理由于 Z是 initial的，也有唯一的

从 Z 到 A 的同态 ψ. 现在我们知道 ψ ˝ φ 是从 A 到 A 的同态(注意这里保持幺元)，但是我们还知

道 A Ñ A 的同态只有唯一一个，并且我们知道恒等映射就是一个，从而我们知道 ψ ˝ φ “ 1A，同

理有 φ ˝ ψ “ 1Z. 故 φ 和 ψ 是互逆的，从而 A 与 Z 是同构的.

我们下面看一个更复杂的例子来帮助理解.

例 1.1.2 V 是一个以 pvsqsPS 为基的线性空间，W 是另外一个线性空间，则从 V 到 W 的线性

映射由从 S 到 W 的函数唯一决定.

1
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我们定义函数 i : S Ñ V，ipsq “ vs，则 V 和 i 有如下的泛性质：

S V

@W

i

f
D! linear f

这个图的意思是对于所有线性空间 W 和 f : S Ñ W，存在唯一一个线性映射 f : V Ñ W 使得

f ˝ i “ f .

换言之，下面的函数是双射：

tlinear maps V Ñ W u Ñ tfunctions S Ñ W u

f ÞÑ f ˝ i

我们下面再看一个例子：

例 1.1.3 考虑双线性映射 f : U ˆ V Ñ W，则存在一个确定的线性空间 T 和一个确定的双线性

映射 b : U ˆ V Ñ T，满足下面的泛性质

U ˆ V T

@W

b

@ bilinear f
D! linear f

即使我们不知道这样的 T 和 b 存在，我们仍旧可以证明这样的泛性质在同构意义下唯一决定

T 和 b.

引理 1.1.2

U 和 V 是线性空间，假设 b : U ˆ V Ñ T 和 b1 : U ˆ V Ñ T 1 都是 U ˆ V 上的泛双线性映射，

则 T – T 1. 更精确地说，存在唯一的同构 j : T Ñ T 1 使得 j ˝ b “ b1.

证明: 很简单ą ă.
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1.2 范畴

定义 1.2.1: 范畴(category)

一个范畴 A 由以下内容组成：

• 对象(objects) 的集合 obpA q.

• 对于每一个 A,B P obpA q，a collectiona A pA,Bq of maps or arrows ormorphisms

from A to B.

• 对每一个 A,B,C P obpA q，下面的函数被称为 coposition:

A pB,Cq ˆ A pA,Bq Ñ A pA,Cq

pg, fq ÞÑ g ˝ f

• 对于每个 A P obpA q，存在 A 的 identity 1A P A pA,Aq.

此外还要满足下面两条公设：

• 结合律：对于每一个 f P A pA,Bq，g P A pB,Cq 和 h P A pC,Dq，有 pf ˝ gq ˝ h “

f ˝ pg ˝ hq.

• 幺元律：对于每一个 f P A pA,Bq，我们有 f ˝ 1A “ f “ 1B ˝ f .

a也经常被记为 HomA pA,Bq.

注 1.2.1 我们经常使用以下表示：

• 用 A P A 表示 A P obpA q.

• 用 f : A Ñ B 或者 A
f

Ñ B 表示 f P A pA,Bq.

• 用 gf 表示 g ˝ f .

注 1.2.2 态射的集合被记作 MorpA q.

定义 1.2.2

如果 f P A pA,Bq，我们称 A 为 f 的 source，B 为 f 的 target.

例 1.2.1 我们来看从前的数学对象如何写成范畴的形式：

• 集集集合合合范范范畴畴畴：对象是集合，态射是函数/映射，复合就是常规意义的复合，幺元就是常规意义的

幺元. 集合范畴被记为 Set.
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• 群群群范范范畴畴畴：对象是群，态射是群同态. 群范畴被记为 Grp.

• 环环环范范范畴畴畴：对象是环，态射是环同态. 环范畴被记为 Ring.

• 线线线性性性空空空间间间范范范畴畴畴：对于一个域 k，对象是 k 上的线性空间，态射是线性映射. 线性空间范畴被

记为 Vect.

• 拓拓拓扑扑扑范范范畴畴畴：对象是拓扑空间，态射是连续映射. 拓扑范畴被记为 Topo.

• 离离离散散散(discrete)范范范畴畴畴：态射只有幺元.

注 1.2.3 我们接下来着重要讨论的是范畴之间的互动，而非范畴里面到底是个什么东西.

定义 1.2.3

一个态射 f : A Ñ B 是同构，如果存在 g : B Ñ A 使得 gf “ 1A 且 fg “ 1B. 其中 g 被称为

f 的逆(inverse)，记为 g “ f´1.

命题 1.2.1

一个范畴 A 中的态射最多拥有一个逆，即对于给定的态射 f : A Ñ B，最多存在一个态射

g : B Ñ A 使得 gf “ 1A, fg “ 1B.

证明: 留作习题.

例 1.2.2 我们来看一些经典的同构：

• 集合范畴中的同构为双射.

• 群范畴中的同构为群同构

• 环范畴中的同构为环同构.

• 拓扑范畴中的同构为同胚.
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当然，范畴并不需要如此具体，我们也可以有一些比较抽象的范畴. 比如我们可以考律只有一

个对象和幺元的范畴(我们在画图时常常省略掉幺元) 1:

‚

我们可以造出来一些更复杂的例子，比如

‚ ‚

‚ ‚ ‚

g

j hj“fg f
k

jk h

一个群实际上就是一个范畴 A，其中 obpA q “ tAu，即只包含一个对象，所有的态射都是同

构. 群乘法就是复合运算 ˝：˝ : A pA,Aq ˆ A pA,Aq Ñ A pA,Aq. 我们可以做一个对应：

category A with single object A corresponding group G

maps in A elements of G

˝ in A ¨ in G

1A 1 P G

这个范畴看起来像：

A

一个幺半群就是把上面的同构换成一般的态射即可.

定义 1.2.4: 预序与偏序

预序(preorder) 是一个有自反性和传递性的二元关系. 如果再加上反对称性，就称谓偏

序(partial order). 预序集被称为 preordered sets，偏序集被称为 partially or-

dered sets 或者 posets.

预序集可以看作是一个范畴 A：对于每一个 A,B P A，最多有一个从 A 到 B 的态射，如果

A ď B，则存在态射 A Ñ B. 从而容易验证这是一个范畴.
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注 1.2.4 一个预序集不是偏序集的例子是整除关系，有 2 | ´2 且 ´2 | 2，但是 2 ‰ ´2.

从旧范畴得到新范畴

定义 1.2.5

每一个范畴 A 都有一个 opposite 或 dual 范畴 A op，由反方向的箭头定义出来. 正式地

讲，我们有

• obpA op
q “ obpA q.

• A op
pB,Aq “ A pA,Bq，@A,B P obpA q.

• A op 中的幺元和 A 中的幺元相同，但是 arguments reversed.

笔记 1.2.1 我们尝试表示以下：对于 A op 中的态射

A B C
f g

它在 A 中变成

A B C
f g

对于 A 中的 f : A Ñ B，对应的 A op 中的态射 B Ñ A 也称作 f，也有些人愿意写成 f op 加

以区分.

我们验证一下对偶范畴的复合，下图道尽一切：

f op : X Ñ Y, gop : Y Ñ Z P A op gopf op : X Ñ Z P A op

g : Z Ñ Y, f : Y Ñ X P A fg : Z Ñ X P A

下面我们举一些对偶范畴的例子：

• 考虑矩阵范畴MatopR，它的对象是所有非零自然数，从 m 到 n 的态射是 R 上的 mˆ n 矩阵，

那么当我们考虑MatR，箭头反过来之后 n 到 m 的态射就变成 mˆn 的矩阵，相当于取了转

置.
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• 考虑预序范畴，如果 y ď x，则 y Ñ x，在其对偶中是如果 y ď x，则 x Ñ y，相当于把不等

号反向.

另一种构造新范畴的方法是乘积：

定义 1.2.6

给定范畴 A，B，则有 product category A ˆ B，满足

obpA ˆ Bq “ obpA q ˆ obpBq

pA ˆ BqppA,Bq, pA1, B1
qq “ A pA,A1

q ˆ BpB,B1
q

命题 1.2.2

一个态射至多有一个逆.

证明: 设 f P A pA,Bq，假设 g1, g2 P A pB,Aq 均满足

g1f “ 1A, fg1 “ 1B, g2f “ 1A, fg2 “ 1B

则我们知道

g1 “ g1 ˝ 1B “ g1 ˝ f ˝ g2 “ 1A ˝ g2 “ g2

1.3 函子

下面我们将讨论一些范畴与范畴之间的东西.

定义 1.3.1

A 与 B 是范畴，一个函子(functor) F : A Ñ B 由下面内容组成：

• F : obpA q Ñ obpBq，A ÞÑ F pAq.

• 对于任意的 A,A1
P A，有

F : A pA,A1
q Ñ BpF pAq, F pA1

qq, f ÞÑ F pfq

并满足下面的公设

• F pf 1
˝ fq “ F pf 1

q ˝ F pfq，对任意 A
f

ÝÑ A1 f 1

ÝÑ A2.

• F p1Aq “ 1F pAq，对任意 A P A .
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A0 ¨ ¨ ¨ An
f1 fn

注 1.3.1 由上面的定义我们知道：

唯一决定了一个 F pA0q Ñ F pAnq 的态射.

此外我们还可以知道函子是可以结合的，给定两个函子

A
F

ÝÑ B
G

ÝÑ C

我们可以得到一个新的函子

A
G˝F
ÝÑ C

从而我们知道又可以得到一个新的范畴 CAT，它的对象是范畴，态射是函子. (也许我们可以

称之为范畴范畴ą ă)

遗忘函子

我们不正式地介绍一下 forgetful functors，遗忘函子就是在范畴间映射的时候忘却掉原本范

畴的一些性质，如下面的一些例子：

• 我们可以从 Grp Ñ Set，遗忘掉群结构，只把群元素当成集合.

• 相似地，我们可以得到 Ring Ñ Set，Vect Ñ Set 的遗忘.

• 我们不必把所有东西全部忘掉，可以逐渐忘却，比如从 Ring Ñ Ab，再比如 Ring Ñ Mon，

Ab Ñ Grp.

自由函子

自由函子是和遗忘函子在某种意义上对偶的一个概念，Free functors 是为原本的范畴赋予一

些新的性质.

• 比如我们考虑给定一个集合 S，F pSq 是对应的自由群，从而我们就从 Set 到 Grp 给出了一

个态射，原本集合间的映射在函子的作用下变成同态.

• 同理我们可以考虑在集合 S 上生成的 Z 上多项式环，Set Ñ CRing.

• 进一步还可以构造 F : Set Ñ Vect.

例 1.3.1 我们考虑一个多项式方程组：

2x2 ` y2 ´ 3z2 “ 1

x3 ` x “ y2
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诱导出一个 F : CRing Ñ Set，其中我们对于一个环 A，我们定义

F pAq :“ tpx, y, zq P A ˆ A ˆ A | satisfying the equation systemu

则对于 f : A Ñ B，我们可以构造出 F pfq : F pAq Ñ F pBq.

定义 1.3.2: 反变函子

A 与 B 是两个范畴，则从 A 到 B 的一个反变函子(contravariant functor) 是一

个从 A op
Ñ B 的函子.

注 1.3.2 我们一般所称的函子其实是协协协变变变函函函子子子(covariant functor).

定义 1.3.3: presheaf(预层)

A 上的预层(presheaf) 是一个从 A op 到 Set 的函子.

我们可以观察到一些基本的性质：

• C Ñ D 的函子与 C op
Ñ Dop 的函子是一一对应的.

• pA op
q
op

“ A .

• 从而我们知道 A 到 B 的反变函子可以有两种等价的表示方法，即 A op
Ñ B 与 A Ñ Bop.

例 1.3.2 对于一个拓扑空间 X，令 CpXq为连续实值函数环，则我们知道一个连续映射 f : X Ñ

Y 诱导了一个环同态 Cpfq : CpY q Ñ CpXq，q ÞÑ q ˝ f .

X
f

ÝÑ Y
q

ÝÑ R

所以我们知道 Cpfq 的方向就与 f 的方向相反，即我们知道 C 就是一个从 Topo 到 Ring 的

反变函子.

笔记 1.3.1 我们要注意到 X 变成 CpXq 的过程中没有损失信息，即我们可以反过来通过 CpXq

构造出 X，即通过连续函数族来确定拓扑. 在这个意义下，我们通常会说“代数是几何的对偶”.

例 1.3.3 考虑域 k 上的线性空间 V,W，定义

HompV,W q “ tlinear maps: V Ñ W u

则对于一个固定的线性空间 W，我们知道 Homp´,W q 是一个反变函子，这只需要考虑

V
f

ÝÑ V 1 q
ÝÑ W

从而诱导出了函子

Homp´,W q : Vectopk Ñ Vectk
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定义 1.3.4: 忠实函子与满函子

一个函子 F : A Ñ B 如果对于任意的 A,A1
P A，映射

F : A pA,A1
q Ñ BpF pAq, F pA1

qq, f ÞÑ F pfq

是单射，则称为忠实的(faithful)；如果是满射，则称为满的(full).

注 1.3.3 忠实性不代表如果 f1 与 f2 在 A 中是不同的，则 F pf1q ‰ F pf2q，事实上后者是可能

发生的，比如 F pA1q “ F pA2q, F pA3q “ F pA4q，就可能存在 f1 P A pA1, A3q，f2 P A pA2, A4q，则他

们俩作为不同的个体可能存在 F pf1q “ F pf2q 这种情况发生.

定义 1.3.5: 子范畴

令 A 为一个范畴，一个 A 的子范畴 S 包括 obpS q 的子集 obpS q，与任意 S, S 1
P obpS q，

A pS, S 1
q 的子集 S pS, S 1

q，使得满足在幺元律与结合律下是封闭的. 称子范畴 S 是满子范

畴，如果对于任意的 S, S 1
P obpS q，有 S pS, S 1

q “ A pS, S 1
q.

注 1.3.4 一个满子范畴实际上就是一些对象和他们之间所有态射的集合，从而当我们提到满子

范畴的时候，我们只需要刻画它所含有的对象就可以了，其中的所有态射会自然的被纳入进来.

例 1.3.4 比如 Ab 就是 Grp 的满子范畴.

注 1.3.5 一定要注意函子的像未必是一个子范畴！比如下图

A B Y

B1 C X Z

f

q

g

p

q˝p

不是子范畴的原因是 f, g 的像的复合 q ˝ p 并不在函子的像中.

1.4 自然变换

我们现在已经知道了从 A 到 B 有函子的作用，但是不同的函子之间是否会有一些联系呢？自

然变换回答了这个问题.
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定义 1.4.1: 自然变换

令 A 与 B 是范畴，有函子 A
F
Ñ
G

B，一个自然变换(natural transformation)

α : F Ñ G 是一态射
´

F pAq
αA

ÝÑ GpAq

¯

APA
，并且满足自然性条件，即下面交换图交换：

F pAq F pA1
q

GpAq GpA1
q

F pfq

αA αA1

Gpfq

其中的 αA 称为 α 的组成元.

注 1.4.1 我们通常把自然变化记为

A B

G

F

α

定义 1.4.2: 函子范畴

我们可以定义 A 与 B 的函子范畴 rA ,Bs 或者记为 BA，其对象是 A 到 B 的函子，而

态射是函子间的自然变换.

注 1.4.2 比如我们可以从

A BG

F

H

α

β

得到

A B

F

H

β˝α

我们通常不关心也不知道两个数学对象到底是不是完全一样的，我们关心的只是其中的同构关

系.

定义 1.4.3: 自然同构

A 与 B 中函子的一个自然同构(naturla isomorphism)是函子范畴 rA ,Bs中的一个

同构.
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引理 1.4.1

考虑自然变换 α：

A B

F

G

α

则 α 是自然同构当且仅当对任意的 A P A，有 αA : F pAq Ñ GpAq 是同构.

证明: 我们来验证 α 确实是 F 与 G 之间的一个同构，对于任意的 A P A，我们有

αA : F pAq Ñ GpAq

是一个同构，从而存在 βA : GpAq Ñ F pAq 使得 αA ˝ βA “ 1GpAq，βA ˝ αA “ 1F pAq.

从而我们断言由 βA 们组成的函子 β : G Ñ F 是 α 的逆元，首先验证 β 确实是一个自然变换，

对任意的 A,A1
P A，有

GpAq GpA1
q

F pAq F pA1
q

Gpfq

βA αA βA1αA1

F pfq

首先有 Gpfq ˝ αA “ αA1 ˝ F pfq，由于 βA 与 β1
A 的定义，我们有

βA1 ˝ Gpfq ˝ αA ˝ βA “ βA1 ˝ αA1 ˝ F pfq ˝ βA

也即 βA1 ˝ Gpfq “ F pfq ˝ βA，从而满足自然性，并且容易得到 β 就是 α 的逆，故得证.

通过自然同构导出正合列

我们可以通过构造自然同构(链同构)将一个正合列转化为另一个正合列. 比如 α 是 F,G P

rA ,Bs 中的一个自然同构，其中有自然同构 α : F Ñ G，则若有正合列

¨ ¨ ¨ F pAnq F pAn`1q F pAn`2q ¨ ¨ ¨
fn fn`1

我们可以证明下面的序列也是正合的：

¨ ¨ ¨ GpAnq GpAn`1q GpAn`2q ¨ ¨ ¨
gn gn`1

这是因为有自然同构使得下图交换

¨ ¨ ¨ F pAnq F pAn`1q F pAn`2q ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ GpAnq GpAn`1q GpAn`2q ¨ ¨ ¨

fn

αAn

fn`1

αAn`1
αAn`2

gn gn`1
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从而若有 Impfnq “ Kerpfn`1q，通过简单运算可以知道 Impgnq “ Kerpgn`1q，从而下面序列正

合.

定义 1.4.4

对于给定的函子 A
F
Ñ
G

B，我们称 F pAq – GpAq在 A 中是自然的，如果 F 和 G 是自然

同构的.

注 1.4.3 我们会有自自自然然然同同同构构构于典典典范范范同同同构构构(canonical isomorphism)两个容易混淆的名

词，自然同构已经在上面明确的定义出来，而典范同构在数学中是一定程度上被滥用的. 典范同构

的解释可以理解为：God given. 即当我们说 A 和 B 是典范同构时，你应该能立刻明白我说的同构

是怎样的同构.

比如我们会说 A ˆ B 和 B ˆ A 典范同构，那你很自然就能明白同构是通过双射

pa, bq Ñ pb, aq

实现的，这就是典范同构 God given 的含义.

定义 1.4.5: 范畴的等价

范畴 A 与 B 之间的等价(equivalence)是一对函子

A B
F

G

并且有自然同构

η : 1A Ñ G ˝ F, ε : F ˝ G Ñ 1B

如果 A 与 B 之间存在一个等价，我们说 A 与 B 是等价的(equivalent)，并且写作

A » B，我们也称函子 F 与 G 是等价(equivalences).

注 1.4.4 η 与 ε 的方向并不重要，因为本身就已经是同构了，但是我们这样选择是有原因的，这

个原因将在讲到伴随的时候揭晓.

A B1A

F

G
1B

注 1.4.5 在范畴等价中，如果你从 A 走到 B 再走回 A，你不需要回到同一个对象，你只需要

回到一个同构的对象.

定义 1.4.6: 本质满函子

一个函子 F : A Ñ B 被称为是本质满的(essentially surjective on objects)，如

果对于任意的 B P B，存在 A P A，使得 F pAq – B.
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注 1.4.6 注意 – 指的是范畴中对象的同构或者把范畴视作范畴范畴中的对象的同构，而 » 则表

示等价.

命题 1.4.1: 等价范畴的刻画

一个函子是全忠实(full,faithful)并且本质满的当且仅当这个函子是一个等价.

证明:

• 如果 F : A Ñ B 是范畴等价，则存在函子 G : B Ñ A 与自然同构

η : 1A Ñ G ˝ F, ε : F ˝ G Ñ 1B

对于任意 B P B，由于 ε : F ˝ G Ñ 1B 是同构，从而有

F ˝ GpBq – 1BpBq “ B

即有

A “ GpBq P A s. t. F pAq – B

从而 F 是本质满的.

并且对任意的 A,A1
P A，@f, g P A pA,A1

q，如果有

F pfq “ F pgq P BpF pAq, F pA1
qq

从而有 GpF pfqq “ GpF pgqq，由于有自然同构 η，有交换图：

A “ 1A pAq A1
“ 1A pA1

q

G ˝ F pAq G ˝ F pA1
q

f

ηA ηA1

G˝F pfq

有

ηA1 ˝ f “ G ˝ F pfq ˝ ηA “ G ˝ F pgq ˝ ηA “ ηA1 ˝ g

由于 ηA1 是同构，所以有 f “ g，从而 F 是忠实的.

对任意的 h P BpF pAq, F pA1
qq，我们考虑下面的交换图

F pA1
q G ˝ F pA1

q A1

F pAq G ˝ F pAq A

G

F

ηA1

h

G

Gphq η´1
A1 ˝Gphq˝ηA

F

ηA
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令 f “ η´1
A1 ˝ Gphq ˝ ηA，我们知道 f P A pA,A1

q，我们还是考虑交换图

A A1

GF pAq GF pA1
q

f

ηA ηA1

GF pfq

Gphq

含 Gphq 的交换性是由 f 的定义得到，含 GF pfq 的交换性是由自然变换定义得到，从而我们

有

GpF pfqq ˝ ηA “ ηA1 ˝ f “ Gphq ˝ ηA

由于 ηA 是同构，我们自然有 GpF pfqq “ Gphq，注意到 G 是范畴等价，我们前面已经证明范

畴等价是忠实的，所以自然有 F pfq “ h，从而我们知道 F 是满的. 综上我们证明了范畴等价

是全忠实且本质满的.

• 如果 F 是全忠实且本质满的，下面我们证明是范畴等价.

首先我们构造对象的映射，由于 F 是本质满的，所以对于任意的 B P B，所以存在 A P A，

有 F pAq – B，我们考虑构造函子 G : B Ñ A 如下：

– 对象的构造：令 GpBq “ A，从而我们知道 FGpBq – B，所以存在同构 εB : FGpBq Ñ B.

– 态射的构造：对于 h P BpB,B1
q，考虑有同构 εB 与 εB1，有下面交换图成立

B1 FGpB1
q GpBq

B FGpBq GpBq

εB1

F

h

εB

ε´1
B1 ˝h˝εB Gphq

F

由于 F 是全忠实的，所以存在(full)唯一(faithful)的态射 f P BpB,B1
q，使得 F pfq “

ε´1
B1 ˝ h ˝ εB，我们就令 Gphq “ f .

– 下面我们验证 G 是函子，对于恒等态射 idB，有 FGpidBq “ ε´1
B ˝ idB ˝ εB “ idFGpBq，所

以由于 F 忠实，有 GpidBq “ idGpBq，所以 G 保持态射的恒等.

对于 B1
h

Ñ B2
g

Ñ B3，有

F pGpgq ˝ Gphqq “ F pGpgqq ˝ F pGphqq “ ε´1
B3

˝ h ˝ εB2 ˝ ε´1
B2

˝ g ˝ εB1 “ FGpg ˝ hq

所以有 G 保持复合. 从而 G 是一个函子.

下面我们注意由 G 的定义知道

ε : FG Ñ 1B
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是自然同构. 我们还可以构造自然同构 η : 1A Ñ GF . 由于 F 的全忠实性，我们知道 F 在态

射集上面是双射，从而对于同构

ε´1
F pAq

: F pAq Ñ FGF pAq

存在唯一的 ηA : A Ñ GF pAq 使得 F pηAq “ ε´1
F pAq

.

我们需要验证 η 的自然性，由于有交换图

F pAq F pA1
q

FGF pAq FGF pA1
q

F pfq

ε´1
F pAq

ε´1
F pA1q

FGF pfq

所以有

FGF pfq ˝ F pηAq “ FGF pfq ˝ ε´1
F pAq

“ ε´1
F pA1q

˝ F pfq “ F pηA1q ˝ F pfq

所以有 F pGF pfq ˝ ηAq “ F pηA1 ˝ fq，由忠实性知道 GF pfq ˝ ηA “ ηA1 ˝ f，所以下面交换图成

立：

A A1

GF pAq GF pA1
q

f

ηA ηA1

GF pfq

所以自然性成立，至于同构，我们只需要注意到 F 是全的，所以存在 η´1
A P A pGF pAq, Aq，

使得 F pη´1
A q “ ηF pAq.

有 F pηA ˝ η´1
A q “ F pηAq ˝ F pη´1

A q “ ε´1
F pAq

˝ εF pAq “ idFGF pAq，所以由忠实性知道 ηA ˝ η´1
A “

idGF pAq. 所以 η 是自然同构，综上知道 F 是范畴等价.

推论 1.4.1

如果 F : C Ñ D 是全忠实的函子，则 C 等价于 D 的满子范畴 C 1，C 1 的对象是 F pCq，

@C P C .
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1.5 拾遗

定义 1.5.1: vertical composition 与 horizontal composition

熟知的自然变换的复合我们称之为垂直复合:

A B A B

F

H

G

F

H

β

α

β˝α

下面的这种复合被称为水平复合：

A A 1 A 2 A A 2

F

G

F 1

G1

F 1˝F

G1˝G

α β β˚α

其中 β ˚ α 定义如下：

F 1
pF pAqq F 1

pGpAqq

G1
pF pAqq G1

pGpAqq

F 1pαAq

βF pAq

pβ˚αqA
βGpAq

G1pαAq

垂直复合与水平复合有交换律：

A A 1 A 2

F

G

G

F 1

G1

G1

α

β

α1

β1

pβ1
˝ α1

q ˚ pβ ˝ αq “ pβ1
˚ βq ˝ pα1

˝ αq : F 1
˝ F Ñ H 1

˝ H

定义 1.5.2: Skeleton

一个满子范畴 C 1
Ă C 是 C 的一副骨架(skeleton)，如果 C 的每个对象 X 都存在同构

X Ñ Y P obpC 1
q，并且此 Y 是唯一的. 自为骨架的范畴称为骨架范畴.

为什么要考虑骨架这个概念呢？因为在范畴论中，我们认为两个对象如果同构，那么我们就不

应该区分它们，所以如果把一个范畴中所有同构的对象坍缩成同一个，那么就得到了这个范畴的骨

架.

那么我们就要问了，是不是任何范畴都存在骨架？
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引理 1.5.1: 骨架的存在性

任意范畴 C 都存在一副骨架 C 1，且包含函子 ι : C 1
Ñ C 是范畴等价.

证明: 我们构造 C 上的等价关系为

X » Y ðñ X – Y

对任意 C 中的对象，记其的等价类为：

rXs :“ tY P obpC q : X – Y u

设 S 是所有这种等价类构成的集合或者类. 应用选择公理，存在一个选择函数 f : S Ñ obpC q，使

得对于任意的 I P S，都有

fpIq P I

现在我们定义骨架 C 1 如下：

obpC 1
q “ tfpIq : I P S u

其上的态射定义为

HomC 1pA,Bq “ HomC pA,Bq

恒等态射和态射合成继承 C 的运算. 容易看出来这构成骨架. 下面验证包含函子是范畴等价：对于

任意的 X P C，存在同构

θX : X Ñ fprXsq

不妨设对每一个 X “ fprXsq 都有 θX “ idX，则对于 f : X Ñ Y，我们有态射

θY ˝ f ˝ θ´1
X : fprXsq Ñ fprY sq

于是我们可以构造一个函子

κ : C Ñ C 1, X ÞÑ fprXsq, X
f

Ñ Y ÞÑ fprXsq
f

Ñ fprY sq

容易验证：这里的 θ : idC Ñ ι ˝ κ 是自然同构. 并且 κ ˝ ι “ idC 1 . 于是我们立刻得到范畴等价.

我们现在可以利用骨架的语言重新观察一下所谓本质满和全忠实是什么意思. 所谓本质满的意

思就是在同构的意义下能打满，也就是骨架上面的满射. 全忠实则保证了某种单射的性质，于是我

们有：

定理 1.5.1: 骨架范畴的同构

骨架范畴间的全忠实且本质满函子就是同构.

证明: 设 F : A Ñ B 是骨架范畴间的全忠实且本质满的函子，于是对任意的 B P B，存在

A P A 使得

B – FA ùñ B “ FA
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并且这样的 A 是唯一的，因为如果

FA1 – FA2

由于 F 在态射集上是双射，所以可以保持和反映恒等态射，于是可以得到

A1 – A2 ùñ A1 “ A2

所以在对象集上也是双射，由此定义逆函子 G 即可.

利用骨架的语言，我们可以更快证明范畴等价当且仅当全忠实且本质满：

定理 1.5.2: 范畴等价的骨架刻画

函子 F : A Ñ B，则 F 是范畴等价当且仅当全忠实且本质满.

证明: 范畴等价推全忠实且本质满的过程见之前的证明，现在利用骨架说明全忠实且本质满可以

推范畴等价：取骨架 ιA : A 1
Ñ A 和 ιB : B1

Ñ B，与在骨架存在性中构造的拟逆 κA, κB，我们有

A 1 B1

A B

κB˝F˝ιA

ιA ιBκA

F

κB

容易知道

F0 “ κB ˝ F ˝ ιA

是全忠实且本质满的，于是在骨架范畴上是同构，于是存在逆，记为 F´1
0 ，我们令

G “ ιA ˝ F´1
0 ˝ κB

则我们有

GF “ ιA ˝ F´1
0 ˝ κB ˝ F » ιA ˝ F´1

0 ˝ κB ˝ F ˝ ιA
looooomooooon

F0

˝ κA “ ιA ˝ κA » idA

同理

FG “ F ˝ ιA ˝ F´1
0 ˝ κB » ιB ˝ κB ˝ F ˝ ιA

looooomooooon

F0

˝ F´1
0 ˝ κB “ ιB ˝ κB » idB

所以是范畴等价.
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Mac Lane 的书上写道

Adjoint functors arise everywhere.

2.1 伴随的基础定义

考虑一对函子 F : A Ñ B，与 G : B Ñ A . 简单地讲， F 是 G 的左伴随，如果说对于任意的

A P A，B P B，态射 F pAq Ñ B 与 A Ñ GpBq 本质是一样的.

定义 2.1.1: Adjoint

考虑一对函子

A B
F

G

我们称 F 是 G 的左伴随，G 是 F 的右伴随，并且记为 F % G，如果

BpF pAq, Bq – A pA,GpBqq

在 A P A 与 B P B 上满足自然性公理，一个 F 与 G 的伴随(adjunction)是一个自然同

构的选择.

注 2.1.1 在 A,B 上自然意味着在 BpF pAq, Bq – A pA,GpBqq 上存在一个确定的双射，对于每

一个 A P A , B P B，并且满足自然性公理.

我们下面陈述一些记号，对于 F pAq Ñ B 与 A Ñ GpBq 之间的对应关系，我们记为
´

F pAq
g

Ñ B
¯

ÞÑ

´

A
g

Ñ GpBq

¯

ˆ

F pAq
f

Ñ B

˙

ÞÑ

´

A
f

Ñ GpBq

¯

有 f “ f，g “ g. 我们称 f 为 f 的转转转置置置(transpose). 自然性公理有两部分：
´

F pAq
g

Ñ B
q

Ñ B1

¯

“

´

A
g

Ñ GpBq
Gpqq
Ñ GpB1

q

¯

i. e. q ˝ g “ Gpqq ˝ g

´

A1
p

Ñ A
f

Ñ GpBq

¯

“

ˆ

F pA1
q
F pqq
Ñ F pAq

f
Ñ B

˙

i. e. f ˝ p “ f ˝ F ppq

20
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画成交换图就是说上下两行的复合互为转置：

F pAq B B1

A GpBq GpB1
q

f q

G GF

f Gpqq

实际上这个自然性公理可以看成是函子的自然同构，也就是说：F 和 G 为伴随，当且仅当下

图的两个函子自然同构：

A op
ˆ B Set

A p´,Gp´qq

BpF p´q,´q

也就是说，对于 A P A，q : B Ñ B1，有下图交换：

F pAq MorpF pAq, Bq MorpA,GpBqq A

f f

B GpBq

q ˝ f q ˝ f “ Gpqq ˝ f

B1 MorpF pAq, B1
q MorpA,GpB1

qq GpB1
q

f

adjoint

q˝´ Gpqq˝´

f

q Gpqq

adjoint

自由函子 % 遗忘函子(自由是遗忘的左伴随)

代数结构上的遗忘函子总是有左伴随，比如

• k 是一个域，则存在伴随对
Vect

Set

UF %

其中 U 是遗忘函子，F 是自由函子. 对于一个固定的集合 S 和一个线性空间 V，对于给定的

线性映射

g : F pSq Ñ V

我们可以定义一个集合映射 g : S Ñ UpV q，gpsq “ gpsq，@s P S.
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从而给出了一个函数

VectpF pSq, V q Ñ SetpS, UpV qq

g ÞÑ g

对于另一个方向，给定一个集合映射 f : S Ñ UpV q，我们可以定义一个线性映射 f : F pSq Ñ

V，f

˜

ÿ

sPS

λss

¸

“
ÿ

sPS

λsfpsq. 从而给出了函数

SetpS, UpV qq Ñ VectpF pSq, V q

f ÞÑ f

并且我们有 g “ g，f “ f .

定义 2.1.2: 始对象(initial)与终对象(terminal)

A 是一个范畴，对象 I P A 是一个始对象，如果对于每一个 A P A，存在唯一一个态射

I Ñ A. 对象 T P A 是一个终对象，如果对于每一个 A P A，存在唯一一个态射 A Ñ T .

注 2.1.2 在集合范畴中，空集是始对象；在群范畴中，平凡群是始对象；在环范畴中，Z 是始对
象.

在集合范畴中，一元集是终对象；在群范畴中，平凡群是终对象；在环范畴中，平凡环是终对

象.

引理 2.1.1

令 I 与 I 1 是一个范畴的始对象，则存在唯一的同构 I Ñ I 1.

证明: 由定义，我们有

I I 1

I 1 I

f

1 gg 1

f

由始对象的定义，其中 f, g 都是唯一的，并且 f ˝ g “ 1，g ˝ f “ 1. 从而存在唯一的同构.

注 2.1.3 伴随对是可以复合的：

A A 1 A 2
F

G

F 1

G1

K K

则我们可以得到伴随对

A A 2
F 1˝F

G1˝G

K
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这是因为下面的同构在 A P A , A2
P A 2 中自然.

A 2
pF 1

pF pAqq, A2
q – A 1

pF pAq, G1
pA2

qq – A pA,GpG1
pA1

qqq

例 2.1.1 我们可以将终对象与始对象看成是伴随，令 A 是一个范畴，1 是只有一个对象并且只

有恒等映射的范畴，于是我们只有唯一的从 A 到 1 的函子 F . 相反的，给定一个从 1 到 A 的函

子 G，就对应着 A 中的一个对象 A0 “ Gp1q.

我们将 1 ñ A 视为 A 的一个对象，则其左伴随 A ñ 1 就是一个始对象.

A 1

F

G

或者我们应该说，如果 F % G，则自然有对于 A 中任意对象 A，都有

A pA0, Aq “ A pGp1q, Aq – 1p1, F pAqq “ 1p1, 1q “ tidu

所以我们就知道 A0 是一个始对象，反过来如果 A0 是始对象，则 F % G，于是我们得到结论:

G 是 F 的左伴随 ðñ A0 是 A 的始对象.

同理也有：

G 是 F 的右伴随 ðñ A0 是 A 的终对象.

2.2 从单位和余单位看伴随

我们需要了解所谓自然性到底是个什么东西，通俗的说，给定一个伴随

A B
F

G

K

自然性就是说当 A 在 A 中变化，B 在 B 中变化，BpF pAq, Bq 和 A pA,GpBqq 之间有一个与

A，B 的改变相容的同构，我们很希望：如果有

F pAq
g

ÝÑ B
q

ÝÑ B1

则有 q ˝ g : A Ñ GpB1
q 和 Gpqq ˝ g : A Ñ GpB1

q 两种对应的态射，相容性就是要求他们是一样

的，对于另一个方向也是一样.

于是在这种条件下，对于任意的 A P A，有

´

A
ηA

ÝÑ GF pAq

¯

“

´

F pAq
1

ÝÑ F pAq

¯

对偶地，有对于任意的 B，有

´

FGpBq
εB

ÝÑ B
¯

“

´

GpBq
1

ÝÑ GpBq

¯
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也就是说，我们可以定义

ηA “ 1F pAq, εB “ 1GpBq

于是对于这个伴随对 F,G，可以验证(利用伴随的自然性)我们实际上定义了两个自然变换

η : 1A Ñ G ˝ F, ε : F ˝ G Ñ 1B

称为这个伴随的单位(unit)和余单位(counit).

引理 2.2.1

给定伴随对 F % G，单位和余单位是 η, ε，则下面两个三角交换：

F FGF G GFG

F G

Fη

1
εF

ηG

1
Gε

注 2.2.1 这称之为三三三角角角恒恒恒等等等式式式(triangle identities). 它们是函子范畴 rA ,Bs 和 rB,A s

中的交换图.

证明: 我们仅证明第一个，第二个同理. 任给 A P A，考虑交换图：

A GF pAq GF pAq

F pAq FGF pAq F pAq

ηA 1GF pAq

F pηAq εF pAq

注意到 1GF pAq “ εF pAq，我们有

1F pAq “ ηA “ εF pAq ˝ F pηAq

从而得证.

实际上，单位和余单位决定了这整个伴随，我们可以将 F 和 G 之间的转置关系通过单位和余

单位显式地写出来.

引理 2.2.2

令 A B
F

G

K 为伴随，η, ε 为单位和余单位，则有

g “ Gpgq ˝ ηA, f “ εB ˝ F pfq, @g : F pAq Ñ B, @f : A Ñ GpBq
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证明: 对于任意的 g : F pAq Ñ B，我们有

A GpBq

A A GpBq

F pAq F pAq B

A GF pAq GpBq

g

1A g

1F pAq g

ηA Gpgq

于是得到结论.

我们可以通过下面的定理，使用单位和余单位来完整地刻画伴随：

定理 2.2.1

考虑范畴间的函子 A B
F

G
. 则下面两个东西之间存在双射：

(1) F % G 之间的一个伴随.

(2) 满足三角恒等式的自然变换有序对：
´

1A
η

ÝÑ GF,FG
ε

ÝÑ 1B

¯

.

证明: 我们在之前已经证明了 F 和 G 之间的一个伴随给出了一个对 pη, εq，并且满足三角恒等

式. 我们下面说明这个过程实际上是一个双射. 取一个对 pη, εq 满足三角恒等式，我们要说明存在唯

一的 F 和 G 之间的伴随使得 η 和 ε 是单位和余单位.

唯一性由引理 2.2.2 给出，下面说明存在性. 对于 A P A，B P B，我们定义函数

BpF pAq, Bq A pA,GpBqq

两个方向都记为 ‚，对于任意给定的 g P BpF pAq, Bq，定义 g “ Gpgq ˝ ηA P A pA,GpBqq; 对于

任意的 f P A pA,GpBqq，定义 f “ εB ˝ F pfq.
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我们下面要说明上面两个过程是互逆的，实际上，我们有交换图：

A GF pAq GpBq

F pAq FGF pAq FGpBq

F pAq B

ηA

F

Gpgq

F F

F pηAq

1F pAq

FGpgq

εF pAq εB

g

考虑从 F pAq Ñ B 的不同路径，我们有

g “ g ˝ 1F pAq “ εB ˝ FGpgq ˝ F pηAq “ εB ˝ F pGpgq ˝ ηAq “ εB ˝ F pgq “ g

于是有 g “ g，对偶地我们可以得到 f “ f . 于是我们成功证明了双射.

自然性的检验是直接的，下图道尽一切：

B1

F pAq

GF pAq B

GpBq

A

GpB1
q

G

q˝g

G
g

Gpgq

q

G

Gpqq

ηA

g

q˝g

从交换图可以读出来：q ˝ g “ Gpqq ˝ g，于是自然性成立，对偶的自然性同理成立，于是确实

得到了 F 和 G 之间的一个伴随. 并且由这个伴随，我们得到的单位为：

1F pAq “ Gp1F pAqq ˝ ηA “ 1GF pAq ˝ ηA “ ηA

同理余单位也是 εB. 所以定理得证.
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推论 2.2.1

考虑范畴间的函子 A B
F

G
. 则 F % G 当且仅当存在自然同构 η : 1A Ñ GF 和

ε : FG Ñ 1B 满足三角恒等式.

2.3 从始对象看伴随

定义 2.3.1: Comma category

给定范畴与函子

B

A C

Q

P

从 P 到 Q 的逗号范畴(comma category)，经常写作 pP Ó Qq 定义如下：

• 对象是三元组 pA, h,Bq，其中 A P A , B P sB 和 C 中的态射 h : P pAq Ñ QpBq.

• 从 pA, h,Bq 到 pA1, h1, B1
q 是一个对 pf : A Ñ A1, g : B Ñ B1

q 使得下图交换

P pAq P pA1
q

QpBq QpB1
q

P pfq

h h1

Qpgq

这里的逗号范畴一名来自早起的记法 pP,Qq，从而冠以逗号之名，不过这个记号后来逐渐被

pP Ó Qq 替代，因为这个更能体现从 P 到 Q 的关系.

我们可以验证逗号范畴中的态射复合规则为：

pf, gq ˝ pf 1, g1
q “ pf ˝ f 1, g ˝ g1

q

命题 2.3.1

给定 A ,B,C 与函子 P,Q，存在如图函子 F,G 和一个自然变换 α : P ˝ F ñ Q ˝ G.

pP Ó Qq B

A C

G

F Qα

P
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证明: 对象层面，取

F pA, h,Bq “ A, GpA, h,Bq “ B

态射层面，取

F pf, gq “ f, Gpf, gq “ g

自然变换我们直接令

αpA,h,bq “ h

容易验证这确实是一个自然变换，于是命题成立.

命题 2.3.2: 逗号范畴的泛性质

继承上一个命题的记号，如果给定一个范畴 D 与如图的函子与自然变换 α1 : P ˝ F 1
ñ Q ˝ G1

D

pP Ó Qq B

A C

D!W

G1

F 1

G

F Qα

P

α1

则存在唯一的函子 D Ñ pP Ó Qq 使得

F ˝ W “ F 1, G ˝ W “ G1, α ˚ W “ α1

证明: 我们会有一个自然的构造，即

W pDq “ pF 1
pDq, α1

D, G
1
pDqq

对于 D 中的态射 d，我们令

W pdq “ pF 1d,G1dq

至此唯一性已经得证，存在性只需要验证 W 确实是一个函子即可. 只是简单的.
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定义 2.3.2: Slice category

A 是一个范畴，A P A，则 A over A 的切片范畴(slice category)，记为 A {A，其对

象为映入 A 的对象及态射构成的二元组 pX, hq，即 h : X Ñ A. 其态射 f : pX, hq Ñ pX 1, h1
q

为使下图交换的态射

X X 1

A

f

h h1

切片范畴可以看成是逗号范畴的特例，我们把离散范畴 1 Ñ A 看成是 A 中的一个元素，记

为 A，现在我们考虑逗号范畴 p1A Ó Aq，如下图所示

1

A A

A

1A

我们知道 p1A Ó Aq 中的一个对象形如 pX, h, ˚q，使得 h : 1A pXq Ñ Ap˚q “ A，即 h : X Ñ A.

其态射是 pf, gq，即 f : X Ñ X 1, g : ˚ Ñ ˚，并且使得下图交换

X X

A A

f

h h1

id

现在给定一个函子 G : B Ñ A 和一个元素函子 A : 1 Ñ A，我们可以得到逗号范畴 pA Ó Gq:对

象是 pB, fq 使得 f : A Ñ GpBq，一个映射 pB, fq Ñ pB1, f 1
q 是一个 q : B Ñ B1 使得下图右边交换.

B A

1 A GpBq GpB1
q

G
f f 1

A Gpqq

定义 2.3.3: Coslice category

把切片范畴取一个对偶我们就得到了余切片范畴(coslice category)，记为 A{A .

引理 2.3.1

给定一个伴随 A B
F

G
和一个 A 中的对象 A. 则单位映射 ηA : A Ñ GF pAq 是逗

号范畴 pA Ó Gq 的一个始对象.



CHAPTER 2. 伴随 30

证明: 考虑 pB, f : A Ñ GpBqq 为一个对象，我们看下图：

p˚, ηA, GF pAqq

pA Ó Gq 1 A GF pAq

B A GpBq

A

ηA

f Gpfq

G

我们知道 f : F pAq Ñ B 是 f : A Ñ GpBq 的转置，并且由引理 2.2.2 可以知道对于任意的

q : F pAq Ñ B，有

q “ Gpqq ˝ ηA

于是我们知道

f “ f “ Gpfq ˝ ηA

于是我们构造出了一个从 p˚, ηA, GF pAqq 到 p˚, f, Bq 的态射，下面说明这个是唯一的，即如果

有 g : F pAq Ñ B，使得 f “ Gpgq ˝ ηA，这说明 f “ g，即 f “ g，于是唯一性得证.

定理 2.3.1

取范畴和函子 A B
F

G
，则下面两个对象之间存在一一对应.

(1) F % G 之间的伴随.

(2) 自然变换 η : 1A Ñ GF 使得对于任意的 A P A， ηA : A Ñ GF pAq 是 pA Ó Gq 的一个始

对象.

证明: 我们刚刚证明了，F 和 G 之间的每个伴随都给出了一个具有 (2) 中所述性质的自然变换

η. 为了证明该定理，我们必须证明每个具有 (2) 中性质的 η 是 F 和 G 之间恰好一个伴随的单位.

根据定理 2.2.1，F 和 G 之间的一个伴随等价于一对满足三角恒等式的自然变换 pη, εq. 因此只

需证明，对于每个具有 (2) 中性质的 η，存在唯一的自然变换 ε : FG Ñ 1B，使得该对 pη, εq 满足

三角恒等式.

设 η : 1A Ñ GF 是一个具有 (2) 中所述性质的自然变换.

假设 ε, ε1 : FG Ñ 1B 是自然变换，使得 pη, εq 和 pη, ε1
q 都满足三角恒等式. 其中一个三角恒等

式表明，对于所有的 B P B，三角(记为 ‹)

GpBq GFGpBq

GpBq

ηGpBq

1
GpεBq
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是交换的. 因此，εB 是一个在 pG pBq Ó Gq 中的映射

´

FG pBq , G pBq
ηGpBq

Ñ G pFG pBqq

¯

Ñ

´

B,G pBq
1

Ñ G pBq

¯

ε1
B 也是如此，但 ηGpBq 是始的，所以只存在一个这样的映射，所以 εB “ ε1

B. 这对所有的 B 都

成立，所以 ε “ ε1.

对于 B P B，定义 εB : FG pBq Ñ B 为在 pG pBq Ó Gq 中的唯一映射

`

FG pBq , ηGpBq

˘

Ñ
`

B, 1GpBq

˘

所以根据 εB 的定义，三角 (‹) 交换. 我们证明 pεBqBPB 是一个自然变换 FG Ñ 1，使得 η 和

ε 满足三角恒等式. 为了证明自然性，取 B 中的 B
q

Ñ B1. 我们有交换图

GpBq GFGpBq GpBq GFGpBq

GpBq GpB1
q GFGpB1

q

GpB1
q GpB1

q

ηGpBq

1

Gpqq

GpεBq

ηGpBq

Gpqq

Gpqq

GFGpqq

Gpqq

ηGpB1q

1 GpεB1 q

所以 q ˝ εB 和 εB1 ˝ FG pqq 都是 pG pBq Ó Gq 中从 ηGpBq 到 G pqq 的映射，并且由于 ηGpBq 是始

的，它们必然相等. 这证明了 ε 关于 q 的自然性. 因此 ε 是一个自然变换.

我们已经注意到，其中一个三角恒等式，即方程 (‹)，是成立的. 另一个是对于 A P A，

F pAq FGF pAq

F pAq

F pηAq

1F pAq

εF pAq

是交换的. 为了证明它，我们重复之前的技巧：存在交换图

A GF pAq A GF pAq

GF pAq GFGF pAq

GF pAq GF pAq

ηA

ηA
Gp1F pAqq

ηA

ηA

ηA

GF p1ηA q

ηGF pAq

1 GpεF pAqq

所以根据 ηA 是始对象，我们有 εF pAq ˝ F pηAq “ 1F pAq，于是证毕.
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推论 2.3.1: 左伴随的存在性判别

令 G : B Ñ A 为一个函子，则 G 有左伴随当且仅当对于任意的 A P A，逗号范畴 pA Ó Gq

有一个始对象.

证明: 引理 2.3.1 证明了“仅当”部分. 为了证明“当”部分，我们对每个 A P A 选取 pA ñ Gq

的一个始对象，并记作 pF pAq , ηA : A Ñ GF pAqq. （这里 F pAq 和 ηA 仅仅是我们选用的记号. ）

对于 A 中的每个映射 f : A Ñ A1，令 F pfq : F pAq Ñ F pA1
q 是使得

A GF pAq

A1

GF pA1
q

ηA

f

GF pfq

ηA1

交换的唯一映射（换言之，pA ñ Gq 中从 ηA 到 ηA1 ˝ f 的唯一映射）. 容易验证 F 是一个函子

A Ñ B，并且该图表明 η 是一个自然变换 1 Ñ GF . 所以根据定理 2.3.1，F 是 G 的左伴随.
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3.1 小范畴和大范畴

我们非正式地运用类(class) 去表示任何数学对象的聚合1.

任何集合都是类，但是有些类可能过于大导致不能是一个集合. 一个类称之为小(small)，如

果它是一个集合，反之则称之为大(large). 如任给一个集合，他本身是小的，但是所有集合构成

的类就是大的.

定义 3.1.1: small and large category

范畴 A 称为小范畴，若 A 中所有态射构成的类 MorpA q 是小的，反之则称 A 为大范畴.

范畴 A 称为局部小范畴(locally small)，如果对于任意的 A,B P A，类 A pA,Bq 是

小的.

注 3.1.1 如果 A 是小的，那显然 obpA q 也是小的，因为所有对象一一对应一个恒等态射.

定义 3.1.2: essential small

范畴 A 是本质小(essential small) 如果 A 范畴等价于某个小范畴.

下面我们简单介绍一下宇宙的概念.

在集合论中, Grothendieck 宇宙是一类集合, 该集合包含的集合全体满足 ZFC 集合论的所有公

理, 从而常规数学中的任何操作都可限制在该宇宙中进行. 这一工具可以用来规避 Russell 悖论及范

畴论等中常出现的类似集合论问题. 常将 Grothendieck 宇宙视为一个小型的 ZFC 集合论, 此时该集

合论中的真类可表示为可能在该宇宙之外的集合. 例如, 宇宙本身, 即宇宙中所有集合的集合, 即是

该宇宙之外的集合.

在通常的 ZFC 集合论中, 不能直接证明存在 Grothendieck 宇宙. 事实上, Grothendieck 宇宙的

存在性等价于不可达基数的存在性, 因此可将其视为施加于 ZFC 集合论之上的另一条公理.

1这里的意思就是放在一起的一堆数学对象，因为集合这个词是有含义的，在这里运用集合会产生问题，所以此处非

正式非常规地使用聚合这个词，单纯为了不产生歧义，不必做任何理解.

33
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定义 3.1.3: Grothendieck 宇宙

如果某个集合 U 满足一下要求，则称其为 Grothendieck 宇宙.

U.1 传递性：如果集合 x P U，则 x 的元素也都在 U 中.

U.2 二元集：如果 x, y P U，则 tx, yu P U .

U.3 幂集：如果 x P U，那么 Ppxq P U .

U.4 并集：如果 I P U，那么以 I 为指标集的集合族 txi P UuiPI 的并集
ď

iPI

xi P U .

U.5 空集：H P U .

称 U 中的元素为 U-集合，一个集合称为 U-small 如果与一个 U -集合等势.

我们在 Grothendieck 宇宙中讨论问题时不需要考虑集合论上可能无法操作的事情，然而问题

是是否有足够多足够大的宇宙供我们来调用？所以我们可以引入一个假设，即

对于任何集合 X，存在宇宙 U 使得 X P U

3.2 可表的定义与例子

定义 3.2.1

定义 A 是一个局部小范畴，对于 A P A，我们定义一个集合值函子

HA
“ HompA,´q : A Ñ Set

定义为

HA
pBq “ HompA,Bq

对于 B
g

Ñ B1，定义

HA
pgq : HA

pBq Ñ HA
pB1

q, p ÞÑ g ˝ p

注 3.2.1 HA
pgq 有时也写成 g˚.

定义 3.2.2: Representable Functor

A 是一个局部小范畴，一个协变函子 X : A Ñ Set 是可表的(representable)，如果存

在 A P A 使得 α : X
–
Ñ HA. 一个代表(representation)即 pA,αq.

例 3.2.1 考虑 H1 : Set Ñ Set，其中 1 是一元集，我们有

H1
pBq “ Homp1, Bq – B
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所以容易验证下面的交换图成立：

B B1

b fpbq

p1 ÞÑ bq
1 ÞÑ fpbq

f ˝ p1 ÞÑ bq

H1
pBq H1

pB1
q

f

αB αB1

H1pfq

所以我们有 H1
– 1Set，即 1Set 可表.

引理 3.2.1

给定局部小范畴 A ,B，有伴随对

A B
F

G

K

令 A P A，则函子a

HomA pA,Gp´qq : B Ñ Set

是可表函子.

a即复合 BGÑA
HA

Ñ Set

证明: 由于伴随的性质，我们有集合的同构

HomA pA,GpBqq – HomBpF pAq, Bq

我们下面要说明这个同构是自然的，从而可以说明

HomA pA,Gp´qq – HF pAq

只需要说明对于任给的 B 中 q : B Ñ B1，下面的交换图交换即可：

HomA pA,GpBqq HomA pA,GpB1
qq f Gpqq ˝ f

HomBpF pAq, Bq HomBpF pAq, B1
q f

Gpqq ˝ f

q ˝ f

Gpgq˚

g˚
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而由伴随的性质我们知道

q ˝ f “ Gpqq ˝ f

从而是自然的，于是可表.

命题 3.2.1

有左伴随的集合值函子可表.

证明: 考虑 G : A Ñ Set 是一个有左伴随 F 的函子，令 1 为一元集合，则有

GpAq – HomSetp1, GpAqq

由例 3.2.1 可知这个同构是自然同构，于是

G – HomSetp1, Gp´qq – HF p1q
“ HomA pF p1q,´q

于是可表.

对于任意的 A P A，HA
P rA ,Sets. 这一过程描述了 A 如何看待世界，当 A 变化，看待世界

的方式也会发生变化，但是这些变化可能是相互联系的，也即 HA 与 HA1

中会有一个由 f : A1
Ñ A

诱导的自然变换：

A Set

HA

HA1

Hf

定义为：

Hf : HA
pBq Ñ HA1

pBq, p ÞÑ p ˝ f

有时也把 Hf 写成 f˚，也即 f˚φ “ φ ˝ f .

定义 3.2.3

A 是局部小范畴，定义函子

H‚
pAq : A op

Ñ rA ,Sets, A ÞÑ HA, f ÞÑ Hf



CHAPTER 3. 可表函子 37

定义 3.2.4

定义 A 是一个局部小范畴，对于 A P A，我们定义一个集合值函子

HA “ Homp´, Aq : A op
Ñ Set

定义为

HApBq “ HompB,Aq

对于 B1 g
Ñ B，定义

HApgq : HApBq Ñ HApB1
q, p ÞÑ p ˝ g

定义 3.2.5

A 是一个局部小范畴，一个反变函子 X : A op
Ñ Set 是可表的，如果存在 A P A 使得

α : X
–
Ñ HA. 一个代表即 pA,αq.

之前我们将协变函子 pHA
qAPA 装配到了一个更大的函子 H‚ 中，下面我们对反变函子 HA 做

同样的事情：

任意的 f : A Ñ A1，诱导了一个自然变换

A op Set

HA

HA1

Hf

定义为

Hf : HApBq Ñ HA1pBq, p ÞÑ f ˝ p

我们也把 Hf 记为 f˚，即 f˚φ “ f ˝ φ.

定义 3.2.6: 米田嵌入

A 是一个局部小范畴，A 的米田嵌入是一个函子

H‚ : A Ñ rA ,Sets, A ÞÑ HA, f ÞÑ Hf

下面我们总结一下至今为止的所有定义
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对于任意给定的 A P A，我们有函子 A Set

将所有函子放到一起得到一个更大的函子 A op
rA ,Sets

对于任意给定的 A P A，我们有函子 A op Set

将所有函子放到一起得到一个更大的函子 A rA op,Sets

HA

H‚

HA

H‚

其中第二组是第一组的对偶，我们在讨论可表函子的时候，使用第一组与第二组并没有太大的

差别，当讨论完其中一组的时候，另一组直接就对偶出来了，我们选择使用 HA 与 H‚，因为 H‚ 将

A 嵌入了 rA op,Sets，这使用起来更方便.

定义 3.2.7

令 A 是局部小范畴，定义函子

HomA : A op
ˆ A Ñ Set

pA,Bq ÞÑ HomA pA,Bq

pf, gq ÞÑ g ˝ ´ ˝ f : HomA pA,Bq Ñ HomA pA1, B1
q

其中

A1 f
Ñ A

p
Ñ B

g
Ñ B1

例 3.2.2 给定集合 A,B，我们令 BA 为所有从 A 到 B 的函数，这与 HomSetpA,Bq 是相同的，

但是我们用 BA 的时候是在强调他作为 Set 的对象，地位与 A,B 相同.

现在固定 B，我们可以定义一个函子

´ ˆ B : Set Ñ Set

A ÞÑ A ˆ B

还有一个函子
p´q

B : Set Ñ Set

C ÞÑ CB

对于任何集合 A,C，存在一个集合的典范同构

HomSetpA ˆ B,Cq – HomSetpA,C
B

q

定义为对于任意的 g P HomSetpA ˆ B,Cq，令 g : A Ñ CB 为

gpaqp´q “ gpa,´q
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反之，给定 f P HomSetpA,C
B

q，定义

fp´, ‚q “ fp´qp‚q

所以我们得到伴随对：´ ˆ B % p´q
B

或许我们还可以写成

HomSetpA ˆ B,Cq – HomSetpA,HomSetpB,Cqq

例 3.2.3 对于任意的范畴 B，存在一个 CAT Ñ CAT 的伴随对 p´ ˆ Bq % rB,´s，换言之存

在典范同构

HomCATpA ˆ B,C q – HomCATpA , rB,C sq

在这个双射下，函子

HomA P HomCATpA op
ˆ A ,Setq, H‚

P HomCATpA op, rA ,Setsq

互为转置.

注 3.2.2 现在我们可以再一次解释伴随的自然性. 给定范畴和函子

A B
F

G

有

A op
ˆ B A op

ˆ A

Bop
ˆ B Set

1ˆG

F opˆ1 HomA

HomB

左下路径将 pA,Bq 送到 HomBpF pAq, Bq，可以写成 HomBpF p´q,´q，右上路径将 pA,Bq 送到

HomA pA,GpBqq，可以写成 HomA p´, Gp´qq.

我们会有如下断言：HomBpF p´q,´q 与 HomA p´, Gp´qq 作为 A op
ˆ B Ñ Set 的函子是自然

同构的，当且仅当 F 与 G 是伴随.

所以伴随中的自然性实际上就是两个特定函子的自然同构.

将上面的自然同构画出来即

HomBpF pAq, Bq HomBpF pA1
q, B1

q

HomA pA,GpBqq HomA pA1, GpB1
qq

αpA,Bq αpA1,B1q

对任意的 pA,Bq, pA1, B1
q，f : A1

Ñ A, g : B Ñ B1 成立.
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有元素的映射为
q g ˝ q ˝ F pfq

q
g ˝ q ˝ F pfq

Gpgq ˝ q ˝ f

想要交换，即

g ˝ q ˝ F pfq “ Gpgq ˝ q ˝ f

而显然这个式子成立当且仅当 F,G 伴随.

定义 3.2.8

A 是某个范畴的对象，一个 A 的广义元素(generalized element) 是一个以 A 为陪域

的映射. 一个映射 S Ñ A 是一个 shape S 的 A 的 generalized element.

顾名思义，广义元素是元素的推广，比如当 A 是一个集合的时候，我们可以说 shape 1 的广义

元素就是 A 中的一个元素. 形状为 N 的广义元素就是 A 中的一个序列.

当 A 是一个拓扑空间的时候，形状为 S1 的广义元素就是 A 中的一条闭路.

如果给定一个 S P A，函子

HS : A Ñ Set

就将 A 中的对象 A 送到它的所有形状为 S 的广义元素集合. 这个函子的函子性告诉我们如果给定

一个态射 A Ñ B，则在这个函子的作用下，我们就把 A 的所有形状 S 的广义元素送到 B 的形状

S 的广义元素. 如取拓扑空间范畴，S “ S1，我们知道连续映射将闭路送到闭路.

3.3 米田引理

回忆：一个从 A op
Ñ Set 的函子有时称为 A 上的预层，所以对任意的 A P A，都存在一个

预层 HA.

问题来了，我们如何从 HA 去看待预层范畴 rA op,Sets 中的其他预层. 换言之即对于 X P

rA op,Sets，HA Ñ X 的自然映射都有什么？即我们想要刻画

HomrA op,SetspHA, Xq

回顾我们之前对范畴论的学习，发现总是输入一些东西最终唯一输出一些东西，而这个输出的

结果相对于输入的东西是唯一的，那么现在考虑我们输入了什么？

pA,Xq Ñ HomrA op,SetspH´,´q Ñ?
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所以这个唯一输出的东西理当只与 pA,Xq 相关，而 pA,Xq 如何输出一个集合呢？结果似乎是

显而易见的，也就是

HomrA op,SetspHA, Xq – XpAq

用语言来描述即：一个从 HA Ñ X 的自然变换就是 XpAq 中的一个元素.

定理 3.3.1: Yoneda

令 A 是一个局部小范畴，则

HomrA op,SetspHA, Xq – XpAq

对 A P A 与 X P rA op,Sets 自然.

注 3.3.1 换言之，考虑复合函子 F :

A op
ˆ rA op,Sets

Hop
‚ ˆ1
Ñ rA op,Setsop ˆ rA op,Sets

HomrA op,Sets

Ñ Set

pA,Xq ÞÑ pHA, Xq ÞÑ HomrA op,SetspHA, Xq

与函子 G

A op
ˆ rA op,Sets Ñ Set

pA,Xq ÞÑ XpAq

米田引理说的就是 F 与 G 自然同构.

证明: 我们只需要证明对于任意的 A，X，使得双射 HomrA op,SetspHA, Xq – XpAq 是自然的.

首先，我们固定 A,X，我们定义这个双射为

HomrA op,SetspHA, Xq XpAq
p ‚̂ q

p ‚̃ q

p ‚̂ q 对于 α : HA Ñ X，定义 α̂ “ αAp1Aq.

p ‚̃ q 对于 x P XpAq，我们需要定义一个自然变换 x̃ : HA Ñ X，考虑到我们输入的是一个 A 中的

对象 B，输出的是一个

x̃B : HApBq Ñ XpBq, f ÞÑ pXpfqqpxq P XpBq

B A

XpBq XpAq

f

Xpfq
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下面我们要说明这个定义是自然的，对于任意的 g : B1
Ñ B，要说明下面交换：

HomA pB,Aq HomA pB1, Aq f f ˝ g

Xpf ˝ gqpxq

XpBq XpB1
q pXfqpxq pXgqppXfqpxqq

g˚

x̃B x̃B1

Xpgq

由于 X 是反变函子，所以 Xpf ˝ gq “ Xpgq ˝ Xpfq. 故交换，故自然，故良定义.

于是我们成功定义了两个映射，下面我们需要证明这两个映射是互逆的，也即

• 对于 x P XpAq，我们要说明 ˆ̃x “ x，实际上，我们有

ˆ̃x “ x̃Ap1Aq “ pXp1Aqqpxq “ 1XpAqpxq “ x

• 对于 α : HA Ñ X，我们要说明 ˜̂α “ α. 两个自然变换相等当且仅当他们的组成元相等，所以

只需要对每一个 αB 说明即可，任取 B P A，考虑 f P HomA pB,Aq，我们知道
´

˜̂α
¯

B
pfq “ pXpfqqpα̂q “ pXpfqqpαAp1Aqq

由 α 的自然性，我们有下图交换

HomA pA,Aq HomA pB,Aq

XpAq XpBq

f˚

αA αB

Xpfq

从而我们知道 pXpfqqpαAp1Aqq “ αBpfq，也即有 ˜̂α “ α.

笔记 3.3.1 我们不妨在这里停下思考一下：由于 ˜̂α “ α，也即 α 由 α̂ 决定，但是注意到 α̂ “

αAp1Aq决定，所以我们最终注意到自然变换 α : HA Ñ X 仅由 1A通过等式 αBpfq “ pXpfqqpαAp1Aqq

决定.

下面我们需要说明这两个可逆映射是在 pA,Xq 中是自然的，也即任取 A，X，都有图表交换，

而这由于自然变换当且仅当每个组成元是同构，所以只需要对 ‚̂证明. 又由于交换图是可以拼接的，

也即如果有下面交换图所言

HomrA op,SetspHA, Xq HomrA op,SetspHB, Xq

XpAq XpBq HomrA op,SetspHB, Xq

X 1
pBq HomrA op,SetspHB, X

1
q

´˝Hf

p ‚̂ q p ‚̂ q
p ‚̃ q˝p ‚̂ q

Xpfq

θB˝Xpfq

p ‚̃ q

θB

p ‚̂ q

θ˝´

p ‚̂ q
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其中从左上到右下的复合映射即我们熟悉的 θ ˝ ´ ˝ Hf .

所以下面我们只对固定的 A 或者固定的 X 证明.

当 X 给定时，对任意的 f : B Ñ A，只要证明下图交换：

HomrA op,SetspHA, Xq HomrA op,SetspHB, Xq

XpAq XpBq

´˝Hf

p ‚̂ q p ‚̂ q

Xpfq

考虑元素的映射：
α α ˝ Hf

pα ˝ Hf qB p1Bq “ αBpfq

αAp1Aq pXpfqqpαAp1Aqq

这个交换性由之前过程是显然的，下面假设 A 固定，考虑自然变换

A op Set

X

X 1

θ

只需要证明下图交换

HomrA op,SetspHA, Xq HomrA op,SetspHA, X
1
q

XpAq XpAq

θ˝´

p ‚̂ q p ‚̂ q

θA

考虑元素的映射
α θ ˝ α

pθ ˝ αqAp1Aq

αAp1Aq θApαAp1Aqq

交换性是显然的，从而我们证明完了这个定理.

注 3.3.2 给定一个预层 X : A op
Ñ Set，定义一个新的预层 X 1:

X 1
“ HomrA op,SetspH‚, Xq : A op

Ñ Set
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也即有 X 1
pAq “ HomrA op,SetspHA, Xq – XpAq，米田引理告诉我们这个同构是自然的. 也即最

后有

X 1
– X

我们给米田引理一个现代化的写法：

我们定义

C ^ :“ FctpC op,Setq, C _ :“ FctpC op,Setopq “ FctpC ,Setqop

我们定义函子2：

hC : C Ñ C ^

S ÞÑ HomC p´, Sq

我们有自然的求值函子：

ev^ : C op
ˆ C ^

Ñ Set

pC,Xq ÞÑ XpCq

则米田引理可以写成

定理 3.3.2: 米田信夫

存在函子的自然同构 HomC ^phC p‚q, ‚q
–
Ñ ev^.

证明: 只需要证明对于任意的 C P obpC q，X P obpC ^
q，映射

HomC ^phC pCq, Xq Ñ XpCq
”

HomC p‚, Cq
φ

Ñ Xp‚q

ı

ÞÑ φCpidCq

是双射且自然，交换图道尽一切(并非)

idC P HomC pC,Cq XpCq Q uC “ φCpidCq

f P HomC pT,Cq XpT q Q φT pfq

φC

f˚ Xpfq

φT

3.4 泛元素与可表性

推论 3.4.1

令 A 是一个局部小范畴，并且 X : A op
Ñ Set 是预层，则 X 的一个表示由一个 A P A 与

u P XpAq 构成，其中对于任意的 B P A，和 x P XpBq，都有一个唯一的映射 x : B Ñ A 使

得 Xpxqpuq “ x.

2Fct 表示函子范畴 Functor
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要把这个东西看清楚，我们需要回忆一下 X 的一个表示是一个对象 A P A 和一个自然同构

α : HA Ñ X

这个推论说的是这个表示 pA,αq 与满足条件的 pA, uq 是一一对应的. 一个对 pB, xq，其中 B P

A , x P XpBq，有时被称作预层 X 的一个元素(elements). 这是因为米田引理实际上告诉我们 x

对应着一个自然变换 HB ñ X，也就是一个 shape HB 的广义元素. 满足推论中条件的元素 u 有时

也被称为 X 的泛元素(universal element). 所以推论还告诉我们预层 X 的一个表示对应着

一个 X 的泛元素.

A Set

A XpAq u

B XpBq x

X

HA“A p´,Aq

X
Q

Xxx

X

P

α–

证明: 由米田引理，我们只需要证明对于 A P A 和 u P XpAq，自然变换 ru : HA Ñ X 是一个自

然同构当且仅当满足题设条件. 而 ru 是一个同构当且仅当对于任意的 B P A，都有

ruB : HApBq Ñ A pB,Aq Ñ XpBq

是一个双射，当且仅当对于任意的 B P A 和 x P XpBq，存在唯一的 x P HApBq 使得 pXxqpuq “

ruBpxq “ x，于是证毕.

A 1A αAp1Aq

HApAq “ A pA,Aq XpAq

A

HApBq “ A pB,Aq XpBq

B α´1
B pxq x

αA

P

´˝x

P

Xx

αA

´˝x Xx

1A

αB

Q

x“α´1
B pxq

P
αB

α´1
B

´˝x

实际上，我们的证明过程说明了下面的事实，其实也就是上面推论的一个重述：
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定理 3.4.1: 可表当且仅当泛元素存在

A 是一个局部小范畴，X P rA op,Sets，则 X 可表当且仅当 X 存在泛元素. 并且如果 X 可

表，则 X 的表示和 X 的泛元素是一一对应的. 并且我们可以看到泛元素实际上就是 αAp1Aq.

其对偶形式为：

推论 3.4.2

A 是一个局部小范畴，X : A Ñ Set 是一个函子，则 X 的表示与满足下面条件的对 pA, uq

一一对应：其中 A P A , u P XpAq，对于任何的 B P A 与 x P XpBq，都存在唯一的映射

x : A Ñ B 使得 pXxqpuq “ x.

A Set

A XpAq u

B XpBq x

X

x Xx

3.5 米田嵌入

推论 3.5.1

A 是局部小范畴，则米田嵌入是全忠实的.

H‚ : A Ñ rA op,Sets

这个推论是在说对于 A,A1
P A，预层间的态射 HA Ñ HA1 和 A Ñ A1 的态射是一回事.

证明: 只需要说明对于任意的 A,A1
P A，下面的映射是双射即可

A pA,A1
q Ñ rA op,SetspHA, HA1q

f ÞÑ Hf

由米田引理，我们知道

r‚ : HA1pAq Ñ rA op,SetspHA, HA1q

是双射，所以我们只需要说明这两个操作是一样的就可以了，给定 f : A Ñ A1，我们要证明

rf “ Hf

或者等价证明

f “ xHf
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由于

xHf “ pHf qAp1Aq “ f ˝ 1A “ f

所以得证.

在数学语境中，一般来说，嵌入(embedding) 一般是指一个态射 A Ñ B 使得 A 和它在

B 中的像同构. 于是我们知道米田嵌入给出了 A 到 rA op,Sets 的一个满子范畴的全忠实且本质满

的函子，于是自然是一个范畴等价，于是可以称之为一个嵌入.

一般来说，满子范畴是最容易讨论的子范畴. 比如我们给定任意的 A,A1
P A 与 A 的一个

包含 A,A1 的满子范畴 A0，则我们可以直接说 A Ñ A1 的态射而不产生歧义，因为 A0pA,A
1
q “

A pA,A1
q.

引理 3.5.1

令 J : A Ñ B 是一个全忠实函子，并且 A,A1
P A，则

(1) 一个 A 中的态射 f 是同构当且仅当 Jpfq 在 B 中是一个同构.

(2) 对于任何 B 中的同构 g : JpAq Ñ JpA1
q，则存在唯一的 A 中同构 f : A Ñ A1 使得

Jpfq “ g.

(3) 对象 A 和 A1 在 A 中同构当且仅当对象 JpAq 和 JpA1
q 在 B 中同构.

证明: 交换图道尽一切：

A A1 A pA,A1
q BpJpAq, JpA1

qq

A pA,Aq BpJpAq, JpAqq

JpAq JpA1
q A pA1, A1

q BpJpA1
q, JpA1

qq

1A

f

g

1A1

Jpbijectiveq

Jpbijectiveq

1JpAq

Jpfq

Jpgq

1JpA1q

Jpbijectiveq

3.6 可表对象的同构

我们想要知道什么时候 HA – HA1，答案是当且仅当 A – A1.
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推论 3.6.1

A 是一个局部小范畴，A,A1
P A，则

HA – HA1 ðñ A – A1
ðñ HA

– HA1

证明: 由对偶性，我们只需要证明第一个等价，这是因为 H‚ : A Ñ rA op,Sets 是全忠实的，于

是由引理 3.5.1 我们知道

HA – HA1 ðñ A – A1

由于函子总是保持同构，所以上面的推论等价于是说

HA – HA1 ñ A – A1

换言之，如果 A pB,Aq – A pB,A1
q 对 B 自然，则 A – A1. 我们把 A pB,Aq 想成从 B 的视角

看 A，则推论告诉我们两个东西是同构的当且仅当从任何一个方向上看都是一样的.

A
A

A1

B1

B2

B3

如果说一个东西看起来像一个鸭子，走起来像一个鸭子，并且叫起来也像一个鸭子，那么它

大概就是一个鸭子. 我们可以把这段话里面的鸭子换成别的数学对象，那么推论告诉我们这件事情

还是成立的.

定理 3.6.1: 左伴随在同构意义下是唯一的

给定 G : B Ñ A，F, F 1 都是 G 的左伴随，则有 F – F 1.

证明: 给定 G : B Ñ A，F, F 1 都是 G 的左伴随，则有对于任意的 A P A，有

BpF pAq, Bq – A pA,GpBqq – BpF 1
pAq, Bq

对 B 自然，于是我们有 HF pAq
– HF 1pAq，所以 F pAq – F 1

pAq. 事实上，这个同构还是对 A 自然的，

所以 F – F 1.
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4.1 积，等化子和拉回

定义 4.1.1: Product

A 是一个范畴，X, Y P A . X 与 Y 的一个积(product) 由一个对象 P 和一组态射

pX : P Ñ X, pY : P Ñ Y 组成，使得下图泛性质成立：

A

P Y

X

D!

pY

pX

对于任意的 A P A 和 A Ñ X,A Ñ Y，使得 A 唯一地 factor through P . 态射 pX 和 pY 被称

为投影(projections).

需要注意的是积并不总是存在，比如在域范畴中就不存在非平凡的积. 其症结体现在直接考虑

两个域的直积环会产生零因子 p1, 0q 和 p0, 1q，而域是不能有零因子的. 并且投影态射要求这个积能

够单独处理两个域上的内容，这自然地导致了一种直积结构，所以我们可以直观地认识到域范畴是

不存在一般的积的. 一些常见范畴中的积为：

Category Product

Set 笛卡尔积 (Cartesian Product)

Grp 直积 (Direct Product)

Ab / Mod 直积 (Direct Product)

Topo 积空间 (Product Space)

对指标集进行推广，我们有：

49
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定义 4.1.2: Product

令A 为一个范畴，I 是一个指标集，pXiqiPI 是A 中的一族元素. 则 pXiqiPI 的积(product)

由一个对象 P 和一族态射 pi : P Ñ Xi 构成，使得满足对于任意的 A 和 fi : A Ñ Xi，A 都唯

一地 factor through P，即

A

P Xi

D!f
fi

pi

注 4.1.1 一般我们称 P 为 tAiu 的积，并记为
ź

iPI

Ai.

注 4.1.2 由泛性质我们知道积在同构意义下是唯一的.

如果指标集 I 是一个空集，那么我们应当如何理解乘积呢？一般来说，一个 I 指标集是一个映

射(如果 obpA q 是一个集合的话) f : I Ñ obpA q. 则当 I 是空集的时候，我们知道空集是集合范畴

的始对象，于是存在唯一的映射 f : I Ñ obpA q，也就是说对象族 pXiqiPI 是唯一的. 此时如果 P 是

pXiqiPI 的积，对一个 f : A Ñ P，自然有 pi ˝ f “ fi，这是因为 I 是空集，这个式子实际上对 f 没

有任何的要求.于是我们把泛性质转化为对于任意的 A，都存在唯一的 f : A Ñ P，即 P 是 A 的一

个终对象. 所以我们得出结论，空指标集的乘积是范畴中的终对象.

我们知道乘积是不一定存在的，所以哲学上可以看出来终对象也不一定存在.

定义 4.1.3: Equalizer

在范畴 A 中，一个叉子(fork) 由如下资料组成：

A X Y
f

t

s

使得 sf “ tf . 给定 X Y
t

s
为 A 中的对象与态射，则一个关于 s, t 的 等化

子(equalizer) 是一个对象 E 和一个态射 i : E Ñ X 使得

E X Yi

t

s

是一个叉子，并且使得对于任意叉子 A X Y
f

t

s
，A 都唯一地 factor

through E，即

A

E X Y

D!f
f

i

t

s

注 4.1.3 和积一样，等化子不一定存在，如果存在则在同构意义下唯一.
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一些常见范畴中的等化子为：

Category Equalizer of f, g : X Ñ Y

Set 子集 tx P X | fpxq “ gpxqu

Grp 子群 tx P X | fpxq “ gpxqu

Ab / Mod 核 (Kernel) Kerpf ´ gq

Topo 子空间 (Subspace) tx P X | fpxq “ gpxqu

定义 4.1.4: Pullback

令 A 为一个范畴，取对象和态射

Y

X Z

t

s

则关于这个图像的拉回(pullback) 是一个对象 P P A 与态射 p1 : P Ñ X 和 p2 : P Ñ Y

使得下图交换

P Y

X Z

p2

p1 t

s

并且对任意使得下图交换的 A，唯一地 factor through P :

A

P Y

X Z

D!f

f2

f1

p2

p1 t

s

我们称图

P Y

X Z

p2

p1 t

s

为一个拉回正方形(pullback square) 或者笛沙格正方形(Cartesian square). 拉回
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P 的另外一个名字叫做纤维积(fiber product)，记为 X ˆZ Y .

一些常见范畴中的拉回为：

Category Pullback of f : B Ñ A and g : C Ñ A

Set 纤维积 (Fibered Product) tpb, cq P B ˆ C | fpbq “ gpcqu

Grp 子群 tpb, cq P B ˆ C | fpbq “ gpcqu

Ab / Mod 核 Kerpf 1
´ g1

q where f 1 : B ˆ C Ñ A, g1 : B ˆ C Ñ A

(这等价于 tpb, cq P B ‘ C | fpbq “ gpcqu)

Topo 积空间的子空间 tpb, cq P B ˆ C | fpbq “ gpcqu (赋予子空间拓扑)

4.2 极限

前面所提到的三个概念统统都是极限的特例，现在我们给出极限的定义.

定义 4.2.1

令 A 为一个范畴，I 为一个小范畴，一个函子 D : I Ñ A 称为 A 的一个形状(shape) I

的图像(diagram).

定义 4.2.2: limit

A 是一个范畴，I 是一个小范畴，D : I Ñ A 是一个 A 中的图，则我们定义一个 D 上

的锥(cone) 是一个对象 A P A 和一族态射

´

A
fI

ÝÑ DpIq

¯

IPI

使得对于任意 I 中的态射 I
u

ÝÑ J，都有下图交换：

DpIq

A

DpJq

Du

fI

fJ

其中 A 称为这个锥的顶点(vertex)，一个 D 的极限(limit) 是一个锥
´

L
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI

使得对于任意的 D 上的锥
´

A
fI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
，都存在唯一的态射 f : A Ñ L 使得 pI ˝ f “ fI

对于任意的 I P I 成立. 态射 pI 被称为极限的投影(projections).
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下面三个形状的极限分别对应了积，拉回和等化子：

T “ ‚ ‚ , P “

‚

‚ ‚

, E “ ‚ ‚

我们可以粗泛地看到，极限的泛性质告诉我们对于任意的 A P A，一个态射 A Ñ L 就唯一地

对应了一个以 A为顶点的 D 上的锥. 在没有歧义的情况下，有时把 D 的一个极限
´

L
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI

简记为 L，当强调态射的时候，我们也称
´

L
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
为一个极限锥(limit cone). 我们把

极限记为

L “ lim
ÐÝ
I

D

或者记为

L “ lim
I
D

对于上面那个记号，我们也称之为逆向极限(inverse limit) 或者投射极限(projective

limit). 这种写法源自于代数和拓扑中的具体构造，其出现早于范畴论. 我们给出极限和余极限

的一种理解方式：简单来说，这个命名源于它们在处理一列（或一个系统）的数学对象时的行为方

向：

• 极限 (Limit) /逆向极限 (Inverse Limit): 箭头通常“汇入”极限对象。它像是所有信息的“终

点”或“汇集处”.

• 余极限 (Colimit) / 正向极限 (Direct Limit): 箭头通常从余极限对象“流出”。它像是所有信

息的“起点”或“整合体”

注 4.2.1 我们实际上所讨论的 I都是小范畴，所以我们定义的极限严格来说叫做小小小极极极限限限(small

limit). 不过这就足够了，我们几乎不对其他样子的极限感兴趣.

我们还可以把极限总结称：D 上锥构成范畴的终对象. 于是哲学上我们还是能看出来极限并不

总是存在.

定义 4.2.3: finite limit

一个范畴称之为有限的(finite)，如果这个范畴只有有限多个态射(从而只有有限多个对

象). 则一个有限极限(finite limit) 是一个形状为有限范畴的极限.

我们前面所说的有限积，终对象，等化子，拉回都是有限极限.
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定义 4.2.4: Complete

I 是一个小范畴，我们称一个范畴 A 拥有形状 I 的极限(has limits of shape I)，

如果对于任何形状 I 的图表 D，其极限都存在. 我们称一个范畴拥有小极限(has small

limits)，如果对于任何小范畴 I，都存在所有形状 I 的极限，对于这样的范畴，我们也称之

为完备的(complete).

一个自然产生的问题是，我们如何判断一个范畴是不是完备的，难不成真的要验证所有形状的

极限吗？下面的定理回答了这个问题：

定理 4.2.1: 完备和有限极限完备

A 是一个范畴，则

(1) 如果 A 拥有所有的积和等化子，则 A 是完备的.

(2) 如果 A 有一个终对象和所有的二元积和等化子，则 A 拥有所有的有限极限.

(2’) 如果 A 有一个终对象和所有的拉回，则 A 拥有所有的有限极限.

证明: (1) 令 D : I : A 为 A 中的一个图，我们定义态射

ź

IPI

DpIq
ź

J
u

ÑK in I

DpKq
t

s

如下：给定 J
u

Ñ K，我们定义 su 为下面的复合：

ź

IPI

DpIq DpJq DpKq
prJ Du

其中 prJ 为乘积投影，定义 tu 为 prK . 令

L
ź

IPI

DpIq
p

为 s, t 的等化子，下面我们说明
´

L
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI

为 D 的一个极限锥：首先说明这是一个锥，给定任意的 u : I Ñ J，我们有

s ˝ p “ t ˝ p ñ su ˝ p “ tu ˝ p ñ Du ˝ prI ˝ p “ prJ ˝ p ñ Du ˝ pI “ pI
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即下面交换图交换
DpIq

L
ź

IPI

DpIq

DpJq

Du

pI“prI˝p

p

pJ“prJ˝p

prI

prJ

所以我们证明了这确实是一个锥，下面说明这是锥的终对象：

给定任何一个 D 上的锥
´

A
fI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
，我们有交换图：

A

ź

IPI

DpIq DpIq

DpJq

f
fI“fI˝p

fJ“fJ˝p

prI

prJ

于是由积的泛性质，我们得到了 f : A Ñ
ź

IPI

DpIq，并且我们有交换图：

DpIq

A
ź

IPI

DpIq DpJq

Du

f

prI

tu“prJ

su“Du˝prI

即 A 构成了一个 fork:

A
ź

IPI

DpIq
ź

J
u

ÑK in I

DpKq
f

t

s

于是由等化子的泛性质，我们知道存在唯一的 rf : A Ñ L 使得下图交换

DpIq

A L

DpJq

Du

fI

D! rf

fJ

pI

pJ
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即 L “ lim
I
D，所以极限存在.

(2) 有二元积就说明有非空有限积，有终对象就说明有空集积，于是直接仿照 (1) 的方法立刻

得证.

(2’) 我们只需要说明通过拉回可以得到二元积和等化子即可. 下面的交换图告诉我们存在二元

积，其中 1 是终对象：
A

P Y

X 1

D!f

f2

f1

p2

p1

下面的交换图告诉我们存在等化子

A

P X

X Y

D!f

f

f

p

p t

s

于是我们知道定理得证.

由这个定理，我们可以立刻验证 Set,Topo,Grp,Ring,Vectk 都是完备范畴，并且左 R-模范

畴和右 R 模范畴也是完备范畴，这里甚至不要求 R 是交换的.

4.3 余极限

定义 4.3.1: colimit

A 是一个范畴，I 是一个小范畴，令 D : I Ñ A 为一个图，令 Dop 对应在 Iop Ñ A op 上的函

子. 一个 D 上的余锥(cocone) 是一个 Dop 上的锥，一个 D 的余极限(colimit) 是一个

Dop 的极限.
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下图中左边是 A op 中的锥，对应到右边就变成了 A 中的余锥：

Dop
pIq I DpIq

A A

Dop
pJq J DpJq

u DuDopu

我们明确地写出来，就是：一个 D 上的余锥(cocone) 就是一个对象 A P A 与一族态射

´

DpIq
fI

ÝÑ A
¯

IPI

使得对于任意的 u : I Ñ J，都有

DpIq

A

DpJq

fI

Du

fJ

一个 D 的余极限(colimit) 是一个余锥
´

DpIq
cpI

ÝÑ C
¯

IPI

使得对于任意的余锥
´

DpIq
fI

ÝÑ A
¯

IPI
，都存在态射 f : C Ñ A 使得

f ˝ pI “ fI , @I P I

即下图交换：

DpIq

C A

DpJq

cpI

fI

Du
D!f

cpJ

fJ

我们把极限 C 记为

C “ lim
ÝÑ
I

D “ colimID

余极限也称之为正向极限(direct limit)或者归纳极限(inductive limit)，我们称态

射 cpI 为余投影(coprojections).
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利用余极限说明代数闭包的存在性

我们在这里简单介绍一下余极限的一个重要应用：即说明代数闭包的存在性.

定理 4.3.1: 代数闭包

域都存在其代数闭包.

证明: 我们先交代一下符号，K 是域，

Σ :“ tf P Krxs : f 的首项系数为 1，且 f 不可约u

对于 f P Σ，对应一个未定元 xf，再定义

A :“ KrSs, S “ txf | f P Σu

令 a 表示由所有多项式 fpxf q，f P Σ 在 A 中生成的理想，我们来证明 a ‰ p1q.

我们假设 a “ p1q，即存在有限的 af P A 使得
ÿ

affpxf q “ 1，我们考虑域 K 的分裂域 K 1 使

得 fi 的根 αi 在内，则考虑

0 “
ÿ

affpαiq “ 1 P K 1

这是不可能的，所以 a ‰ p1q.

从而令 m 是 A 中包含 a 的极大理想，令 K1 “ A{m，则 K1 是 K 的扩域，并且每个多项式

f P Σ 在 K1 中都有根(从而根都在 K1 中)，我们重复 K1 的造法，得到 K2，以此类推，我们令

L “

8
ď

n“1

Kn

则 L 是域，并且其中每个多项式都可以分解成一次因式的乘积，用 K 表示 L 在 K 上代数的

哪些元素的集合，则 K 就是 K 的代数闭包.

这个证明对吗？这个证明在表述上存在一个普遍存在于许多代数教材中的、微妙的集合论上的

漏洞，这个漏洞在于构造序列 K Ď K1 Ď K2 Ď . . . 并取其并集 L “

8
ď

n“1

Kn 的过程.

漏洞的关键点在于：K1 “ A{m 并不是 K 的一个超集(superset)，也就是说，K 不是 K1

的一个子集 (subset).这个问题在迭代过程中会不断累积：我们从 K0 “ K 开始，构造了 K1 和一个

嵌入 φ0 : K0 Ñ K1，接下来，为了构造 K2，我们对 K1 重复此过程，我们会得到一个新域 K2 和

一个嵌入 φ1 : K1 Ñ K2. 依此类推，我们得到一个域和嵌入的序列：

K0
φ0
ÝÑ K1

φ1
ÝÑ K2

φ2
ÝÑ ¨ ¨ ¨

因为 Kn 并不是 Kn`1 的子集，所以表达式 L “

8
ď

n“1

Kn 是无意义的，你不能对一族不相互包含

的集合取并集. 下面我们用范畴论的语言严谨地重述这个过程：
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我们考虑 域范畴 Field，其对象 (objects) 是所有的域，其态射 (morphisms) 是域同态. 我们知

道，域之间的任何非零同态都是单射(嵌入).

Artin 的构造过程实际上是在 Field 范畴中定义了一个图，这个图由一个无穷序列的对象和态

射构成：

K0
φ0
ÝÑ K1

φ1
ÝÑ K2

φ2
ÝÑ ¨ ¨ ¨

其中 K0 “ K，而 φn : Kn Ñ Kn`1 是通过构造商环 Kn`1 “ Knrtxfus{mn 所诱导的自然嵌入.

这个序列可以更形式化地描述为一个从作为偏序集的自然数范畴 pN,ďq 到 Field 的一个函子

(functor) F : pN,ďq Ñ Field.

• 对于对象 n P N，函子 F 给出域 F pnq “ Kn.

• 对于态射 n ď m，函子 F 给出复合嵌入 F pn Ñ mq : Kn Ñ Km.

原证明中的问题是，它试图在集合范畴 Set 中对这个序列的对象取并集. 但这个图是存在于

Field 范畴中的，其中的态射 φn 只是单态射 (monomorphisms)，而不一定是集合论意义下的包含

映射 (inclusion maps).

在范畴论中，能扮演“并集”角色的正确构造是余极限，对于这样一个图，它也被称为正向极

限.

该图 F 的余极限是一个对象 L P Field（它本身是一个域），伴随着一族态射 ψn : Kn Ñ L，对

于所有的 n P N 都成立. 这个组合 pL, tψnunPNq 满足以下两个条件：

对于任意的 n P N，下面的图表是可交换的. 这意味着从 Kn 到 L 的路径是唯一的，无论你先

走到 Kn`1 再到 L，还是直接从 Kn 到 L.

Kn Kn`1

L

φn

ψn ψn`1

数学上表示为：ψn`1 ˝ φn “ ψn.

对于任何其他的域 X 和任何一族态射 fn : Kn Ñ X 使得图表 pX, tfnuq 也满足上述交换性条件

（即 fn`1 ˝ φn “ fn），则存在一个唯一的态射 u : L Ñ X，使得对于所有的 n，下图可交换：

Kn

L X

Kn`1

ψn

fn

φn
u

ψn`1

fn`1

数学上表示为：u ˝ ψn “ fn 对所有 n P N 成立.

这个泛性质精确地刻画了 L 的角色：它是包含所有 Kn 的“最经济”或“最自然”的域. 任何

其他试图扮演这个角色的域 X 都必须通过 L 进行唯一的分解.
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原证明的直觉是正确的，但其语言是不精确的. 它所描述的“并集”域 L 应该被严谨地理解为

在 Field 范畴中图 K0 Ñ K1 Ñ ¨ ¨ ¨ 的余极限.

幸运的是，在 Field 范畴中，这种序列的余极限总是存在的.

我们首先取序列中所有域的底层集合的不交并，记为 S.

S “
ğ

nPN

Kn “
ď

nPN

ptnu ˆ Knq

S 中的元素是形如 pn, xq 的有序对，其中 n P N 且 x P Kn.

我们在 S 上定义一个等价关系 „. 对于 S 中的两个元素 pn, xq 和 pm, yq，我们定义 pn, xq „

pm, yq 当且仅当存在一个足够大的整数 p ě n,m，使得 x 和 y 在 Kp 中的像相等. 由于我们的图是

一个线性序列，这个定义可以简化. 不失一般性，假设 n ď m. 我们定义：

pn, xq „ pm, yq ðñ pφm´1 ˝ φm´2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ φnqpxq “ y

为了方便，我们将从 Kn 到 Km (n ď m) 的复合态射记为 φm,n. 那么，pn, xq „ pm, yq ðñ

φm,npxq “ y. 我们需要验证这是一个等价关系：

• 自反性: pn, xq „ pn, xq 因为 φn,n “ idKn 是恒等映射.

• 对称性: 如果 pn, xq „ pm, yq 且 n ď m，则 φm,npxq “ y. 我们需要证明 pm, yq „ pn, xq. 因为

φm,n 是单射，所以这个关系只有在 x “ φ´1
m,npyq 时成立，这暗示了从一个方向到另一个方向

的定义. 更严谨的定义是：pn, xq „ pm, yq 当且仅当存在 p ě n,m 使得 φp,npxq “ φp,mpyq. 在

这个定义下，对称性是显然的.

• 传递性: 假设 pn, xq „ pm, yq 且 pm, yq „ pp, zq. 不失一般性，设 n ď m ď p. 我们有

φm,npxq “ y 和 φp,mpyq “ z. 因此 z “ φp,mpφm,npxqq “ pφp,m ˝ φm,nqpxq “ φp,npxq. 故

pn, xq „ pp, zq.

我们定义集合 L 为 S 在等价关系 „ 下的商集.

L “ S{ „“ trpn, xqs | pn, xq P Su

其中 rpn, xqs 表示包含 pn, xq 的等价类. 这个集合 L 将成为我们新域的元素集合.

为了说明 L 是一个域，我们在 L 上定义加法和乘法.

对于 L 中的两个元素 rpn, xqs 和 rpm, yqs，我们定义其和为：

rpn, xqs ` rpm, yqs “ rpp, φp,npxq ` φp,mpyqqs

其中 p “ maxpn,mq.

类似地，我们定义其积为：

rpn, xqs ¨ rpm, yqs “ rpp, φp,npxq ¨ φp,mpyqqs
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其中 p “ maxpn,mq.

我们需要证明运算结果不依赖于等价类中代表元的选择.

假设 rpn, xqs “ rpn1, x1
qs 且 rpm, yqs “ rpm1, y1

qs. 我们需要证明：

rpn, xqs ` rpm, yqs “ rpn1, x1
qs ` rpm1, y1

qs

设 p “ maxpn,mq 和 p1
“ maxpn1,m1

q. 根据等价关系，存在 q ě n, n1 使得 φq,npxq “ φq,n1px1
q，

也存在 r ě m,m1 使得 φr,mpyq “ φr,m1py1
q. 令 k “ maxpp, p1, q, rq. 我们将所有元素都提升到 Kk 中

进行计算.

φk,ppφp,npxq ` φp,mpyqq “ φk,npxq ` φk,mpyq

“ φk,qpφq,npxqq ` φk,rpφr,mpyqq

“ φk,qpφq,n1px1
qq ` φk,rpφr,m1py1

qq

“ φk,n1px1
q ` φk,m1py1

q

“ φk,p1pφp1,n1px1
q ` φp1,m1py1

qq

这表明 pp, φp,npxq ` φp,mpyqq „ pp1, φp1,n1px1
q ` φp1,m1py1

qq. 因此，加法是良定义的. 乘法的证明

完全类似.

可以逐一验证 L 在上述定义的运算下满足域的所有公理.

• 加法/乘法交换律与结合律: 直接继承自每个域 Kn 的相应性质.

• 加法单位元: 0L “ rp0, 0K0qs. 对于任意 rpn, xqs，有 rpn, xqs ` 0L “ rpn, x ` 0Knqs “ rpn, xqs.

• 乘法单位元: 1L “ rp0, 1K0qs.

• 加法逆元: ´rpn, xqs “ rpn,´xqs.

• 乘法逆元: 对于 rpn, xqs ‰ 0L (即 x ‰ 0Kn)，其逆元为 rpn, x´1
qs.

• 分配律: 直接继承自 Kn 的分配律.

因此，pL,`, ¨q 是一个域.

现在我们证明 pL, tψnunPNq 是图 D 的余极限，其中 ψn : Kn Ñ L 定义为 ψnpxq “ rpn, xqs.

我们需要证明图表是交换的，即 ψn`1 ˝ φn “ ψn. 对于任意 x P Kn：

pψn`1 ˝ φnqpxq “ ψn`1pφnpxqq “ rpn ` 1, φnpxqqs

另一方面：

ψnpxq “ rpn, xqs

根据我们对等价关系 „ 的定义，pn, xq „ pn ` 1, φnpxqq. 因此 rpn, xqs “ rpn ` 1, φnpxqqs. 交换

性成立.

假设存在另一个余锥 pX, tfnunPNq，其中 X 是一个域，fn : Kn Ñ X 是域同态，且满足 fn`1 ˝

φn “ fn. 我们需要证明存在一个唯一的域同态 u : L Ñ X 使得 u ˝ ψn “ fn 对所有 n 成立.
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• 构造 u: 我们定义 u : L Ñ X 如下：

uprpn, xqsq “ fnpxq

• u 是良定义的: 假设 rpn, xqs “ rpm, yqs. 不失一般性，设 n ď m. 这意味着 φm,npxq “ y. 我们

需要检验 fnpxq “ fmpyq. 由于 tfnu 是一个余锥，我们有 fm ˝ φm,n “ fn. 因此：

fmpyq “ fmpφm,npxqq “ pfm ˝ φm,nqpxq “ fnpxq

所以 u 是良定义的.

• u 是域同态:

uprpn, xqs ` rpm, yqsq “ uprpp, φp,npxq ` φp,mpyqqsq pp “ maxpn,mqq

“ fppφp,npxq ` φp,mpyqq

“ fppφp,npxqq ` fppφp,mpyqq

“ pfp ˝ φp,nqpxq ` pfp ˝ φp,mqpyq

“ fnpxq ` fmpyq “ uprpn, xqsq ` uprpm, yqsq

乘法同态的证明类似.

• 满足 u ˝ ψn “ fn: 对于任意 x P Kn:

pu ˝ ψnqpxq “ upψnpxqq “ uprpn, xqsq “ fnpxq

此条件满足.

• u 的唯一性: 假设还存在另一个同态 u1 : L Ñ X 满足 u1
˝ ψn “ fn. 那么对于任意元素

rpn, xqs P L:

u1
prpn, xqsq “ u1

pψnpxqq “ pu1
˝ ψnqpxq “ fnpxq

这与我们对 u 的定义完全相同，即 u1
prpn, xqsq “ uprpn, xqsq. 因此 u1

“ u.

我们成功构造了一个域 L和一族态射 tψnu，并证明了它满足余极限的泛性质. 因此，域范畴中

序列图的余极限总是存在的.
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4.4 余积，余等化子和推出

定义 4.4.1: coproduct

对象族 pXIqIPI 的一个和(sum) 或者叫做余积(coproduct) 是离散范畴 I 的余极限.

XI

ž

IPI

XI A

XJ

由终对象的对偶，我们知道空集的余积是始对象. 一些常见范畴中的余积为：

Category Coproduct

Set 不交并(Disjoint Union)

Grp 自由积(Free Product)

Ab 直和(Direct Sum)

Mod 直和(Direct Sum)

Topo 不交并空间(Disjoint Union Space)

定义 4.4.2: coequalizer

一个余等化子(coequalizer) 是一个形状 E 的余极限，其中

E “ ‚ ‚

说白了就是下图泛性质所定义的：

A

X Y C
s

t

f

p

D!f

常见范畴中的余等化子为：
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Category Coequalizer of f, g : X Ñ Y

Set 商集 (Quotient Set) Y {fpxq „ gpxq

Grp 商群 (Quotient Group) Y {Npxfpxqgpxq
´1

| x P Xyq

Ab / Mod 余核 (Cokernel) Y {Impf ´ gq

Topo 商空间 (Quotient Space) with quotient topology

定义 4.4.3: pushout

一个推出(pushout) 是一个形状 P 的余极限，其中

Pop “

‚ ‚

‚

说白了就是下图泛性质所定义的

Z Y

X X
ž

Y

A

D!

一些常见范畴中的推出为：

Category Pushout of f : A Ñ B and g : A Ñ C

Set 融合和 (Amalgamated Sum) pB \ Cq{ „

(其中 „ 是由 fpaq „ gpaq, @a P A 生成的等价关系)

Grp 带核的自由积 (Amalgamated Free Product)

pB ˚ Cq{Npxfpaqgpaq
´1

| a P Ayq

Ab / Mod 余积的余核 (Cokernel of the coproduct map)

pB ‘ Cq{Impf ‘ ´gq

Topo 粘合空间 (Adjunction/Gluing Space)

pB \ Cq{ „ (赋予商拓扑)
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4.5 保持，反映与创造

定义 4.5.1: 保极限函子

I 是一个小范畴，我们称一个函子 F : A Ñ B 保持形状为 I 的极限如果对于任何的图

D : I Ñ A 和锥
´

A
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
，有

´

A
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
is a limit cone on D ùñ

´

F pAq
FpI
ÝÑ FDpIq

¯

IPI
is a limit cone on FD

称 F 保持形状为 I 的余极限如果对于任何的图 D : I Ñ A 和余锥
´

DpIq
pI

ÝÑ A
¯

IPI
，有

´

DpIq
pI

ÝÑ A
¯

IPI
is a colimit cocone ùñ

´

FDpIq
FpI
ÝÑ F pAq

¯

IPI
is a colimit cocone

定义 4.5.2: continuous functors and cocontinuous functors

一个函子 F : A Ñ B保持极限(preserves limits)如果对于所有小范畴 I，都保持形状

I 的极限. 保持极限的函子也称之为连续函子(continuous functor). 称函子 F : A Ñ

B保持余极限(preserves colimits)，如果对于所有小范畴 I，都保持形状 I的余极限.

保持余极限的函子也称为余连续函子(cocontinuous functor).

我们有另外的方式来描述保持极限的函子，给定一个函子 F : A Ñ B，则 F 保持极限当且仅

当：对于任意存在极限的图 D : I : A，其复合 F ˝ D : I Ñ B 也存在极限，并且典范映射

F

˜

lim
ÐÝ
I

D

¸

Ñ lim
ÐÝ
I

pF ˝ Dq

是一个同构. 这里的典范映射通过

F

˜

lim
ÐÝ
I

D

¸

F ppIq
Ñ FDpIq

由极限的泛性质给出. 特别地，如果 F 保持极限，则

F

˜

lim
ÐÝ
I

D

¸

– lim
ÐÝ
I

pF ˝ Dq

相同的论断对余极限也是正确的.

定义 4.5.3: reflects

我们称一个函子 F : A Ñ B 反映极限(reflects limits)，如果对于任何的小范畴 I 和图

D : I Ñ A，有

´

A
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
is a limit cone on D ðù

´

F pAq
FpI
ÝÑ FDpIq

¯

IPI
is a limit cone on FD

同理我们可以定义函子反映余极限(reflects colimits).
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简单来说如果一个东西在 F 的作用下是个极限，那它在作用之前本身就是一个极限，于是 F

反映出了极限的性质，所以称之为反映.

定义 4.5.4: creates

一个函子 F : A Ñ B 称之为创造极限(creates limits)，如果对任何的图 D : I Ñ A，

满足

• 对任何 FD 上的极限锥
´

B
qI
Ñ FDpIq

¯

IPI
，存在唯一的锥

´

A
pI
Ñ DpIq

¯

IPI
使得 F pAq “

B 并且 FpI “ qI .

• 并且
´

A
pI
Ñ DpIq

¯

IPI
是 D 上的极限锥.

同理我们可以定义函子创造余极限(creates colimits).

F

A

B

p DA

FDB q

我们从创造极限的定义中可以看出来 F 反映极限. 并且更多地，我们有

引理 4.5.1

令 F : A Ñ B 为函子并且 I 是小范畴. 若 B 有所有形状 I 的极限，F 创造形状 I 的极限，

则 A 有所有形状 I 的极限，并且 F 保持形状 I 的极限.

证明: 给定 A 中的图 D : I Ñ A，我们有 FD : I Ñ B，于是由 F 创造极限，得到 A 中的形状

I 的极限. 于是 A 中有所有形状 I 的极限.

并且假设 A 是 A 中 D : I Ñ A 的极限，我们对 A 的极限锥运用函子 F 得到 B 中的一个锥

F pAq. 而由于 B 中有所有形状 I 的极限，于是知道 FD 在 B 中有极限 B，由极限性质我们知道

存在态射

F pAq Ñ B

我们把极限 B 提升回 A，使得 F pA0q “ B，得到 D 的另一个极限 A0，由极限在同构意义下

唯一，我们知道存在同构 A Ñ A0，通过 F 把 A Ñ A0 映到 F pAq Ñ B，由函子保同构，我们知道

F pAq 也是极限. 所以 F 保持极限.
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4.6 极限和余极限的函子性

给定一个范畴 I 和 A 与一个对象 A P A，则存在一个函子

∆A : I Ñ A

将所有对象都映到 A，所有态射都映到 1A. 于是我们定义了一个对角函子(diagonal functor)

∆: A Ñ rI,A s

现在给定一个图 D : I Ñ A 与一个对象 A P A，一个以 A 为顶点的 D 上的锥就是一个自然变

换

I A

∆A

D

我们把所有以 A 为顶点的 D 上的锥记为 ConepA,Dq，因此我们可以写成

ConepA,Dq “ rI,A sp∆A,Dq

因此 Conep´,´q 在 A,D 上是函子性的，对 A 是反变的，对 D 是协变的:

D1
pIq

D1
pJq

∆ApIq “ A DpIq

∆ApJq “ A DpJq

∆A1
pIq “ A1

∆A1
pJq “ A1

D1u

1A

f

Du

f

1A1

所以我们可以重塑对于极限的定义：
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命题 4.6.1: 用可表刻画极限

令 I 为一个小范畴，A 是一个范畴，D : I Ñ A 是一个图. 则存在一个从 D 上的极限锥到函

子

Conep´, Dq : A op
Ñ Set

的一个表示之间的一一映射，把极限对象一一对应到表示对象.

证明: 由推论 3.4.1，一个 Conep´, Dq 的表示是一个对象 L P A 和一个泛元素 u P ConepL,Dq，

而这样的 u 是一个 D 上的以 L 为顶点的锥. 所谓泛元素 u 就是满足对于任意的 A P A 与 x P

ConepA,Dq，都存在唯一的从 A Ñ L 的态射 x 使得

Conep´, Dqpxqpuq “ x

由于泛元素 u, x 都是锥，我们把他们设出来，设

u “

´

L
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
, x “

´

A
fI

ÝÑ DpIq

¯

IPI

用交换图吧泛元素的性质写出来实际上就是：

DpIq

A L

DpJq

Du

fI

D!x

fJ

pI

pJ

这实际上就是极限的定义.

命题告诉我们一个 D 上的锥一一对应一个到 lim
ÐÝ
I

D 的态射. 从而如果说 D 存在一个极限，则

ConepA,Dq – A pA, lim
ÐÝ
I

Dq

并且这个同构 naturally in A. 有交换图

A DpIq

lim
ÐÝ

D

A1 DpJq

s Du

于是我们得到自然同构

Conep´, Dq – A p´, lim
ÐÝ
I

Dq “ Hlim
ÐÝ
I

D
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推论 4.6.1: 极限在同构意义下唯一

极限在同构意义下唯一

证明: 如果有两个极限 L 和 L1，于是有

HL – Conep´, Dq – HL1

于是由推论 3.6.1 知道有 L – L1.

我们既然可以换 ConepA,Dq 中的 A，那么我们是不是可以换 D 呢？然后得到 D 的极限和 D1

的极限之间的态射.

引理 4.6.1

令 I 是一个小范畴， I A

D

D1

α ，设

˜

lim
ÐÝ
I

D
pI

ÝÑ DpIq

¸

IPI

,

˜

lim
ÐÝ
I

D1 p1
I

ÝÑ D1
pIq

¸

IPI

为极限锥，则我们有

(1) 存在唯一的态射 lim
ÐÝ
I

α : lim
ÐÝ
I

D Ñ lim
ÐÝ
I

D1 使得对任意的 I P I，下图交换：

lim
ÐÝ
I

D DpIq

lim
ÐÝ
I

D1 D1
pIq

pI

lim
ÐÝ
I

α αI

p1
I

(2) 给定锥
´

A
fI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
和

ˆ

A1 f 1
I

ÝÑ D1
pIq

˙

IPI

和态射 s : A Ñ A1 使得下左图对任何的

I P I 交换，则下右图也是交换的:

A DpIq A lim
ÐÝ
I

D

A1 D1
pIq A1 lim

ÐÝ
I

D1

fI

s αI

f

lim
ÐÝ
I

α

f 1
I f 1
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证明: (1) 我们注意到通过自然变换 α 诱导出 D1 上的锥：

D1
pIq

DpIq

lim
ÐÝ
I

D1 lim
ÐÝ
I

D

DpJq

D1
pJq

D1u

αI

Du

p1
I

lim
ÐÝ
I

α

p1
J

pI

pJ

αJ

于是通过泛性质我们就得到了 (a).

(b) 对于每个 I P I，我们都有：

A DpIq

lim
ÐÝ
I

D

lim
ÐÝ
I

D1

A1 D1
pIq

fI

f

s αI

pI

lim
ÐÝ
I

α

p1
If 1

f 1
I

即我们有

p1
I ˝ lim

ÐÝ
I

α ˝ f “ αI ˝ pI ˝ f “ αI ˝ fI “ f 1
I ˝ s “ p1

I ˝ f 1 ˝ s

也就是说

p1
I ˝ plim

ÐÝ
I

α ˝ fq “ p1
I ˝ pf 1 ˝ sq

即

lim
ÐÝ
I

D D1
pIq D1

pIq

A lim
ÐÝ
I

D1 A lim
ÐÝ
I

D1

A1 D1
pJq D1

pJq

lim
ÐÝ
I

α

D1u D1u

f

s

p1
I

p1
J

p1
I˝lim

ÐÝ
I

α˝f“p1
I˝f 1˝s

p1
J˝lim

ÐÝ
I

α˝f“p1
J˝f 1˝s

p1
I

p1
Jf 1
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但是由泛性质，同一个锥只能唯一得到一个到 lim
ÐÝ
I

D1 的态射，所以知道

lim
ÐÝ
I

α ˝ f “ f 1 ˝ s

即下图交换：

A lim
ÐÝ
I

D

A1 lim
ÐÝ
I

D1

f

s lim
ÐÝ
I

α

f 1

定理 4.6.1: 极限和余极限的函子性

如果给定一个小范畴 I，A 存在所有形状 I 的极限,则如果我们人为地为每个图 D : I Ñ A 选

定一个极限锥a，则 lim
ÐÝ
I

: A I
Ñ A 是一个从函子范畴 A I

“ rI,A s 到 A 的一个函子. 余极限

同理.

a因为极限锥不一定唯一，只是在同构下唯一

证明: 我们直接给出在对象和态射上的作用即可：

lim
ÐÝ
I

: A I A

D lim
ÐÝ
I

D

D
α

ñ D1 lim
ÐÝ
I

D

lim
ÐÝ
I

α

Ñ lim
ÐÝ
I

D1
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4.7 函子的极限

引理 4.7.1

I 是一个小范畴，A 是一个局部小范畴，D P A I 是一个图，A P A，则

ConepA,Dq – A pA, lim
ÐÝ
I

Dq “ Hlim
ÐÝ
I

DpAq – lim
ÐÝ
I

HDpAq “ lim
ÐÝ
I

A pA,Dq

对 A 和 D 自然.

证明: 由于 Set 是完备的，所以图

A pA,Dq : I Ñ Set, I ÞÑ A pA,DpIqq

是有极限的，我们知道集合范畴的极限可以被直接刻画：

lim
ÐÝ
I

A pA,Dq “ tpfIqIPI | fI P A pA,DpIqq, @I P I & A pA,DqpuqpfIq “ fJ , @u P IpI, Jqu

而任意的 pfIqIPI P lim
ÐÝ
I

A pA,Dq 就正好构成了一个 D 上以 A 为顶点的锥. 自然性只需要验证

下图交换，其实是自然的：

A pA, lim
ÐÝ
I

Dq

A pA1, lim
ÐÝ
I

D1
q

pA,Dq lim
ÐÝ
I

A pA,Dq

pA1, D1
q lim

ÐÝ
I

A pA1, D1
q

ps,αq

下面的定理就是重述了上面的引理.
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定理 4.7.1: Representables preserve limits

令 A 为一个局部小范畴，A P A，则函子

A pA,´q : A Ñ Set

保持极限，即连续.

证明: 令 I 为一个小范畴，D : I Ñ A 是一个有极限的图，则

A pA, lim
ÐÝ
I

Dq – lim
ÐÝ
I

A pA,Dq

这个定理的对偶版本是：

A p´, Aq : A op
Ñ Set

保持极限，在 A op 中的极限是 A 中的余极限，所以有

A plim
ÝÑ
I

D,Aq – lim
ÐÝ
Iop

A pD,Aq ðñ A pcolimID,Aq – lim
Iop

A pD,Aq

例 4.7.1 考虑 X 和 Y 余积，我们有

A pX
ž

Y,Aq “ A pX,Aq
ź

A pY,Aq

考虑积有

A pA,X
ź

Y q “ A pA,Xq
ź

A pA, Y q

在本节下面的讨论中，我们令 A 是小范畴，S 是局部小范畴，从而我们能保证 rA ,S s 是局

部小的.

定义 4.7.1: evaluation

令 B 与 C 是范畴，对于 B P B，存在一个赋值函子(evaluation):

evB : rB,C s Ñ C , X ÞÑ XpBq

我们将要讨论 rA ,S s 上的图，给定一个图 D : I Ñ rA ,S s “ S A，对于每一个 A P A，我们

都可以给定一个函子

evA ˝ D : I Ñ S , I ÞÑ DpIqpAq

我们也把 evA ˝ D 记为 Dp´qpAq.

定理 4.7.2: 函子范畴中的极限逐点计算

A 和 I 是小范畴，S 是局部小范畴，令 D : I Ñ rA ,S s 为一个图，并且假设对于任意的

A P A，图 Dp´qpAq : I Ñ S 都有一个极限. 则存在一个 D 上的锥，使得这个锥在 evA 的像

是一个 Dp´qpAq 的极限锥. 并且这样子的锥是 D 的极限锥.
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证明: 由于：

J DpJqpAq

I S A

I DpIqpAq

DpJq

I ˆ A S

DpIq

rDp´,Aq

D

D u

rDp´,Aq

D

DuA

A

rD

A

Du

–

rDp´,Aq

我们可以把 Dp´qpAq 视为一个 I Ñ S 的一个函子，对于任意的 A P A，取一个 Dp´qpAq 极限锥

´

LpAq
pI,A
ÝÑ DpIqpAq

¯

IPI

我们要说明

(1) 存在唯一的方式把 L 延拓成一个 A 上的函子使得
´

L
pI

ÝÑ D
¯

IPI
是一个 D 上的锥.

(2) 这个锥
´

L
pI

ÝÑ D
¯

IPI
是一个极限锥.

(1) 任取 f : A Ñ A1，我们考虑自然变换

I S

Dp´qpAq

Dp´qpA1q

Dp´qpfq

我们知道极限是函子性的，我们将上面两个函子和自然变换代入下面的交换图：

lim
ÐÝ
I

D DpIq

lim
ÐÝ
I

D1 D1
pIq

pI

lim
ÐÝ
I

α αI

p1
I
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可以得到：

LpAq “ lim
ÐÝ
I

Dp´qpAq DpIqpAq

LpA1
q “ lim

ÐÝ
I

Dp´qpA1
q DpIqpA1

q

pI,A

Lpfq:“lim
ÐÝ
I

Dp´qpfq

pI,A1

于是我们成功定义了 Lpfq，下面我们需要说明定义的 L 是一个函子.

LpAq “ lim
ÐÝ
I

Dp´qpAq DpIqpAq

LpA1
q “ lim

ÐÝ
I

Dp´qpA1
q DpIqpA1

q

LpA2
q “ lim

ÐÝ
I

Dp´qpA2
q DpIqpA2

q

pI,A

Lpfq

Lpg˝fq

DpIqpfq

DpIqpg˝fq
pI,A1

Lpgq
DpIqpgq

pI,A2

我们只需要验证此图交换，左边三角形的交换由 lim 的函子性保证，右边三角的交换由 DpIqp´q 的

函子性保证. 所以 L 确实是一个函子. 并且我们知道 pI 可以看成是 L ñ DpIqp´q 的一个自然变换:

A S

L

DpIq

pI

所以考虑
´

L
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI

作为 rA ,S s 中的一族态射，由于

DpIqpAq DpIq

LpAq L

DpJqpAq DpJq

DuA Du

pI,A

pJ,A

pI

pJ

所以我们得到
´

L
pI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
是 rA ,S s 中 D 上的锥.

(2) 令 X P rA ,S s，设存在锥
´

X
qI

ÝÑ DpIq

¯

IPI
，则对于任意的 A P A，我们有一个锥

´

XpAq
qI,A
ÝÑ DpIqpAq

¯

IPI



CHAPTER 4. 极限 76

于是存在唯一的态射 qA : XpAq Ñ LpAq 使得 pI,A ˝ qA “ qI,A 对于任意的 I P I 成立. 现在说明 qA

对 A 自然，即下右图成立：

XpAq DpIqpAq XpAq LpAq “ lim
ÐÝ
I

Dp´qpAq

XpA1
q DpIqpA1

q XpA1
q LpA1

q “ lim
ÐÝ
I

Dp´qpA1
q

qA

Xpfq lim
ÐÝ
I

Dp´qpfq

qA1

而由引理 4.6.1 可以知道只需要说明左边交换，而左边因为 qI 是自然变换，所以立刻得到.

注 4.7.1 这个定理的对偶也是对的，对于余极限有一样的性质，即函子的极限可以看成是逐点

求极限之后再合起来.

推论 4.7.1

令 I 和 A 是小范畴，S 是局部小范畴，如果 S 有所有形状 I 的极限，则 rA ,S s 也有所有

形状 I 的极限，并且对于任意的 A P A，赋值函子 evA : rA ,S s Ñ S 保持极限.

意思是：对于任意的图 D : I Ñ rA ,S s，我们有

evAplim
ÐÝ
I

Dq “ LpAq “ lim
ÐÝ
I

evA ˝D

注 4.7.2 如果 S 并不拥有所有形状 I 的极限，那么可能会存在 rA ,S s 中的极限不是逐点计算

的，即不能被赋值函子保持.

推论 4.7.2

A 是小范畴，则 rA op,Sets有所有极限和余极限，即完备和余完备，并且对于任意的 A P A，

赋值函子 evA : rA op,Sets Ñ Set 保持极限和余极限，即连续且余连续.

推论 4.7.3

对任意的小范畴 A，米田嵌入 H‚ : A Ñ rA ,Sets 保持极限.

证明: 令 D : I Ñ A 是 A 中的一个图，令

˜

lim
ÐÝ
I

D
pI

ÝÑ DpIq

¸

IPI

为一个极限锥，对于任意的

A P A，下面的复合函子即 HA

A
H‚

ÝÑ rA op,Sets
evA
ÝÑ Set

而我们知道 HA 是保持极限的(定理 4.7.1)，所以我们知道
˜

evAH‚

˜

lim
ÐÝ
I

D

¸

evAH‚ppIq
ÝÑ evAH‚pDpIqq

¸

IPI
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是一个极限锥. 并且将定理 4.7.2 应用在 H‚ ˝ D 和 rA op,Sets 上，我们知道下面的锥就是一个极限

锥：
˜

H‚

˜

lim
ÐÝ
I

D

¸

H‚ppIq
ÝÑ H‚pDpIqq

¸

IPI

所以我们有

H‚

˜

lim
ÐÝ
I

D

¸

– lim
ÐÝ
I

pH‚ ˝ Dq

注 4.7.3 注意米田嵌入并不保持余极限！

例 4.7.2 如果 A 是有二元积的小范畴，则上面推论告诉我们

HXˆY – HX ˆ HY

籍此我们可以得到范畴论中的 Fubini 定理，我们需要先给出一些概念，注意到

rI, rI,S ss – rI ˆ J,S s – rJ, rI,S ss

于是任给一个函子 D : I Ñ J Ñ S，都对应着函子

D‚ : I Ñ rJ,S s, I ÞÑ DpI,´q

与

D‚ : J Ñ rI,S s, J ÞÑ Dp´, Jq

假设 S 是完备的，所以对应的函子范畴 rI,S s和 rJ,S s都是完备的，于是我们想问累次极限是否

相等

lim
ÐÝ
J

lim
ÐÝ
I

D‚ ?
“ lim

ÐÝ
I

lim
ÐÝ
J

D‚

答案是肯定的：

定理 4.7.3: 极限与极限是交换的

令 I,J 都是小范畴，S 是一个局部小范畴，有所有形状 I 和形状 J 的极限，则对任意的函子

D : I ˆ J Ñ S，我们有

lim
ÐÝ
J

lim
ÐÝ
I

D‚
– lim

ÐÝ
IˆJ

D – lim
ÐÝ
I

lim
ÐÝ
J

D‚

证明: 极限的存在性自不必多说，下面对于任意的 S P S，有

S pS, lim
ÐÝ
J

lim
ÐÝ
I

D‚
q – rJ,S sp∆S, lim

ÐÝ
I

D‚
q

– rI, rJ,S ssp∆p∆Sq, D‚
q

– rI ˆ J,S sp∆S,Dq
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这个同构对 S 是自然的，这就说明

lim
ÐÝ
J

lim
ÐÝ
I

D‚
– lim

ÐÝ
IˆJ

D

4.8 预层是表示的余极限

定义 4.8.1: category of elements

A 是一个范畴，X 是 A 上的预层，则 X 的元素范畴(category of elements) EpXq

是一个范畴满足：

(1) 对象为 pA, xq，其中 A P A，x P XpAq.

(2) 态射 pA1, x1
q Ñ pA, xq 为 f : A1

Ñ A 使得 Xfpxq “ x1.

存在投影函子 P : EpXq Ñ A 定义为 P pA, xq “ A,P pfq “ f .

下面是本节主定理：

定理 4.8.1: Density

A 是一个小范畴，X 是 A 上的预层，则 X 是下面图的余极限：

EpXq
P
Ñ A

H‚
Ñ rA op,Sets

即

X – lim
ÝÑ
EpXq

pH‚ ˝ P q

证明: 首先注意到 A 是小范畴，所以 EpXq 也是小范畴，于是确实是一个 diagram. 现在令

Y P rA op,Sets，一个以 Y 为顶点的 H‚ ˝ P 的余锥为一族自然变换

´

HA
αA,x
Ñ Y

¯

APA ,xPXpAq

满足对于任意的 f : A1
Ñ A，与 x P XpAq，都有下图交换

HA1

Y

HA

αA1,pXfqpxq

Hf

αA,x
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米田引理告诉我们对于任意预层 Y 和对象 A，自然变换 NatpHA, Y q 与集合 Y pAq 是一一对应

的

α : HA Ñ Y ðñ y P Y pAq

对应关系是 y “ αApidAq，所以知道 αA,x : HA Ñ Y 被替换为元素 yA,x P Y pAq.

所以，原本复杂的自然变换交换图：

αA1,pXfqpxq “ αA,x ˝ Hf

被翻译成了简单的元素等式：

yA1,pXfqpxq “ pY fqpyA,xq

HA1pA1
q 1A1

f Y pfqpyA,xq

HApA1
q Y pA1

q

pHf qA1

pαA,xqA1

我们把 yA,x 写成 αApxq，变成映射族

´

XpAq
αA
Ñ Y pAq

¯

APA

满足对任意的 f : A1
Ñ A，与 x P XpAq，都有

pY fqpαApxqq “ αA1ppXfqpxqq

这就定义了一个自然变换 α : X Ñ Y，所以对任意的 Y P rA op,Sets，我们得到一个典范的双射

rEpXq, rA op,SetsspH‚ ˝ P,∆Y q – rA op,SetspX, Y q

所以 X 是 H‚ ˝ P 的余极限.

4.9 伴随与极限

定理 4.9.1: 伴随保持对应极限

令 A B
F

G

K 为一个伴随对，则左伴随 F 保持余极限，右伴随 G 保持极限.
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证明: 我们只证明 G 保持极限：令 D : I Ñ B 为一个有极限的图，则

A pA,Gplim
I
Dqq – BpF pAq, lim

I
Dq

– lim
I

BpF pAq, Dq

– lim
I

A pA,G ˝ Dq

– ConepA,G ˝ Dq

所以 Gplim
I
Dq 表示了 ConepA,G ˝ Dq，即 Gplim

I
Dq “ lim

I
G ˝ D.

回忆，对于一个小范畴 I，我们可以定义函子范畴

C I
“ rI,C s

有自然的对角函子

∆: C Ñ C I

我们有下面的结论：

定理 4.9.2

令 I 是一个小范畴，A 有所有形状 I 的极限，则 lim
ÐÝ
I

定义了一个从 rI,A s 到 A 的函子，同

理 lim
ÝÑ
I

也定义了一个从 rI,A s 到 A 的函子，并且满足伴随关系：

A I A

colimI

lim
I

∆

%
%

证明: 由命题 4.6.1 我们知道

rI,A sp∆´,´q “ Conep´,´q – A p´, lim
I

´q

所以自然有 ∆ % lim
I
. 对于余极限，我们也有相同的构造，即

rI,A sp´,∆´q – A pcolimI ´,´q

于是 colimI % ∆.

推论 4.9.1: Fubini定理

由于极限是右伴随，余极限是左伴随，所以极限函子保持极限，余极限函子保持余极限. 也即

极限与极限可以交换，余极限与余极限可以交换.
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