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第一章 同伦论

1.1 对拓扑空间的操作
首先我们来考虑乘积空间上的一些运算：对于内部和闭包来说

(A×B)
◦
= A◦ ×B◦, A×B = A×B

对于乘积空间中的边界，我们有莱布尼茨律：

∂(A×B) = A× ∂B ∪ ∂A×B

在商空间上，我们需要知道的就是商空间上诱导的同伦：考虑 ∼ 与 ≈ 分别是 X

与 Y 上的等价关系，则如果 H : I ×X → Y 是一个同伦，满足：

x ∼ x′ ⇒ H(t, x) ≈ H(t, x′), ∀t ∈ I

则存在 H : I ×X/ ∼ : Y / ≈ 使得下图交换

I ×X Y

I ×X/ ∼ Y / ≈

H

1×qX qY

H
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2 第一章 同伦论

我们可以很容易把这个 H 构造出来，即

H(t, [x]) = [H(t, x)]

剩下简单验证连续性即可.
我们现在需要了解一些新的空间种类，我们先引入一个空间偶范畴 Top2，其对象

为一对拓扑空间 (X,A)，其中 A ⊂ X，对象之间的态射为 f : (X,A) → (Y,B)，其中
f : X → Y 是连续映射并且 f(A) ⊂ B. 容易验证 Top2 构成一个范畴.
一个特殊情况是带基点的空间 pointed space，即 (X,A)中的 A为单点集，此时

f : (X,x0) → (Y, y0) 要求 f(x0) = y0. 于是所有带基点空间即其态射构成了带基点空
间范畴 Top∗，带基点空间范畴中的态射也称之为保基点映射 (basepoint preserving
maps).

我们定义带基点空间的乘积空间为：

(X,x0)× (Y, y0) = (X × Y, (x0, y0))

我们可以定义带基点空间的楔和 (wedge sum)，也即单点并空间

(X,x0)∨(Y, y0) = (X∨Y, ∗) :=
(
X
∐

Y /(x0 ∼ y0), ∗ = [x0] = [y0]
)
∼= (X × {y0} ∪ {x0} × Y, (x0, y0))

还可以定义带基点空间楔积 (压缩积)(smash product)为：

(X,x0) ∧ (Y, y0) = (X ∧ Y, ∗) = (X × Y /X ∨ Y, ∗ = [X ∨ Y ])

将 S1 ∨ S1，S1 × S1 和 S1 ∧ S1 嵌入到 R3 中就分别得到了：
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§1.1 对拓扑空间的操作 3

前两个都很好理解，最后一个我们放到 CW 复形的时候详细说.
我们下面定义悬挂 (双角锥)(suspension): 给定一个拓扑空间 X，我们定义 X

的悬挂 SX 为

SX = X × I/ ∼, (x, 1) ∼ (x′, 1) & (x, 0) ∼ (x′, 0)

我们还可以定义约化悬挂 (reduced suspension)，这是对于带基点空间讨论的，对
(X,x0)，定义

ΣX = SX/{x0} × I

其基点就取 {x0} × I 坍缩成的那个点，我们可以观察到

ΣX = X ∧ S1

这是因为 S1 = I/(0 ∼ 1)，所以我们知道

X ∧ S1 = X × I/ ((X × {0, 1}) ∪ {x0} × I) = ΣX

未定稿: 2026-08-26



4 第一章 同伦论

下面定义锥 (cone)，给定一个拓扑空间 X，定义

CX = X × I/X × {0}

于是我们自然会有
SX = CX/X × {1}

实际上，悬挂在代数拓扑中是相对重要的，悬挂可以看成是一个函子 S，对态射
的作用由下图得到：

X X × I SX = X × I/ ∼

Y Y × I SY = Y × I/ ∼

f

qX

f×1 Sf=f̃×1

qY

最后我们可以定义两个空间的连接 (join)，给定 X,Y，我们定义

X ∗ Y = X × I × Y / ∼, (x, y, 0) ∼ (x, y′, 0) & (x, y, 1) = (x′, y, 1)

1.2 CW复形
CW 复形的名字来自其构造，其中 C 代表 Closure-finite，即闭包有限型，W 代表

Weak topology，即赋予弱拓扑. 但实际上这里的弱拓扑与我们常说的弱拓扑并不是同
一种东西，由于一些历史因素导致命名冲突，在后面讲到 CW 复形的拓扑的时候我们
再谈.

定义 1.2.1 (CW复形) 一个 CW 复形是一个如下构造的空间 X:

(1) 从一个离散空间 X0 出发，其中的点称为 X 的 0-胞腔 (0-cell).

(2) 归纳地从 Xn−1 构造 Xn，我们将 n-胞腔 (n-cells) enα 通过映射 ϕα : S
n−1 →

Xn−1粘到Xn−1上以得到Xn. 换句话说，Xn = Xn−1
∐
αD

n
α/(x ∼ ϕα(x), ∀x ∈
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§1.2 CW 复形 5

∂Dn
α). 作为一个集合，Xn = Xn−1

∐
α e

n
α，其中 n-胞腔 enα 是 n 维开圆盘.

(3) 这个过程可以在有限步内停止或者可数无穷地进行下去. 如果在有限步内停止，
比如说 n 步，我们就令 X = Xn; 如果是无穷步，我们令 X =

⋃
nX

n. 在后一种
情况中，我们赋予 X 弱拓扑 (weak topology)：集合 A ⊂ X 是开集 (或闭集)
当且仅当 A ∩Xn 是 Xn 中的开集 (或闭集)，对于所有 n 成立.

如此构造的 X 有时也称之为 胞腔复形 (cell complex).

注记 1.2.2 上面提到的弱拓扑实际上是历史原因，我们可以将其理解为终拓扑，即由
映射族

{in : Xn ↪→ X}n∈N

所决定的终拓扑，即 A ⊂ X 是开集当且仅当对所有的 n，i−1
n (A) = A ∩Xn 在 Xn 中

是开集. 此乃使得所有嵌入 in 连续的 X 上的最精细的拓扑，某种意义上认为是最强
的拓扑. 所以弱拓扑这个名字的描述是不准确的，但是历史上我们如此称呼它，遂延续
下来.

一个 naive 的 CW 复形的例子是取 n = 2：

基本的想法是：拓扑空间太复杂，那我们就取一些标准件来描述它，把标准件研
究清楚就可以把复杂的拓扑空间刻画明白. 我们下面来讨论一个重要的例子，即如何
把二维环面看成是 CW 复形.
首先，一个环面可以由一个矩形对边粘起来得到：

我们从这个角度出发，构造 X0 为单点集，X1 为 S1 ∨ S1，然后如图粘上一个圆盘就
得到环面：
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6 第一章 同伦论

然后就可以照葫芦画瓢去画这些：

CW复形X 的每一个胞腔 enα会有一个特征映射 (characteristic map) Φα : Dn
α →

X，使得 Φα 作为 ϕα 的延拓，并且是从 (Dn
α)

◦ 到 eαn 的同胚. 实际上我们可以显式地
把 Φα 描述为下面的复合映射：

Dn
α ↪→ Xn−1

∐
α

Dn
α ↠ Xn ↪→ X

一个 CW 复形 X 的子复形是指一个闭子空间 A ⊂ X，使得 A 是一堆胞腔的并.
由于 A 是闭的，所以每一个 A 中胞腔的特征映射的像都在 A 中，特别地粘贴映射 ϕα

的像也在 A 中，所以 A 自己就成为一个 CW 复形. 一个对 (X,A)，满足 X 是 CW 复
形，A 是 X 的子复形，称为CW 对 (CW pair).

我们可以定义 CW 复形之间的乘积：给定 CW 复形 X,Y，则 X × Y 拥有 CW

复形的结构，其胞腔为 emα × emβ ，其中 enα 取遍 X 的胞腔，enβ 取遍 Y 的胞腔. 比如
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§1.2 CW 复形 7

S1 × S1 的胞腔结构就可以理解为

(e0, e11)× (e0, e12) = (e0, e0 × e12 + e11 × e0, e2)

这是非正式的写法，但是你可以想象出来这个就是 S1 ∨ S1 再粘上一个圆盘，得到的
就是环面.

对于一般的 CW 复形 X,Y，它们作为 CW 复形的拓扑有时会比乘积拓扑要更细，
但当 X,Y 都是有限的 CW 复形的时候是一样的.
我们定义 CW 复形的商 (quotients)，如果 (X,A) 是一个 CW 对，则商空间

X/A 自然地继承了 X 的胞腔结构：X/A 的胞腔就是 X 中所有不被 A 包含的胞腔添
加上一个新的 0-胞腔 (即 A 在 X/A 中的像). 对于一个 X −A 的胞腔 enα，其在 X 中
的粘贴映射为 ϕα : S

n−1 → Xn−1，则对应在 X/A 中的粘贴映射为

Sn−1 → Xn−1 ↠ Xn−1/An−1

最后我们可以看一下压缩积在 CW 复形中是如何表现的. 如果 X,Y 都是 CW 复
形，x0, y0 都是 0-胞腔，我们给 X × Y 赋予胞腔乘积拓扑，现在我们知道

X ∧ Y = X × Y /X ∨ Y

其中 X ∨ Y 视为 X × Y 的子复形.
一个经典的例子就是球面的压缩积仍然为球面：我们先看如何通过 CW 复形构造

Sn，显然是一个非常自然的过程，由于 Sn ∼= Dn/∂Dn，所以我们只需要两个胞腔，一
个零位胞腔 e0 和一个 n 维胞腔 en，其中

{pt} = X0 = X1 = · · · = Xn−1 ⊂ Xn = Sn

其中 en 的粘贴映射为：ϕ : Sn−1 → {pt} 为常值映射，于是

Xn = Dn
∐
{pt}/(∂Dn ∪ {pt}) = Dn/∂Dn = Sn

于是我们知道 Sm ∧ Sn 的胞腔结构为

Sm × Sn/Sm ∨ Sn

的胞腔结构，Sm × Sn 有一个 0-胞腔，一个 m-胞腔，一个 n-胞腔和一个 m+ n-胞腔，
Sm ∨ Sn 有一个 0-胞腔，一个 m-胞腔和一个 n-胞腔，所以 Sm ∧ Sn 有一个 0-胞腔和
一个 m+ n-胞腔，即 Sm+n，所以我们得到

Sm ∧ Sn = Sm+n
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8 第一章 同伦论

我们知道一个有限的 CW 复形很明显是紧的，那么问题来了，一个 CW 复形的紧
子空间是不是包含在一个有限子复形里面呢？

定理 1.2.3 一个 CW 复形的紧子空间被包含在一个有限子复形里面.

证明 我们首先证明 CW 复形 X 中的紧集 C 最多只与 X 的有限个胞腔相交. 反设存
在一个无穷点列 xi ∈ C，其中的点位于不同的胞腔中. 那么集合 S = {x1, x2, · · · } 在
X 中是闭集.

具体来说，对维数 n 进行归纳，假设 S ∩Xn−1 在 Xn−1 中是闭集，那么对于 X

的每个胞腔 enα，ϕ−1
α (S) 在 ∂Dn

α 中是闭集，并且 Φ−1
α (S) 在 Dn

α 中至多增加一个点，
所以 Φ−1

α (S) 在 Dn
α 中是闭集. 因此对每个 n，S ∩Xn 在 Xn 中是闭集，从而 S 在 X

中是闭集.
相同的论证表明 S 的任意子集都是闭集，所以 S 具有离散拓扑. 但 S 是紧集 C

的闭子集，因此它也是紧的. 所以 S 必须是有限集，这便产生矛盾.
由于 C 包含于有限个胞腔的并集，我们只需证明有限个胞腔的并集包含于 X 的

一个有限子复形中. 有限个有限子复形的并集仍然是有限子复形，所以问题归结为证
明单个胞腔 enα 包含于一个有限子复形中.

对于 enα，其粘贴映射 ϕα 的像是紧的，因此根据对维数的归纳，该像包含于一个
有限子复形 A ⊂ Xn−1 中. 所以 enα 包含于有限子复形 A ∪ enα 中. □

现在我们彻底明白了 CW 复形中的 C 到底是什么含义了：每个胞腔的闭包只与
有限多个其他胞腔相交，这是前面命题的推论，因为一个胞腔的闭包是紧的，即为一
个特征映射的像.

下面我们不加证明地引入一些关于 CW 复形的性质，更详细的内容可以在
[hatcher2002algebraic] 中找到.

定理 1.2.4 给定一个 Hausdorff 空间 X 和一族映射 Φα : D
n
α → X，则这些映射为 X

上的一个 CW 结构的特征映射当且仅当：

(1) 每个 Φα 限制在 intDn
α 上是一个同胚，其像为 X 中的一个胞腔 enα ⊂ X，这些

胞腔两两不交且它们的并集为 X.

(2) 对每个胞腔 enα，Φα(∂D
n
α) 包含在有限个维度小于 n 的胞腔的并集中.

(3) X 的一个子集是闭集当且仅当它与 X 中每个胞腔的闭包的交集为闭集.

定理 1.2.5 CW 复形是 T4 的. 特别地是 Hausdorff 的.
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§1.3 映射同伦与空间伦型 9

1.3 映射同伦与空间伦型
所谓映射同伦就是在映射空间的连续变化，给定 f, g : X → Y，称 f 与 g 是同伦

(homotopic)，或者为了与后面提到的相对同伦作比较，我们也有时称之为自由同伦
(freely homotopic)，是指存在一个连续函数 H : X × I → Y，使得

H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x)

记为 H : f ' h 或者 f 'H g，其中 H 为从 f 到 g 的一个同伦 (homotopy). 在不强
调具体的同伦的时候，记为 f ' g.

定义 1.3.1 (Congruence) 范畴 C 上的一个同余 (congruence)是指 Mor(C ) 上的一
个等价关系：

(1) f ∈ Hom(A,B)，则 f ∼ f ′ =⇒ f ′ ∈ Hom(A,B).

(2) f ∼ f ′，g ∼ g′，则如果 g ◦ f 存在，有 g ◦ f ∼ g′ ◦ f ′.

1.4 基本群

1.5 van Kampen定理及其应用

1.6 覆叠空间
定义 1.6.1 (覆叠空间) 设 E 和 B 都是道路连通且局部道路连通的拓扑空间，有
ρ : E → B 连通. 若 ∀b ∈ B，存在开邻域 U 使得 ρ−1(U) 是 E 上一组互不相交的开集
{Vλ | λ ∈ Λ} 的并集，并且 ρ 把每个 Vλ 同胚地映到 U，则称 ρ 是一个覆叠映射，称
(E, ρ) 是 B 上的一个覆叠空间，称 B 为该覆叠空间的底空间，称具有上述性质的开集
U 为该覆叠空间的一个基本邻域.

从定义我们可以立刻得到如下性质：

(1) ∀b ∈ B，纤维 ρ−1(b) 是 E 中的离散子空间.

(2) ρ 是局部同胚.

(3) ρ 是满射，且是开映射，从而 ρ : E → B 是商映射，B 具有商拓扑.
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10 第一章 同伦论

由于底空间 B 是局部道路连通的，所以任意点都存在道路连通的基本邻域 U，此
时 Vλ 就是 ρ−1(U) 的道路连通分支，简称 Vλ 为 ρ−1(U) 的分支. 在下面的讨论中，我
们总是假设所取的基本邻域都是道路连通的.

定义 1.6.2 (提升) 设 ρ : E → B 为覆叠映射，f : X → B 连续，若存在 f̃ : X → E 使
得 ρ ◦ f̃ = f，则称 f̃ 为 f 的一个提升.

E

X

B

ρ

f̃

f

定理 1.6.3 (提升唯一性定理) 设 ρ : E → B 为覆叠映射，X 为连通空间，f : X → B

为连续映射. 若 f̃1 与 f̃2 都是 f 的提升，且存在 x0 ∈ X 使得 f̃1(x0) = f̃2(x0)，则
f̃1 = f̃2.

证明 只需要令
A = {x ∈ X | f̃1(x) = f̃2(x)}

然后证明 A 既开又闭就可以了. 开的话利用 E 中一个点附近的基本邻域嵌入 B 再利
用交换图拉回到 X 中说明. 闭的话证明补集是开集同理可证.

定理 1.6.4 (覆叠道路提升引理) 设 (E, ρ) 为 B 的覆叠空间，b0 ∈ B，有 σ : (I, 0) →
(B, b0) 为 B 中道路. 任取 e0 ∈ ρ−1(b0)，则唯一存在 E 中道路 σ̃ : (I, 0)→ (E, e0) 使
得 σ̃ 是 σ 的以 e0 为起点的道路提升.

证明 ∀x ∈ B, 取 x 的一个基本邻域 Ux, 则 {σ−1(Ux) | x ∈ B} 是 I 的开覆盖. 由勒
贝格引理, 存在 I 的一个分割 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1, 使得每个 Ij = [tj−1, tj ] 含于
某个 σ−1(Ux), 1 ⩽ j ⩽ n, x ∈ X. 下面逐段来提升 σ.

首先在 I1 上提升 σ|I1 . 对于 b0 的道路连通的基本邻域 Ub0 ,取 p−1(Ub0)的包含 e0

的分支 V1. 令 σ̃1 : I1 → E, 对任意 t ∈ I1, σ̃1(t) = p|−1
V1
◦ σ(t), 则 σ̃1 连续, σ̃1(0) = e0,

p ◦ σ̃1 = σ|I1 .
假设 σ̃i : [0, ti]→ E 已有定义, 满足 σ̃i(0) = e0, p ◦ σ̃i = σ|[0,ti].
设 σ(Ii+1) 含于基本邻域 U , 取 p−1(U) 的包含 σ̃i(ti) 的分支 V . 令 τ : Ii+1 → E,

对于 t ∈ Ii+1, τ(t) = p|−1
V ◦ σ(t), 则 τ(ti) = p|−1

V ◦ σ(ti) = σ̃i(ti), 从而 σ̃i 和 τ 可乘. 令
σ̃i+1 : [0, ti+1]→ E,

σ̃i+1(t) =

σ̃i(t), t ∈ [0, ti],

τ(t), t ∈ [ti, ti+1],

则 σ̃i+1 连续, σ̃i+1(0) = e0, p ◦ σ̃i+1 = σ|[0,ti+1].
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§1.7 覆叠空间的基本群 11

最后, 所得的道路 σ̃ = σ̃n : I → E 即为所求. 提升的唯一性由提升唯一性定理
保证.

定理 1.6.5 (覆盖同伦提升定理) 设 (E, ρ) 为 B 的覆叠空间，b0 ∈ B，e0 ∈ ρ−1(b0).
X 是局部连通空间，x0 ∈ X，连续映射 f : (X,x0) → (B, b0) 存在提升 f̃ : (X,x0) →
(E, e0). 若进一步有 H : f ' g，则存在 H 的唯一提升 H̃ : X × I → E，使得
H̃(x, 0) = f̃(x).

1.7 覆叠空间的基本群
定理 1.7.1 设 ρ : E → B 为覆叠映射，b0 ∈ B，e0 ∈ ρ−1(b0)，则

ρ∗ : π1(E, e0)→ π1(B, b0)

为单同态.

证明 设 〈σ̃〉, 〈τ̃〉 ∈ π1(E, e0). 若 p∗〈σ̃〉 = p∗〈τ̃〉, 则

σ = p ◦ σ̃ 'p p ◦ τ̃ = τ,

即有定端同伦 H : σ 'p τ . 往证 〈σ̃〉 = 〈τ̃〉.
由覆盖同伦提升定理, 存在 H 的唯一提升 H̃ : I × I → E, 使得对任意 s ∈ I,

H̃(s, 0) = σ̃(s). 又对任意 t ∈ I, p ◦ (H̃(0, t)) = H(0, t) = b0, 而 {0} × I 是连通的, 故
H̃(0, t) = {e0}; 同理, ∀t ∈ I, H̃(1, t) = {e0}. 这样, σ̃ 和 τ̃ 分别是 σ 和 τ 的以 e0 为基
点的提升, 且 H̃ : σ̃ 'p τ̃ , 即 p∗ 是单同态.

定理 1.7.2 (纤维基数相同) 设 (E, ρ) 为 B 的覆叠空间，则对任意的 b ∈ B，ρ−1(b) 的
基数都相等.

证明 往证对任意 b0, b1 ∈ B，在集合 ρ−1(b0) 和 ρ−1(b1) 之间存在一个双射.
设 α 是 B 中从 b0 到 b1 的一个道路. 对于 x ∈ ρ−1(b0)，知道 α 有以 x 为起点的

唯一的道路提升 α̃x : I → E，则 ρ ◦ α̃x(1) = α(1) = b1，故 α̃x(1) ∈ ρ−1(b1). 定义映射
ϕ : ρ−1(b0)→ ρ−1(b1), ϕ(x) = α̃x(1).

类似地，对于 α 的逆道路 α−1 (它是 B 中从 b1 到 b0 的道路)，可以定义 ψ :

ρ−1(b1)→ ρ−1(b0)，对于 y ∈ ρ−1(b1)，ψ(y) = α̃−1
y (1).

对于 x ∈ ρ−1(b0)，取 y = ϕ(x) = α̃x(1). 易知，ψϕ = idρ−1(b0)，ϕψ = idρ−1(b1)，
于是 ϕ 是双射.

定义 1.7.3 设 (E, ρ) 为 B 的覆叠空间，对于任意 b ∈ B，称 ρ−1(b) 的基数为该覆叠
的叶数或重数.
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12 第一章 同伦论

设 (E, ρ) 为 B 的覆叠空间，b ∈ B，e ∈ ρ−1(b)，我们已知

ρ∗ : π1(E, e)→ π1(B, b)

是一个单同态，记
He = ρe(π1(E, e))

则 He 是 π1(B, b) 的一个同构于 π1(E, e) 的子群，则我们有如下定理

定理 1.7.4 设 (E, ρ) 是 B 的覆叠空间，b ∈ B，e ∈ ρ−1(b)，则

[π1(B, b),He] = #ρ−1(b)

即指数等于覆叠重数.

证明 任取 x ∈ ρ−1(b), 令 α̃x 是 E 中从 e 到 x 的一个道路, 则 αx = ρ ◦ α̃x ∈ Ω(B, b).
令 η : ρ−1(b)→ π1(B, b)/He, x 7→ 〈αx〉He. 只需证明 η 是双射即可.
设 〈αx〉He = 〈βy〉He, 则 〈αx〉 = 〈βy〉ρ∗(〈γ〉), 其中 γ ∈ Ω(E, e), 即

ρ ◦ α̃x = αx 'p βy(ρ ◦ γ) = (ρ ◦ β̃y)(ρ ◦ γ) = ρ ◦ (β̃yγy),

其中 γy 是 ρ ◦ γ 的始于 y 的道路提升, 且仍是闭路. 由 α̃x 'p β̃yγy, 于是 x = y, 即 η

是单射.
∀〈α〉 ∈ π1(B, b), 记 α 的始于 e 的唯一道路提升为 α̃, α̃(1) = x, 则 η(x) = 〈α〉He,

于是 η 是满射, 从而又是双射.

定理 1.7.5 (子群共轭定理) 设 (E, ρ) 为 B 的覆叠空间，则 {He | e ∈ ρ−1(b)} 构成
π1(B, b) 的一个子群共轭类.

证明 设 e, e′ ∈ ρ−1(b), 令 α 是 E 中从 e 到 e′ 的一个道路, α′ = ρ ◦ α ∈ Ω(B, b). 任
取 〈σ〉 ∈ π1(E, e),

ρ∗α#〈σ〉 = ρ∗〈α−1σα〉 = 〈(ρ ◦ α−1)(ρ ◦ σ)(ρ ◦ α)〉

= 〈α′−1(ρ ◦ σ)α′〉 = α′
# ◦ ρ∗〈σ〉,

从而 ρ∗α# = α′
# ◦ ρ∗. 故

He′ = ρ∗(π1(E, e
′)) = ρ∗α#(π1(E, e))

= α′
# ◦ ρ∗(π1(E, e)) = α′

#He.
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§1.8 映射提升准则 13

注意到 α′ 是一个以 b 为基点的闭路, 即知 He 与 He′ 是共轭的.
另一方面, 设 G 是 π1(B, b) 的一个与 He 共轭的子群, 即存在 〈γ〉 ∈ π1(B, b), 使

得 G = γ−1Heγ. 设 γ′ 是 γ 的以 e 为起点的 (唯一) 道路提升, e′ = γ′(1), 则如上,
G = γ#He = He′ .

1.8 映射提升准则
设 (E, ρ) 为 B 的覆叠空间，f : X → B 连续，x0 ∈ X，b0 = f(x0)，e ∈ ρ−1(b0)，

若 f 有提升
f̃ : (X,x0)→ (E, e0)

则有

f∗(π1(X,x0)) = (ρ ◦ f̃)∗(π1(X,x0))

= ρ∗ ◦ f̃∗(π1(X,x0))

⊂ ρ∗(π1(E, e0)) = He0

在某些特定情况下，这也是提升存在的充分条件.

定理 1.8.1 (映射提升准则) 设 (E, ρ) 为 B 的覆叠空间，X 是道路连通且局部道路连
通的空间，f : (X,x0)→ (B, b0) 连续，e0 ∈ ρ−1(b0)，若 f∗(π1(X,x0)) ⊂ He0，则 f 存
在唯一的提升 f̃ : (X,x0)→ (E, e0).

证明 相信它.

推论 1.8.2 设 (E, ρ)为B的覆叠空间，X 是单连通且局部道路连通的空间，f : (X,x0)→
(B, b0) 连续，e0 ∈ ρ−1(b0)，则 f 总存在唯一的提升 f̃ : (X,x0)→ (E, e0).

例 1.8.3 比如当 n > 2 时，任意两个连续映射 f, g : Sn → S1 都是同伦的. 由于 Sn 在
n > 2 时单连通且局部道路连通，从而可以提升到 R 上，而 R 是凸集，所以提升的道
路是同伦的，于是 f 和 g 同伦.

例 1.8.4 在比如每个连续映射 f : P2 → S1 都是；零伦的. 由于 π1(P2) ∼= Z/2Z，而
π1(S

1) ∼= Z 没有二阶元，所以像只能是平凡的，也就是说满足条件可以提升.
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14 第一章 同伦论

1.9 覆叠空间的分类与万有覆叠
定义 1.9.1 (覆叠空间范畴) 底空间 B 上的覆叠空间范畴的对象是覆叠空间 (E, ρ)，而
态射是 h : E1 → E2，使得 ρ2 ◦ h = ρ1，此即满足一定条件的切片范畴. 若态射 h 还是
同胚，则称 (E1, ρ1) 与 (E2, ρ2) 同构或者等价.

定理 1.9.2 (覆叠空间等价的刻画) 设 (E1, ρ1) 与 (E2, ρ2) 是 B 上的覆叠空间，b ∈ B，
ei ∈ ρ−1

i (b)，则 (E1, ρ1) 与 (E2, ρ2) 等价当且仅当 ρ1∗(π1(E1, e1)) 和 ρ2∗(E2, e2) 是共
轭的.

证明 ⇒: 设 h : E1 → E2 为同构, h(e1) = e2. 因 ρ2 ◦ h = ρ1,

He1 = ρ1∗(π1(E1, e1)) = (ρ2 ◦ h)∗(π1(E1, e1)) = ρ2∗(π1(E2, e2)) = He2 ,

故 He1 和 He2 的共轭类相同.
⇐: 对于 e1 ∈ ρ−1

1 (b), 可取 e2 ∈ ρ−1
2 (b), 使得 ρ1∗(π1(E1, e1)) = ρ2∗(π1(E2, e2)).

由映射提升准则, 存在同态 h : E1 → E2, k : E2 → E1, 使得 h(e1) = e2, k(e2) = e1. 于
是, k ◦ h : E1 → E1 是 E1 的自同态, 满足 k ◦ h(e1) = e1.
另一方面, id : E1 → E1 是 E1 的自同态, 满足 id(e1) = e1. 由提升的唯一性定理,

k ◦ h = id. 同理, h ◦ k = id. 于是, h 是同胚. 故 (E1, ρ1) 和 (E2, ρ2) 是等价的. □

定义 1.9.3 设 ρ : E → B 是覆叠映射，若自同胚 h : E → E 满足 ρ ◦ h = ρ，则称 h 是
一个覆叠变换.

E E

B

h

ρ ρ

很显然覆叠变换就是覆叠空间上的自同构，并且覆叠变换的复合还是覆叠变换，
所以 (E, ρ) 的全体覆叠变换在复合运算下构成一个群，称之为 (E, ρ) 的覆叠变换群，
记作 D(E, ρ).

定理 1.9.4 设 ρ : E → B是覆叠映射，e ∈ E，b = ρ(e)，e′ ∈ ρ−1(b)，则存在 h ∈ D(E, ρ)
使得 h(e) = e′ 的充分必要条件是 He = He′ .

证明 ⇒: 设有 h ∈ D(E, p) 使得 h(e) = e′. 因 ρ ◦ h = ρ, He = ρ∗(π1(E, e)) =

(ρ ◦ h)∗(π1(E, e)) = ρ∗(π1(E, e
′)) = He′ .

⇐: 若 He = He′ , 则由映射提升准则, 存在 ρ : E → B 的提升 h, h′ : E → E, 使得
h(e) = e′, h′(e′) = e. 于是, h′ ◦ h : E → E 也是 ρ : E → B 的提升, 且 h′ ◦ h(e) = e.
另一方面, id : E → E 也是 ρ : E → B 的提升, 满足 id(e) = e. 由提升的唯一性定

理, h′ ◦ h = id. 同理, h ◦ h′ = id. 于是, h 是自同胚, 从而是覆盖变换, h(e) = e′.
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定义 1.9.5 设 ρ : E → B 为覆叠映射，若对某个 e ∈ E，He 是 π1(B, ρ(e)) 的正规子
群，则称 ρ 为正规覆叠映射，称 (E, ρ) 为 B 上的正规覆叠空间.

若 (E, ρ) 为 B 上的正则覆叠空间，∀e′ ∈ E，He′ 都是 π1(B, ρ(e
′)) 的正规子群.

事实上，从 e 到 e′ 的道路 γ 和道路 ργ 诱导的同构有以下的交换图表：

π1(E, e) π1(E, e
′)

π1(B, ρ(e)) π1(B, ρ(e
′))

γ#

ρ∗ ρ∗

(ργ)#

于是我们知道
He′ = (ργ)#(He)◁ π1(B, ρ(e

′))

当 ρ : E → B 是正规覆叠的时候，我们知道如果 e, e′ ∈ ρ−1(b)，由于正规子群只
和自己共轭，所以有

He = He′

也就是说任意的 e ∈ ρ−1(b) 对应的 He 仅由 b 决定，我们把这个正规子群记为 Hb.

推论 1.9.6 ρ : E → B 是正规覆叠映射当且仅当对任意的 e, e′ ∈ E，若 ρ(e) = ρ(e′)，
则存在覆叠变换 h ∈ D(E, ρ) 使得 h(e) = e′.

定理 1.9.7 设 ρ : E → B 为正规覆叠映射，b ∈ B，则

D(E, ρ) ∼= π1(B, b)/Hb

定义 1.9.8 设 ρ : E → B 为覆叠映射，若 E 是单连通的，则称 ρ 为万有覆叠映射或
者泛覆叠映射，(E, ρ) 为 B 上的万有覆叠空间或者泛覆叠空间.

注记 1.9.9 对于万有覆叠空间而言，任意的 e ∈ E 都有 He 是平凡群，所以是正规覆
叠空间.

例 1.9.10 当 (E, ρ) 是万有覆叠空间时，我们有

π1(B) ∼= D(E, ρ)

这可以帮我计算基本群，比如指数映射

ρ : R→ S1
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16 第一章 同伦论

就是万有覆叠，容易看出覆叠变换是移动距离为整数的平移，容易看出

D(E, ρ) ∼= Z

从而
π1(S

1) ∼= Z

下面的定理说明万有覆叠空间是一切覆叠空间的覆叠空间，这也是其名称的来源.

定理 1.9.11 设 ρ0 : E0 → B 为万有覆叠映射，ρ : E → B 为覆叠映射，则有覆叠映射

ρ̃ : E0 → E

满足下图交换

(E0, e0) (E, e)

(B, b)

ρ̃

ρ0 ρ

换句话说，(E0, ρ0) 是覆叠空间范畴的始对象.

证明 因 E0 单连通, 对于覆盖映射 ρ : E → B, 由提升准则, 存在 ρ0 的提升 ρ̃ : E0 →
E, 即上述图表可以交换. 下面验证 ρ̃ 为覆盖映射.

Wα ⊂ (E0, e0) (E, e) ⊃ V

(B, b) ⊃ U

ρ̃

ρ0 ρ

∀e ∈ E, b = ρ(e). 取 U 是 b 的一个道路连通的开邻域, U 关于 ρ 和 ρ0 都是基本
邻域. 设 V 是 ρ−1(U) 中 e 所在的道路分支, 则 ρ|V : V → U 是同胚.

ρ−1
0 (U) 的连通分支集合记为 {Wα}. 因

ρ−1
0 (U) = (ρ ◦ ρ̃)−1(U) = ρ̃−1(ρ−1(U)),

故 ρ̃−1(V ) ⊂ ρ−1
0 (U) =

⋃
αWα.

∀α, ρ̃(Wα) ⊂ ρ−1(U), 并且是道路连通的, 于是它在 ρ−1(U) 的某个分支上. 这样,

ρ̃−1(V ) =
⋃

ρ̃(Wα)⊂V

Wα.
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如果 ρ̃(Wα) ⊂ V , 则 ρ0|Wα
= ρ|V ◦ ρ̃|Wα

, 其中 ρ|V 和 ρ0|Wα
都是同胚, 故

ρ̃|Wα
:Wα → V 也是同胚. 这就证明了 ρ̃ 为覆盖映射.

命题 1.9.12 设 ρ : E → B 为万有覆叠映射，e0 ∈ E，ρ(e0) = b0，则 b0 有一个邻域 U

使得含入映射 i : (U, b0)→ (B, b0) 诱导的基本群之间的同态是平凡的.

证明 设 U 是 b0 的一个基本邻域, V 是 ρ−1(U) 的包含 e0 的道路分支. 设 α 为 U

中以 b0 为基点的一个闭路, 则 α̃ = ρ|−1
U ◦ α 是 V 中以 e0 为基点的一个闭路, 且 α̃

是 α 的以 e0 为起点的提升. 因 E 是单连通的, 存在定端同伦 F : α̃ 'p Ce0 , 从而
ρ ◦ F : α 'p Cb0 . 这样, i∗ : π1(U, b0)→ π1(B, b0) 为零同态.

1.10 曲面的拓扑分类
设 Σm 为平面上的 m 边形，取 Σm 的 2n(2n < m) 条边，其构成的集合为

Λ = {a1, · · · , an}, ai = {a′i.a′′i }. 分别给每组 ai 的两条边一个定向，使它们构成有向边，
再将其同向粘贴在一起，给定一个同胚 hi : a

′
i → a′′i，使得其保持定向，我们将商空间

Σm/(x ∼ hi(x), x ∈ a′i, 1 ≤ i ≤ n)

记为 S，容易验证 S 是一个紧致连通曲面. 特别地，如果 2n = m，则 S 是一个闭曲
面，把这 2n 条边的整体黏合方式记为 ϕ，则称 (Σ, ϕ) 为曲面 S 的一个多边形表示，
称 ai 为其中的一个黏合边对.

需要注意的是 S 的同胚型与 hi 的选取无关，只需要把对应边的起点和终点粘起
来即可，中间如何黏合其实不会改变同胚型. 一些例子如下：

设 (Σ, ϕ) 为曲面 S 的一个如上的多边形表示，(Σ, ϕ) 也可以按如下方式来记：先确定
Σ 边界的一个定向 Ω，如逆时针方向. 对于 Σ 的 ai 中的一条边，如果其方向与 Ω 一
致，就用 ai 来标记，反之用 a−1

i 来标记. 对于 Σ 没有参与粘合的边，就用其他字母来
表示，不同的边用不同的字母表示，然后选定 Σ 的一个定点作为出发点，按 Ω 方向绕
Σ 的边界走一圈，从左到右依次写出标在各边上的字母，所读出来的字 w 就与多边形
表示 (Σ, ϕ) 一一对应 (实际上要商掉一些等价类，即不同的对于 hi 的选择)，称之为
曲面 S 的一个字表示.
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18 第一章 同伦论

如上图中的 (a)，其字表示为：aba−1c；(b) 的子表示为：a−1ba−1c；(c) 的字表示
为 ab−1a−1c；(d) 的字表示为 a−1b−1a−1b.
设 (Σ, ϕ) 为紧致连通曲面 S 的一个多边形表示，若 Σ 的两个顶点在 ϕ 下粘合成

一点，则称它们是等价的. 等价的点在 S 中被捏成一点. 若 D1, · · · , Dk 是曲面 S 上 k

个互不相交的闭圆盘，则称从 S 上挖除 D1, · · · , Dk 的内部所得的曲面为 k 次穿孔的
S.

定理 1.10.1 (Rado) 任意一个紧致连通曲面都有多边形表示.

下面我们讨论一下紧致连通曲面的多边形表示的手术与性质，这是为了对过多的
多边形表示进行简化，下面所涉及的曲面都是紧致连通的.

定义 1.10.2 (I型手术) 设曲面 S 的多边形表示 (Σm, ϕ) 中有一个边对 a 是相邻的反
向对边，其公共顶点为 A，先黏合多边形 Σ 这个反向对边 a，其他边对暂不黏合，则
得到一个 m− 2 边型 Σ′. ϕ 在 Σ′ 上诱导的黏合关系为 ϕ′. 这样就得到 S 的一个新的
多边形表示 (Σ′, ϕ′). 称这样的操作为沿相邻反向边 a 对 (Σm, ϕ) 作 I 型手术.

在经过 I 型手术后，A 变成一个内点，不再是顶点，故 (Σ′, ϕ′) 的顶点比 (Σ, ϕ)

少一个.
设 α 是曲面 Σ 上的一个简单弧，若 ∂α ⊂ ∂Σ，α◦ ⊂ Σ◦，则称 α 是真嵌入的.

定义 1.10.3 (II型手术) 设 a 是曲面 S 的多边形表示 (Σ, ϕ) 中的一个黏合边对. 在 Σ

中取一条真嵌入的定向简单弧 a′，使得 a 的两条边分别位于 a′ 的两侧，且 a′ 的每个
端点或者是 Σ 的一个顶点，或者是 Σ 的一条未参与黏合的边的内部，沿 a′ 剪开 Σ 得
到两片 A 和 B，然后将 A 和 B 沿 a 黏合得到多边形 Σ′，Σ′ 上黏合关系 ϕ′ 保留了 a

以外的黏合关系，并且增添了 a′ 的黏合关系，这样的操作称为用 (a′, a) 对 (Σ, ϕ) 作
II 型手术，称 a′ 为 (Σ, ϕ) 的一个分割线.

很显然，对曲面 S 的多边形表示 (Σ, ϕ)作有限次的 I,II型手术后所得到的 (Σ′, ϕ′)

仍然是 S 的一个多边形表示. 并且很显然我们有如下性质：
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§1.10 曲面的拓扑分类 19

命题 1.10.4 设闭曲面 S 的有多边形表示 (Σ, ϕ)，则

(1) II 型手术不改变多边形的边数和顶点类数.

(2) 若 (Σ, ϕ) 中有同向边对，经过一次 I 型手术或 II 型手术后得到的多边形表示记
为 (Σ′, ϕ′)，则 (Σ′, ϕ′) 中仍然有同向边对.

我们现在可以再谈论一下曲面的定向：

定义 1.10.5 (曲面的定向) 若一个曲面 S 上有一个同胚于莫比乌斯带的子曲面，则称
S 是不可定向的，反正称之为可定向的.

现在我们来进行多边形的拓扑分类.

定义 1.10.6 (闭曲面的标准多边形表示) (1) 设 n ≥ 1，称闭曲面的多边形表示：

a1b1a
−1
1 b−1

1 · · · anbna−1
n b−1

n

为闭曲面的 In 型标准多边形表示，简记为
∏n
i=1 aibia

−1
i b−1

i .

(2) 设 m ≥ 1，称闭曲面的多边形表示

a1a1a2a2 · · · amam

为闭曲面的 IIn 型标准多边形表示，简记为
∏n
i=1 a

2
i .

(3) 特别约定，球面 S2 的多边形标准表示是 (Σm, ∂Σm)，是将 Σm 的边界黏合成一
点得到的商空间.

下面是标准表示的一个例子：

定理 1.10.7 任意闭曲面都有标准的多边形表示.
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20 第一章 同伦论

有这个定理之后我们就可以给出标准表示代表的曲面了：

定理 1.10.8 (1) 闭曲面有标准多边形表示 In，则 S 是 n 次穿孔球面粘上一个环柄
所得到了曲面.

(2) 设闭曲面 S 有标准的多边形表示 IIm，则 S 是沿 m 次穿孔球面的每个边界分支
各黏合一个莫比乌斯带得到的曲面.

其中 (1) 是因为可以把多边形 (m = 2) 剖分成下图最左边那样：

然后由于我们可以从每一个外面的五边形按照如下步骤得到一个环柄：

然后粘起来就得到了前面一张图后面的部分，m = 3 的情况如下所示：

其中 (2) 是因为可以把多边形 (n = 2) 剖分成下图最左边那样：
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§1.10 曲面的拓扑分类 21

然后由于我们可以从每一个外面的三角形按照如下步骤得到一个莫比乌斯带：

然后粘起来就得到了前面一张图后面的部分，n = 3 的情况如下所示：

推论 1.10.9 闭曲面 S 有 II 型多边形表示当且仅当 S 上有一个子曲面是一个莫比乌
斯带.

证明 必要性显然，反之，如果 S 的一个子曲面 M 是一个莫比乌斯带，则总可以取
到 S −M 的一个顶点类数为 1 的多边形表示，从而 S 有一个顶点类数为 1 的多边形
表示，并且包含一个同向黏合边对，从而得证.

定义 1.10.10 (亏格) 对于 n ≥ 1，将 In 型多边形表示确定的闭曲面记为 nT2，称 n 为
它的亏格 (genus)；对于 m ≥ 1，将 IIm 型多边形表示确定的闭曲面记为 mRP2，称
m 为它的亏格 (genus).
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22 第一章 同伦论

为什么这样子记呢？这实际上是一些连通和，下面我们从一种直观的角度去理解.
首先我们要定义连通和，这里就不严谨写了，直观的角度来说就是给定两个曲面如下，
各挖去一个圆盘：

然后把这圆盘周围的延长出去：

然后再粘在一起：

我们可以对任意两个曲面这样子干 (曲面是局部欧的，所以从可以删去圆盘)，所得到
的新曲面就称为两个旧曲面 L,M 的连通和 (connected sum)，记为 L#M .

直观上容易看出来，连通和是交换的.
下面我们来看一些连通和的例子：比如 S2 就扮演了幺元的角色：
一个圆环去掉一个圆盘就得到了一个可以黏到其他曲面上的环柄：所以我们如果

把一个圆环与一个莫比乌斯带做连通和，就得到一个带环柄的莫比乌斯带：
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当你把一个曲面和一个圆盘做连通和的时候，会发现看似加上了东西，实际上删
除了东西，即曲面与圆盘作连通和，得到的东西实际上是曲面删去了圆盘：

最后要说的东西就是我们的射影平面：
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射影平面去掉一个圆盘是什么？答案是实射影平面去掉圆盘是莫比乌斯带. 过程如下：

最后 be like:

我们还可以稍微 formal 一点地看出来

未定稿: 2026-08-26



§1.10 曲面的拓扑分类 25

于是断言，所有的曲面都可以由球面不断地添加一些环柄或者莫比乌斯带得到. 添
加环柄就相当于圆环做连通和，添加莫比乌斯环就相当于 RP2 作连通和，于是现在可
以理解前面的两个记号.

聪明的你一定会思考下面这个问题：我们已经知道一个闭曲面要么是球面粘上 n

个环柄，要么是球面粘上 n 个莫比乌斯带，那么一个球面粘上一个环柄和一个莫比乌
斯带是什么呢？

我们要说明这实际上就是三个射影平面的连通和，也就是一个球面粘上三个莫比
乌斯带，然而我们无法将这个图形嵌入到 R3 中，所以我们对这两个东西各去掉一个
圆盘使得可以嵌入 R3，注意 (RP2)3 − D = (RP2#RP2)#(RP2#D) = K#M. 而 Klein
瓶去掉一个圆盘可以变成下图最右边的样子，过程在下面： 上图右边的两个实际上是

同胚的：

未定稿: 2026-08-26



26 第一章 同伦论

所以一旦存在任意一个子曲面是莫比乌斯环，我们可以把其他任意的环柄都变成
RP2 − D，也就是莫比乌斯环，这与我们前面所得到的标准表示结果是一致的.

所以我们最后只剩下一步，就是说明这些可定向的不可定向的不同亏格的闭曲面，
确确实实不是同胚的，而说明一些东西不是同胚的，一般的方法是找到一些同胚不变
量，去说明他们的这个不变量不同. 实际上我们有两种选择，一种是欧拉示性数，一种
是基本群. 我们先看三角剖分.
所谓三角剖分，就是用一堆三角形把曲面给肢解，如下图就是对环面的一个三角

剖分：

由于多边形肯定是可以用三角形剖分的，所以由于任何闭曲面都有多边形表示，
我们可以对任何闭曲面作三角剖分. 这实际上有一点倒反天罡，因为闭曲面的多边形
表示存在性实际上是由三角剖分得到的，也就是说我们先证明了任何闭曲面都有三角
剖分，然后才证明了曲面有多边形表示. 不过我们会默认三角剖分的存在性.

有了三角剖分的存在性，我们可以对任意一个闭曲面 S 去定义欧拉示性数 χ(S)，
定义为

χ(S) = #V −#E + #F

其中 V,E, F 分别为曲面 S 在任意一个三角剖分下的顶点类集，边类集，面集. 我们
下一步的工作自然就是说明这是良定义的：我们的思路是任意两个曲面 S 的三角剖分
都可以通过一些精细化的操作变成相同的三角剖分，并且精细化的操作不改变欧拉示
性数.

(1) 在边上加点：如图
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其中新增的顶点就是图中蓝色的点，新增的边是两条红色的边加上一条原
本中间的边被分成两条之后多出的一条，新增的面显然是两个，所以知道
∆χ = 1− 3 + 2 = 0.

(2) 在面上加点：如图

同理有不改变欧拉示性数.

下面我们要说明任何两个不同的三角剖分都可以精细化成同一个三角剖分，从而
说明欧拉示性数是良定义的：

引理 1.10.11 (共同精细化) 对于同一个曲面上的任意两个三角剖分 T1 和 T2，总存在
第三个三角剖分 T，它既是 T1 的精细化，又是 T2 的精细化.

想象一个透明的曲面上用红色的笔画出了三角剖分 T1 的所有边，然后用蓝色的笔
画出了三角剖分 T2 的所有边，现在球面上布满了红色和蓝色的线条，这些线条会相互
交叉，形成一个新的、更复杂的网络，这个网络分割出的最小区域不再是三角形，而
是一些多边形.
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(1) 构造新的顶点: T 的顶点集 = (T1 的所有顶点) ∪ (T2 的所有顶点) ∪ (所有红色
边与蓝色边的交点).

(2) 构造新的边: T 的一部分边是原 T1 和 T2 的边被新顶点分割后产生的线段.

(3) 构造新的面: 此时曲面被这个复杂的网络分割成了很多小多边形，我们可以在每
个多边形内部添加一个额外的顶点，然后添加一些边，将它与该多边形的所有顶
点连接起来，从而将这个多边形三角化，完成这一步后，整个曲面就被一个新的
三角剖分 T 所覆盖.

设 χ(T ) 代表三角剖分 T 的欧拉示性数，根据我们上面的讨论，我们已经证明了
如果 T 是 T1 的精细化，那么 χ(T ) = χ(T1)，因为 T 可以通过在 T1 的基础上反复应
用两种基本操作得到，每一步操作都不改变欧拉示性数. 同理，χ(T ) = χ(T2)，因此：

χ(T1) = χ(T ) = χ(T2)

这就严格证明了，对于同一个曲面，任意两个三角剖分计算出的欧拉示性数都是相等
的，即这个值确实是曲面本身的属性，与剖分方式无关.

下面我们说明欧拉示性数是一个拓扑不变量，也就是说在同胚下不改变，这是因
为：假设 S1 和 S2 是同胚的，同胚映射为 f : S1 → S2，我们在曲面 S1 上任意取一个
三角剖分 T1 = {V1, E1, F1}.

我们可以利用同胚映射 f 在 S2 上得到三角剖分 T2：

(1) V2 = f(V1) = {f(p)|p ∈ V1}，由于 f 是双射，所以 V1 和 V2 的顶点个数完全相
同：|V2| = |V1|.

(2) 定义为 S1 上所有边在 f 下的像. 一条边是连接两个顶点的一条曲线，它在 f 下
的像也是连接对应两个像点的一条曲线，由于 f 的连续性和双射性，边的连接关
系被完美地保持. 因此边的数量也完全相同：|E2| = |E1|.

(3) 同理面的数量也完全相同：|F2| = |F1|.

于是我们有

χ(S1) = |V1| − |E1|+ |F1| = |V2| − |E2|+ |F2| = χ(S2)

于是欧拉示性数在同胚意义下保持不变.
最后一块拼图是如下的恒等式：

χ(L#M) = χ(L) + χ(M)− 2

也即两个曲面之间的连通和的欧拉示性数可以如上计算，这是因为当两个曲面同时扣
掉一个圆盘，实际上我们知道圆盘和三角形是同胚的，所以相当于我们同时扣掉两个
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曲面的三角剖分中的一个面，然后沿面的边界粘起来. 得到一个新的曲面及其三角剖
分. 为了避免一些不必要的关于顶点类和边类的讨论，我们按照如下方式对每个曲面
构造一个新的三角剖分，并扣去中间的红色三角形：

于是我们把两个曲面按照上面的方式粘起来，发现由于三对顶点和三对边粘在一
起，所以顶点数量和边的数量各减少三个，而加一起的面减少了两个被挖去的红色三
角形，所以

χ(L#M) = V (L#M)− E(L#M) + F (L#M)

= (V (L) + V (M)− 3)− (E(L) + E(M)− 3) + (F (L) + F (M)− 2)

= χ(L) + χ(M)− 2

现在我们计算环面和射影平面的欧拉示性数，由上面的环面的三角剖分我们计
算得出

χ(T2) = 1− 3 + 2 = 0

实射影平面的三角剖分如下：

计算得出
χ(RP2) = 2− 3 + 2 = 1

于是我们可以归纳得到

χ(nT2) = 2− 2n, χ(mRP2) = 2−m
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所以得到：对于不同的 n，nT2 之间是不同胚的，对于不同的 m，mRP2 之间是不同
胚的. 再结合曲面是否可以定向是同胚不变的 (考虑莫比乌斯环的同胚还是莫比乌斯
环)，所以 nT2 和 mRP2 之间是不同胚的，于是我们给出了闭曲面的完全分类.

最后我们给出其基本群的刻画：

定理 1.10.12 (1) π1(nT2) = 〈ai, bi | 1 ≤ i ≤ n;
∏n
i=1 aibia

−1
i b−1

i = 1〉，对 n ≥ 1.

(2) π1(mRP2) = 〈ai | 1 ≤ i ≤ m;
∏n
i=1 a

2
i = 1〉，对 m ≥ 1.

如果我们令 G̃ 为 G 的交换化，则有

(1) ˜π1(nT2) ∼= Z2n，n ≥ 1.

(2) ˜π1(mRP2) ∼= Zm−1 × Z/2Z，m ≥ 1.
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2.1 奇异同调群
这部分比较基础，我们先堆砌一些概念.

定义 2.1.1 (标准单形) Standard simplexes 定义为对于 k ∈ Z≥0，有

∆k :=

{
(t0, · · · , tk) ∈ Rk+1

∣∣∣∣∣
k∑
r=0

tr = 1, ti ≥ 0

}
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定义 2.1.2 (i-th face inclusion) 对于 i ≤ k+ 1，我们可以定义 i-th face inclusion：

ιi : ∆k → ∆k+1, (t0, · · · , tk) 7→ (t0, · · · , ti−1, 0, ti, · · · , tk)

定义 2.1.3 (singular simplexes) X 是拓扑空间，一个 X 上的 singular k-simplex
是一个连续映射

σ : ∆k → X

定义 2.1.4 (faces of a singular simplex) 给定一个奇异单形 σ : ∆k → X，则它的
faces 定义为

σi := σ ◦ ιi, i = 0, · · · , k

现在我们可以定义奇异链复形函子：

定义 2.1.5 (singular chain functors) 给定拓扑空间 X，对于 k ∈ Z，我们定义

Sk(X) :=


⊕

σ : ∆→X

Zσ, k ≥ 0

0, k < 0

其函子性体现在给定拓扑空间范畴中的态射 f : X → Y，我们可以得到

f# := Sk(f) : Sk(X)→ Sk(Y )

其构造过程由如下交换图保证：

∆k X

Y

σ

f#(σ)=f◦σ f

因为 Sk(X) 是自由的，所以只需要考虑生成元 σ 就可以决定整个态射，容易验证这样
定义的确实是一个从拓扑空间范畴到 Abel 群范畴的函子.
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定义 2.1.6 (边缘算子) 我们可以定义 boundary operation ∂k : Sk(X) → Sk−1(X)

如下：

∂k : σ 7→
k∑
i=0

(−1)iσi

容易发现 ∂k 是从 Sk → Sk−1 的一个自然变换，即给定 f : X → Y 为拓扑空间的
态射，则有下图交换

Sk(X) Sk(Y )

Sk−1(X) Sk−1(Y )

f#

∂k(X) ∂k(Y )

f#

由于态射都是典范的，很容易验证交换.

下面我们简单介绍一个引理：

引理 2.1.7 对于 1 ≤ j + 1 ≤ i ≤ k ≥ 2，我们有下图交换：

∆k−2 ∆k−1

∆k−1 ∆k

ιj

ιi−1 ιi

ιj

证明 交换图道尽一切：

(t0, · · · , tk−2) (t0, · · · , tj−1, 0, tj , · · · , tk−2)

(t0, · · · , ti−2, 0, ti−1, · · · , tk−2) (· · · , 0, · · · , 0, · · · )

现在我们可以说明 S•(X) 构成一个链复形，这只需要说明下面的定理：

定理 2.1.8 对 σ : ∆k → X，我们有

∂k−1(∂k(σ)) = 0
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证明 直接计算得到

∂k−1(∂k(σ)) =
∑k−1

j=0

∑k
i=0(−1)i+j(σi)j

=
∑

0≤i≤j≤k−1(−1)i+jσ ◦ ιi ◦ ιj +
∑

1≤j+1≤i≤k(−1)i+jσ ◦ ιi ◦ ιj

=
∑

0≤i≤j≤k−1(−1)i+jσ ◦ ιi ◦ ιj +
∑

1≤j+1≤i≤k(−1)i+jσ ◦ ιj ◦ ιi−1

=
∑

0≤i≤j≤k−1(−1)i+jσ ◦ ιi ◦ ιj −
∑

1≤j+1≤i≤k(−1)(i−1)+jσ ◦ ιj ◦ ιi−1

=
∑

0≤i≤j≤k−1(−1)i+jσ ◦ ιi ◦ ιj −
∑

0≤s≤t≤k−1(−1)s+tσ ◦ ιs ◦ ιt

= 0

于是由于所有 σ 是生成元，自然得到

∂k−1 ◦ ∂k = 0

于是我们可以得到 X 的 k-singular homology group:

Hk(X) := Zk(X)/Bk(X)

2.2 链复形

定义 2.2.1 (chain complex) 一个 Abel 群的 chain complex 是一个序列

C• : · · · → Ck+1 → Ck → Ck−1 → · · ·

其态射为
∂k : Ck → Ck−1

满足
∂k−1 ◦ ∂k = 0

两个链复形之间的 chain map f• : C• → C ′
• 定义为一族态射

fk : Ck → C ′
k
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使得下图交换：

Ck Ck−1

C ′
k C ′

k−1

∂k

fk fk−1

∂′
k

换言之可以说一个链复形是一个从整数序范畴到 Abel 群范畴的协变函子，满足相邻态
射复合为 0，而 chain map 就是函子间的自然变换.

注记 2.2.2 所有的链复形和 chain maps 构成了一个范畴，

定义 2.2.3 C• 是一个链复形，我们定义 k-cycle 和 k-boundary 为：

Zk(C•) := Ker ∂k, Bk(C•) := Im ∂k+1

由于两次边缘算子复合为零，自然有 Bk(C•) ⊆ Zk(C•)，于是可以定义 k-homology
group 为：

Hk(C•) := Zk(C•)/Bk(C•)

如果给定一个 chain map f• : C• → C ′
•，通过追图我们很容易知道

fk(Zk(C•)) ⊆ Zk(C ′
•), fk(Bk(C•)) ⊆ Bk(C ′

•)

于是自动可以得到一个 f 所诱导的在同调群上的态射

Hk(f) : Hk(C•)→ Hk(C
′
•)

实际上我们可以很容易验证 Hk 是一个从链复形范畴到 Abel 群范畴的协变函子.

定义 2.2.4 X 是拓扑空间，我们令

π0(X) := the set of path-connected components of X

容易验证 π0 是从拓扑空间范畴到集合范畴的一个协变函子.

定理 2.2.5 存在函子间的自然同构

T : Z⊕π0(−) → H0(−)

证明 考虑
S1(X)→ S0(X)→ 0
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注意到
H0(X) = S0(X)/ Im ∂1 = Z⊕ Hom(∆0,X)/∂1(Z⊕ Hom(∆1,X))

因为 ∆0 → X 相当于 X 中的点，∆1 → X 相当于 X 中的路，而对于任意的
γ ∈ Hom(∆1, X)，都有

∂γ = γ ◦ ι0 − γ ◦ ι1 = γ(1)− γ(0)

于是
∂1(Z⊕ Hom(∆1,X)) = Z⊕{γ(1)−γ(0)|γ∈X∆1}

所以在 H0(X) 中 [α] = [β] 当且仅当有

α− β =
∑

(γ(1)− γ(0)) = (
∑

γ)(1)− (
∑

γ)(0)

即 α 与 β 在同一个道路连通分支里面，所以容易构造出自然变换并说明是自然同构.

2.3 Singular homology of a star-shaped set in Rn

定义 2.3.1 (star-shaped) 我们称 Rn 的一个子集 X 是 star-shaped，如果 0 ∈ X，
并且如果 p ∈ X，则对任意 t ∈ [0, 1]，有 tp ∈ X.

下面的篇幅我们来计算 Star-shaped set 的同调群. 方便起见，我们令

Hk(X) := Hk(S•(X))

Zk(X), Bk(X) 同理，考虑

S2(X)→ S1(X)→ S0(X)

我们知道

Z1(X) = Ker ∂1 =
{∑

γ |
∑

(γ(1)− γ(0)) = 0
}
= set of closed paths

而 B1(X) = Im ∂2 为 X 中的奇异 2-单形，即曲边三角形生成的自由群. 观察下图我们
容易发现闭路可以被拆分成三角形，所以促使我们思考同调群 H1(X) = 0.
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那现在就是想构造一个这样子的映射，即从 ∆2 到一个如图中分割的“三角形”，我们
可以通过如下的方式来构造：

假设被切割的那一部分 path 为 σ : ∆1 → X，我们可以构造一个 Tσ : ∆2 → X 为：

Tσ(t0, t1, t2) =

(1− t0)σ
(

t1
t1 + t2

,
t2

t1 + t2

)
, t0 6= 1

0, (t0, t1, t2) = (1, 0, 0)

我们可以进一步推广到一般情况，即给定 σ : ∆k → X，我们构造 Tσ : ∆k+1 → X 为

Tσ(t0, · · · , tk) =

(1− t0)σ
(

t1
1− t0

, · · · , tk
1− t0

)
, t0 6= 1

0, (t0, t1, t2) = (1, 0, 0)

可以观察到

(Tσ)0 = (Tσ) ◦ ι0 = σ, (Tσ)i = T (σi−1), i = 1, · · · , k + 1
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于是有

∂k+1(Tσ) =
∑k+1
i=1 (−1)i(Tσ)i

= σ +
∑k+1
i=1 (−1)iTσi−1

= σ −
∑k
i=0(−1)iTσi

= σ − T (∂kσ)

于是有
σ = (∂k+1T + T∂k)σ

若 σ ∈ Zk(X)，有 ∂k(σ) = 0，则有

σ = (∂k+1T + T∂k)σ = ∂k+1(Tσ) ∈ Bk(X)

所以我们得到当 k ≥ 1 时，有
Hk(X) = 0

注记 2.3.2 这里实际上说明了 id 与 0 同伦，从而同调群与 0 态射诱导的同调群一样，
所以是 0.

2.4 链同伦
在上一节中，我们定义了一个 T : Sk → Sk+1，画成交换图就是下图：

Sk(X) Sk−1(X)

Sk+1(X) Sk(X)

∂k

Tk
0 id

Tk−1

∂k+1

在其中我们有
id− 0 = id = Tk−1∂k + ∂k+1Tk

这给出了链同伦的想法：

定义 2.4.1 (chain homotopy) C• 与 C ′
• 是两个链复形，给定两个 chain map

(f0)•, (f1)• : C• → C ′
•

一个从 (f0)• 到 (f1)• 的 chain homotopy h• 由一族群态射 hk : Ck → C ′
k+1 构成，
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满足
(f1)k − (f0)k = ∂′k+1 ◦ hk + hk−1 ◦ ∂k, ∀k ∈ Z

Ck Ck−1

C ′
k+1 C ′

k

∂k

hk
(f0)k (f1)k

hk−1

∂k+1

记为 h• : (f0)• ' (f1)•.

定理 2.4.2 如果给定

C• C ′
• C ′′

•
f

g

h

k

满足 F : f ' g,G : h ' k，则有 hf ' kg.

证明 我们需要尝试构造一个同伦，首先观察下面的交换图来寻找可以构造什么：

Cn Cn−1

C ′
n+1 C ′

n C ′
n−1

C ′′
n+1 C ′′

n

Fn fn,gn Fn−1 fn−1,gn−1

hn+1,kn+1 Gn hn,kn Gn−1

我们的目的是说明 hnfn − kngn 可以某个同伦表示，注意到

hnfn − kngn = hn(fn − gn) + (hn − kn)gn

= hn(∂
′
n+1Fn + Fn−1∂n) + (∂′′n+1Gn +Gn−1∂

′
n)gn

= hn∂
′
n+1Fn + hnFn−1αn + ∂′′n+1Gngn +Gn−1∂

′
ngn

上面式子中可以看到的从 Cn → C ′′
n+1 的态射有

hn+1Fn, Gngn
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本着多收集信息肯定没错的原则，我们构造

Hn = hn+1Fn +Gngn

现在来计算一下

∂′′n+1Hn +Hn−1∂n = ∂′′n+1(hn+1Fn +Gngn) + (hnFn−1 +Gn−1gn−1)∂n

= ∂′′n+1hn+1Fn + ∂′′n+1Gngn + hnFn−1∂n +Gn−1gn−1∂n

则想要 hnfn − kngn = ∂′′n+1Hn +Hn−1∂n，去掉两边一样的项，等价于证明

hn∂
′
n+1Fn +Gn−1∂

′
ngn = ∂′′n+1hn+1Fn +Gn−1gn−1∂n

这等价于证明
Gn−1(∂

′
ngn − gn−1∂n) = (∂′′n+1hn+1 − hn∂′n+1)Fn

注意到 f, g 都是 chain map，所以有

∂′ngn = gn−1∂n, ∂′′n+1hn+1 = hn∂
′
n+1

故上式左右两边都是 0，从而显然成立，于是我们证明了同伦.

定理 2.4.3 (链同伦诱导同调群上的相同作用) 如果 (f0)• ' (f1)• : C• → C ′
•，则有

(f0)∗ = (f1)∗ : Hk(C•)→ Hk(C
′
•)

证明 简单运算即可.

2.5 拓扑同伦诱导链同伦

本节的想法是给定在拓扑空间范畴上的一个同伦

H : f0 ' f1 : X → Y

能否诱导链复形的同伦：

(f0)# ' (f1)# : S•(X)→ S•(Y )

未定稿: 2026-08-26



§2.5 拓扑同伦诱导链同伦 41

要解决这个问题，我们只需要处理 Y = X × [0, 1] 的情况就可以了，我们考虑交换图：

X X × [0, 1] Y
i1

i0

f1

f0

H

其中
i1(x) = (x, 1), i0(x) = (x, 0)

如果我们有 h• : (i0)# ' (i1)#，则我们有

(i1)# − (i0)# = ∂h+ h∂

于是我们注意到

(f1)# − (f0)# = (Hi1)# − (Hi0)#

= H#((i1)# − (i0)#)

= H#(∂h+ h∂)

= ∂(H#h) + (H#h)∂

最后一个等式注意到H#是 chain map，所以和 ∂ 交换，于是得到H#h : (f1)# ' (f0)#.
所以我们下面仅研究 Y = X × [0, 1] 的情况就充足.

定理 2.5.1 存在一族自然变换 hk : Sk → Sk+1(−× I) 使得

(i1)# − (i0)# = ∂′k+1 ◦ hk + hk−1 ◦ ∂k, ∀k ∈ Z

证明 我们分五步来证明这个定理.

(1) 我们先说明如果这样的 {hk} 存在，那么这些 hk 完全由 {hk(∆k)id∆k} 所决定.
这里面是 Yoneda Lemma的思想，下面交换图说明了这个道理 (注意 σ : ∆k → X

是 Sk(X) 的生成元，并且相互自由，所以只需要决定生成元上的作用就可以，后
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面会不断使用这个思想，下不再赘述)：

Sk(∆k) Sk(X)

id∆k σ : ∆k → X

hk(∆k)id∆k (σ × idI)#hk(∆k)id∆k

Sk+1(∆k × I) Sk+1(X × I)

σ#

hk(∆k) hk(X)

(σ×idI)#

(2) 如果我们取 ξk ∈ Sk+1(∆k × I) 来表示 hk(∆k)id∆k，并且定义

hk(X) : Sk(X)→ Sk+1(X × I), σ 7→ (σ × idI)#ξk

则可以说明
hk : Sk → Sk+1(−× I)

是一个自然变换. 下面交换图告诉你一切 (给定 f : X → Y )：

Sk(∆k) Sk+1(∆k × I)

id∆k ξk

Sk(X) Sk+1(X × I)

σ (σ × idI)#ξk

Sk(Y ) Sk+1(Y × I)

f ◦ σ ((f ◦ σ)× idI)#ξk

hk(∆k)

σ#
(f◦σ)# (σ×idI)#

∈ ∈

hk(X)

f#
(f×idI)#

∈ ∈

hk(Y )

∈ ∈

(3) 我们断言如果对任意的 k，hk−1 和 hk 都已经按上面方式定义好了

Sk(∆k) Sk−1(∆k)

Sk+1(∆k × I) Sk(∆k × I)

∂k(∆k)

hk(∆k)
i1(∆k)#−i0(∆k)#

hk−1(∆k)

∂k+1(∆k×I)
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并且 ξk = hk(∆k)id∆k 满足

(⋆) ∂k+1(∆k × I)hk(∆k)id∆k

= i1(∆k)#id∆k − i0(∆k)#id∆k − hk−1(∆k)∂k(∆k)id∆k

则有
∂k+1hk = (i1)# − (i0)# − hk−1∂k

下面的交换图告诉你一切：

Sk(∆k) Sk−1(∆k)

Sk+1(∆k × I) Sk(∆k × I)

Sk(X) Sk−1(X)

Sk+1(X × I) Sk(X × I)

∂k(∆k)

hk(∆k)
(i1(∆k))#−(i2(∆k))#

σ#

hk−1(∆k)

σ#
∂k+1(∆k×I)

(σ×1I)#

(σ×1I)#

∂k(X)

hk(X)
(i1(X))#−(i2(X))#

hk−1(X)

∂k+1(X×I)

(4) 当 k = 0 时，我们把具体的态射给构造出来以说明存在性：

S0(∆0) 0

S1(∆0 × I) S0(∆0 × I) 0

h0(∆0)
i1(∆0)#−i0(∆0)# 0

∂1(∆0×I)

还是考虑 id∆0 送到 S0(∆0 × I) 中是什么，由于 ∆0 → X 就是一个点，所以通
过 i1(∆0)# − i0(∆0)# 送下去之后就是两个点相减，我们记为 Q− P，则我们需
要找到一个 ξ0 ∈ S1(∆0 × I) 通过边缘算子送过去就是 Q− P .
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所以我们直接构造
ξ0 : (t0, t1) 7→ (1, t1)

从而满足
∂1h0 = (i1)# − (i0)# − h−1∂0

(5) 最后我们假设已经定义了所有的满足条件的 hl(l < k)，现在我们来构造 hk，我
们的目的就是构造出 ξk 来满足 (⋆)，现在考虑下图：

Sk(∆k) Sk−1(∆k)

Sk+1(∆k × I) Sk(∆k × I) Sk−1(∆k × I)

∂k(∆k)

hk(∆k)
i1(∆k)#−i0(∆k)#

hk−1(∆k)

∂k+1(∆k×I) ∂k(∆k×I)

我们只需要说明存在 ξk 使得

∂k+1(∆k × I)ξk = ∂k+1(∆k × I)hk(∆k)id∆k

= i1(∆k)#id∆k − i0(∆k)#id∆k − hk−1(∆k)∂k(∆k)id∆k

也就是

i1(∆k)#id∆k − i0(∆k)#id∆k − hk−1(∆k)∂k(∆k)id∆k ∈ Im ∂k+1(∆k × I)

注意到 ∆k × I 显然是 Star-shaped，于是其同调群为 0(k ≥ 1)，于是在此处正
合，从而

Im ∂k+1(∆k × I) = Ker ∂k(∆k × I)

所以我们只需要说明

∂k(∆k × I) (i1(∆k)#id∆k − i0(∆k)#id∆k − hk−1(∆k)∂k(∆k)id∆k) = 0
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观察下图

Sk(∆k) Sk−1(∆k) Sk−2(∆k)

Sk(∆k × I) Sk−1(∆k × I)

∂k(∆k)

i1(∆k)#−i0(∆k)#

∂k−1(∆k)

hk−1(∆k)
i1(∆k)#−i0(∆k)#

hk−2(∆k)

∂k(∆k×I)

归纳假设告诉我们

∂khk−1 = (i1)# − (i0)# − hk−2∂k−1

所以

∂k(∆k × I)hk−1(∆k)∂k(∆k)id∆k

= i1(∆k)#∂k(∆k)id∆k − i0(∆k)#∂k(∆k)id∆k

−hk−2(∆k)∂k−1(∆k)∂k(∆k)id∆k

所以只需要证明

∂k(∆k × I) (i1(∆k)# − i0(∆k)#) (id∆k) = (i1(∆k)# − i0(∆k)#)∂k(∆k)(id∆k)

而这时 (i1)#, (i0)# 作为 chain map 所自动得到的，得证.

2.6 Acyclic Model Theorems

所谓 Acyclic Model Theorem 实际上源于下面的问题：如果我们有一族从 C 到
Abel 群范畴的协变函子，和它们之间的自然变换，使得下图有 ∂k−1 ◦ ∂k = 0 并且
∂′k−1 ◦ ∂′k = 0

Kk Kk−1 Kk−2

K ′
k K ′

k−1 K ′
k−2

∂k

∃?fk

∂k−1

fk−1 fk−2

∂′
k ∂′

k−1
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则是否存在 fk 使得下图交换？类似的问题是如果 ∂k−1 ◦ ∂k = 0 并且 ∂′k−1 ◦ ∂′k = 0 并
且 fk−1 = ∂′khk−1 + hk−2∂k−1

Kk Kk−1 Kk−2

K ′
k+1 K ′

k K ′
k−1

∂k

∃?hk fk

∂k−1

hk−1 fk−1 hk−2

∂′
k+1 ∂′

k

则是否存在 hk 使得
fk = ∂′k+1hk + hk−1∂k

为了处理这两个问题，我们先给出一些定义.

定义 2.6.1 给定一个范畴 C，一个函子 F : C → (Ab)，我们选出一个子集M⊆ ob(C )，
取

U = {UM ⊆ F (M) |M ∈M}

定义一个函子

F̃U : C → (Ab)

x 7→ Z
⊕

{(φ,m)|φ∈HomC (M,X),m∈UM ,M∈M}

在态射上的作用为：

F̃U (f) : F̃U (X)→ F̃U (Y ), (ϕ,m) 7→ (f ◦ ϕ,m)

我们还有一个自然变换

π : F̃U → F

F̃U (X) → F (X)

(ϕ,m) 7→ F (ϕ)(m)

我们称 F 是 U-expressible，如果 π 是一个自然同构，我们称 F 是 weakly U-
expressible，如果存在一个自然变换 τ : F → F̃U，使得 π ◦ τ = 1.

下面我们来陈述 Acyclic Model Theorem：

定理 2.6.2 (Acyclic Model Theorem - A) 如果 Kk 是 U -expressible 的，并且对任意
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的 M ∈M 都有

K ′
k(M) K ′

k−1(M) K ′
k−2(M)

∂′
k(M) ∂′

k−1(M)

正合，则存在 fk.

定理 2.6.3 (Acyclic Model Theorem - B) 如果 Kk 是 U -expressible 的，并且对任意
的 M ∈M 都有

K ′
k+1(M) K ′

k(M) K ′
k−1(M)

∂′
k+1(M) ∂′

k(M)

正合，则存在 hk.

实际上还能加强：

定理 2.6.4 (Acyclic Model Theorem - A plus) 如果 Kk 是 weakly U -expressible 的，
并且对任意的 M ∈M 都有

K ′
k(M) K ′

k−1(M) K ′
k−2(M)

∂′
k(M) ∂′

k−1(M)

正合，则存在 fk.

定理 2.6.5 (Acyclic Model Theorem - B plus) 如果 Kk 是 weakly U -expressible 的，
并且对任意的 M ∈M 都有

K ′
k+1(M) K ′

k(M) K ′
k−1(M)

∂′
k+1(M) ∂′

k(M)

正合，则存在 hk.

我们证明 A 版本和 B-plus 版本以学习两种证明方法，均可迁移到 A-plus 和 B.

下面我们先证明 A：

证明 (零调模型定理 A) 当 π 是自然同构的时候，我们注意到

Kk(X) =
⊕

φ∈HomC (M,X),u∈UM⊆Kk(M),M∈M

ZKk(ϕ)u

是自由生成的，所以我们仿照上一节的思路来证明.
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(1) 对于 M ∈M，u ∈ UM ⊆ Kk(M)，考虑交换图

Kk(M) Kk−1(M) Kk−2(M)

K ′
k(M) K ′

k−1(M) K ′
k−2(M)

∂k(M) ∂k−1(M)

fk−1(M) fk−2(M)

∂′
k(M) ∂′

k−1(M)

想构造出 fk，首先我们至少要对 u 满足交换律：

u ∂k(M)u

ξu fk−1(M)∂k(M)u

∂k(M)

fk−1(M)

∂′
k(M)

也就是说要存在一个 ξu ∈ K ′
k(M) 满足

∂′k(M)ξu = fk−1(M)∂k(M)u

等价于说
fk−1(M)∂k(M)u ∈ Im ∂′k(M) = Ker ∂′k−1(M)

注意到

∂′k−1(M)fk−1(M)∂k(M)u = fk−2(M)∂k−1(M)∂k(M)u = 0

所以 ξu 是存在的.

(2) 现在选定我们的 ξu. 假设 fk 确实是自然变换，考虑 ϕ ∈ HomC (M,X)，u ∈ UM，
我们来说明 fk 完全由 ξu = fk(M)u 来决定.

Kk(M) Kk(X)

u Kk(ϕ)u

K ′
k(M) K ′

k(X)

ξu K ′
k(ϕ)ξu

Kk(φ)

fk(M)

fk(X)

K′
k(φ)
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交换图告诉我们
fk(X)Kk(ϕ)(u) = K ′

k(ϕ)ξu

因为 Kk(ϕ)(u) 是 Kk(X) 的生成元，所以在生成元上的作用完全决定了整个的
作用，故 fk 被决定.

(3) 我们现在来说明按照
fk(X) : Kk(ϕ)(u) 7→ K ′

k(ϕ)ξu

定义的 fk 确实是一个自然变换，从而结论得证. 所以给定 g : X → Y，我们要说
明下图最前面的正方形面交换

Kk(M)

Kk(X) Kk(Y )

K ′
k(M)

K ′
k(X) K ′

k(Y )

Kk(φ) Kk(g◦φ)

fk(M)

Kk(g)

fk(X)

fk(Y )

K′
k(φ)

K′
k(g◦φ)

K′
k(g)

要说明交换只需要说明在生成元上交换即可，注意蓝色面在生成元 u 上是交换
的，从而我们考虑元素的图表：

u

Kk(ϕ)u Kk(g ◦ ϕ)u

ξu

K ′
k(ϕ)ξu K ′

k(g ◦ ϕ)ξu

Kk(φ) Kk(g◦φ)

fk(M)

Kk(g)

fk(X)

fk(Y )

K′
k(φ)

K′
k(g◦φ)

K′
k(g)

由于红面关于 u 也是交换的，所以确实是交换的.

(4) 我们最后来说明定义的 fk 确实满足函子上的交换图表，只需要在生成元上验证，
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即对于任意的 X ∈ ob(C )，ϕ ∈ HomC (M,X) 都有下图在生成元 Kk(ϕ)u 上交换

Kk(M) Kk−1(M)

Kk(X) Kk−1(X)

K ′
k(M) K ′

k−1(M)

K ′
k(X) K ′

k−1(X)

∂k(M)

Kk(φ)

fk(M)

Kk−1(φ)

fk−1(M)

∂k(X)

fk(X) fk−1(X)
∂′
k(M)

K′
k(φ) K′

k−1(φ)

∂′
k(X)

我们只需要把元素的交换图画出来就立刻得到结论：

u ∂k(M)u

Kk(ϕ)u ∂k(X)Kk(ϕ)u

ξu fk−1(M)∂k(M)u

K ′
k(ϕ)ξu ?

∂k(M)

Kk(φ)

fk(M)

Kk−1(φ)

fk−1(M)

∂k(X)

fk(X) fk−1(X)

∂′
k(M)

K′
k(φ) K′

k−1(φ)

∂′
k(X)

问号处是说前面的图交换当且仅当

∂′k(X)K ′
k(ϕ)ξu = fk−1(X)∂k(X)Kk(ϕ)u

注意到除了前表面其他五个面都是关于 u 交换的，于是交换性立刻得到.

我们发现在 A 的证明中，完全没有用到 K̃k

U
这样子的东西，实际上只在第一

步中利用 π 是自然同构来说明 Kk(X) 是一个由若干元素生成的自由群，如果我们
有自由的条件 (满足一定自然性)，那确实就不需要这个 π 和其他构造，所以可以对
U -expressible的条件进行一定的减弱，我们来通过对定理 B-plus的证明来说明这一点.

证明 (零调模型定理 B-plus) 我们还是分步骤来证明：

(1) 首先我们来说明可以对于 u ∈ UM 来定义 ξu(希望这个东西就是 hk(M)u) 使
得满足

∂′k+1(M)ξu = fk(M)u− hk−1(M)∂k(M)u
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我们考虑交换图：

Kk(M) Kk−1(M) Kk−2(M)

K ′
k+1(M) K ′

k(M) K ′
k−1(M)

∂k(M)

hk(M) fk(M)

∂k−1(M)

hk−1(M) fk−1(M) hk−2(M)

∂′
k+1(M) ∂′

k(M)

由于下面的行是正合的，所以要说明

fk(M)u− hk−1(M)∂k(M)u = ∂′k+1(M)ξu ∈ Im = Ker

只需要说明
∂′k(M) (fk(M)u− hk−1(M)∂k(M)u) = 0

这等价于说明

fk−1(M)∂k(M)u = ∂′k(M)hk−1(M)∂k(M)u+ 0

= ∂′k(M)hk−1(M)∂k(M)u+ hk−2(M)∂k−1(M)∂k(M)u

这利用 fk−1 = hk−2∂k−1 + ∂′khk−1 立刻得到. 于是所需要的 ξu 是存在的.

(2) 我们定义一个从 K̃U
k → K ′

k+1 的自然变换 h̃k，定义如下：

h̃k(X) : K̃U
k (X) → K ′

k+1(X)

(ϕ, u) 7→ K ′
k+1(ϕ)ξu

定义的合理性利用如下交换图：

K̃k

U
(X) Kk(X)

(ϕ, u) Kk(ϕ)u

K ′
k+1(X)

K ′
k+1(ϕ)ξu

π(X)
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现在我们来说明这确实是一个自然变换，只需要对于 g : X → Y 验证下图交换：

K̃k

U
(X) K ′

k+1(X)

(ϕ, u) K ′
k+1(ϕ)ξu

K̃k

U
(Y ) K ′

k+1(Y )

(g ◦ ϕ, u) K ′
k+1(g ◦ ϕ)ξu

交换性几乎是显然的.

(3) 我们来说明
fk ◦ π = ∂′k+1 ◦ h̃k + hk−1 ◦ ∂k ◦ π

给定 ϕ : M → X，我们考虑交换图：

Kk−1(M)

Kk(M) Kk−1(X)

Kk(X)

K ′
k(M)

K ′
k+1(M) K ′

k(X)

K ′
k+1(X) K̃k

U
(X)

Kk−1(φ)

hk−1(M)

∂k(M)

Kk(φ)

fk(M) hk−1(X)

∂k(X)

fk(X)

K′
k(φ)∂′

k+1(M)

K′
k+1(φ) ∂′

k+1(X)

∂k(X)◦π(X)

π(X)

fk◦π

h̃k(X)
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我们直接计算

fk(X)π(X)(ϕ, u) = fk(X)Kk(ϕ)u

= K ′
k(ϕ)fk(M)u

= K ′
k(ϕ)(∂

′
k+1(M)ξu + hk−1(M)∂k(M)u)

= K ′
k(ϕ)∂

′
k+1(M)ξu +K ′

k(ϕ)hk−1(M)∂k(M)u

= ∂′k+1(X)K ′
k+1(ϕ)ξu + hk−1(X)Kk−1(ϕ)∂k(M)u

= ∂′k+1(X)h̃k(X)(ϕ, u) + hk−1(X)∂k(X)Kk(ϕ)u

= ∂′k+1(X)h̃k(X)(ϕ, u) + hk−1(X)∂k(X)π(X)(ϕ, u)

所以在生成元上成立，于是恒有

fk(X)π(X) = ∂′k+1(X)h̃k(X) + hk−1(X)∂k(X)π(X)

即
fk ◦ π = ∂′k+1 ◦ h̃k + hk−1 ◦ ∂k ◦ π

我们现在令
hk = h̃k ◦ τ

在上式两边复合 τ 就得到

fk = ∂′k+1 ◦ hk + hk−1 ◦ ∂k

定理得证.

我们完成了定理证明，无圈模型定理定理实际上相当于为我们提供了一个自动证
明机，使得我们不需要再去通过归纳方式手动构造需要的映射，比如我们如果取 C 为
拓扑空间范畴，Kk = Sk，K ′

k = Sk(−× I)，M = {∆k}，U∆k = {id∆k}，我们会发现

K̃k

U
= Z⊕{(φ,id∆k )|φ∈HomC (∆k→X)} = Sk(X) = Kk(X)

于是自然是 U -expressible 的，并且我们注意到 K ′
k 在模型 ∆k 上是 acyclic 的，所以

我们直接套用定理 B 就立刻得到了我们上一节的结论.
于是我们看到无圈模型定理的威力在于只要你在最简单的几何对象 (即所谓模型，

如单纯形) 上定义好了某种运算或映射，并且证明了它在这些模型上是同伦正确的，那
么这个运算就能自动推广到所有空间，且在同伦意义下是唯一的.
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2.7 重心剖分

我们可以看到，一个大的 complex 可以被分解为一些小的 complex 的和，比如

我们有时会遇到一些特殊的开覆盖，需要对 simplex 作分割，使得每一个小的 simplex
都落在某一个 cover 中. 于是我们期望会得到一个分割映射 (subdivision)

Sdk : Sk → Sk

为函子之间的自然变换，成为拓扑空间 X 上奇异链复形之间的 chain map：

· · · S2(X) S1(X) S0(X) 0

· · · S2(X) S1(X) S0(X) 0

∂

Sd2(X)

∂

Sd1(X) =

∂ ∂

由无圈模型定理，我们只需要在 model 上去考虑这件事情，我们考虑

M = {M}, M = ∆1, UM = {id∆1}
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现在来考虑在 ∆1 上的情况：

S1(∆1) S0(∆1) 0

S1(∆1) S0(∆1) 0

∂

Sd(∆1) =

∂

要手工造出来 Sd(∆1)，我们只需要造出来它在 id∆1 上的作用即可，为表述方便，我
们给出如下定义.

定义 2.7.1 Pi 为 Z 中的点，则我们记

[P0, · · · , Pk] : ∆k → Z, (t0, · · · , tk) 7→
k∑
i=0

tiPi

称为 仿射 k-复形，取 face 即

[P0, · · · , Pk]i = [P0, · · · , P̂i, · · · , Pk]

我们定义
Ak(Z) := Z⊕{[P0,··· ,Pk]|Pi∈Z} ⊆ Sk(Z)

如图，我们按图中标点可以看出 id∆1 = [P,Q]，我们定义 Sd 为

Sd([P,Q]) = [S,Q]− [S, P ], S =
P +Q

2
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现在，对于拓扑空间 X，设 ϕ ∈ S1(X)，则考虑交换图

S1(X) S1(∆1)

S1(X) S1(∆1)

Sd(X)

φ#

Sd(∆1)

φ#

我们定义
Sd(X)ϕ = ϕ#(Sd(∆1) id∆1)

注记 2.7.2 可以看出 Sd 操作并没有动 X 本身，只是在 ∆1 中分割然后再送到 X 中.

我们可以发现，如果 X ⊂ Rn 是凸的，则有

Sd1(X)(A1(X)) ⊆ A1(X)

即剖分这个操作是保持仿射复形的，因为如果 ϕ 是仿射的，则很显然仿射复合仿射还
是仿射.

现在我们假设已经定义好了

Sdk−1 : Sk−1 → Sk−1, Sdk−2 : Sk−2 → Sk−2

并且满足下图交换

Sk−1 Sk−2

Sk−1 Sk−2

∂k−1

Sdk−1 Sdk−2

∂k−1

且满足对 X ⊂ Rn 为凸集，都有

Sdk−1(X)(Ak−1(X)) ⊂ Ak−1(X)
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现在我们尝试去验证零调模型定理 2.6.2，还是只需要考虑在 ∆K 上的作用，即下图

Sk(∆k) Sk−1(∆k) Sk−2(∆k)

Sk(∆k) Sk−1(∆k) Sk−2(∆k)

∂k(∆k)

Sdk(∆k)

∂k−1(∆k)

Sdk−1(∆k) Sdk−2(∆k)

∂k(∆k) ∂k−1(∆k)

追踪元素

id∆k = [e0, · · · , ek]
∑k
i=0(−1)i[e0, · · · , êi, · · · , ek] 0

ξk
∑k
i=0(−1)iSdk−1(∆k)[e0, · · · , êi, · · · , ek] 0

∂k(∆k)

Sdk(∆k)

∂k−1(∆k)

Sdk−1(∆k) Sdk−2(∆k)

∂k(∆k) ∂k−1(∆k)

于是由于 ∆k 上奇异同调是 0，故下面正合，从而可以知道 ξk 是存在的，我们任选一
个满足条件的 ξk 即可，如果需要一个具体的写法，我们可以写成

ξk =

k∑
i=0

(−1)iTbk(Sdk−1(∆k)[e0, · · · , êi, · · · , ek]) = Tbk (Sdk−1(∆k)∂[e0, · · · , ek])

其中 bk = (e0 + · · ·+ ek)/(k + 1)，对任意的 b ∈ X,σ : ∆k−1 → X，我们定义锥算子

(Tbσ) (t0, · · · , tk) =


b, (t0, · · · , tk) = (1, 0, · · · , 0)

t0b+ (1− t0)σ
(

t1
1− t0

, · · · , tk
1− t0

)
, otherwise

我们在第 2.3 节中就已经知道这样子的 Tb 满足

σ = ∂Tbσ + Tb∂σ

可以看出对 σ = [P1, · · · , Pk]，我们有

TP0
σ = [P0, · · · , Pk]

一般地，我们有

Sdk(X) : Sk(X)→ Sk(X), σ 7→ σ#ξk

未定稿: 2026-08-26



58 第二章 同调论

这样可以验证 Sdk 是一个自然变换，并且有

Sk Sk−1

Sk Sk−1

∂k

Sdk Sdk−1

∂k

并且把 affine 复形送到 affine 复形，即对 X ⊂ Rn 为凸集，都有

Sdk(X)(Ak(X)) ⊂ Ak(X)

道理在于 Sdk−1就把 affine送到 affine，而可见
∑k
i=0(−1)iSdk−1(∆k)[e0, · · · , êi, · · · , ek]

是 affine 的，于是可见

ξk =

k∑
i=0

(−1)iTbk(Sdk−1(∆k)[e0, · · · , êi, · · · , ek])

是 affine 的，因为 Tb 很显然也是把 affine 送到 affine，最后我们知道 affine 复合 affine
还是 affine，故若 σ affine，则 σ#ξk 也是 affine，得证.

于是我们成功地构造出了 Sd•，下面我们要说明存在一个自然的链同伦 h• : idS• '
Sd•. 在 k = 0 的时候，我们有 Sd0 = 1，所以可以取 h0 = 0，于是由定理 2.6.3 可知
存在 h•.

· · · Sk · · · S1 S0 0

· · · Sk · · · S1 S0 0

hk Sdk hk−1
h1 Sd1

0 Sd0 idS0

并且我们可以额外要求 h• 把 affine 复形送到 affine 复形，即对 X ⊂ Rn 凸，有

hk(X) (Ak(X)) ⊂ Ak+1(X)

道理在于我们可以去考虑

Sk(∆k) Sk−1(∆k)

Sk+1(∆k) Sk(∆k)

∂k(∆k)

hk(∆k) id∆kSdk
hk−1(∆k)

∂k+1(∆k)
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我们知道有

∂k+1(∆k)hk(∆k) id∆k = zk = (Sdk(∆k)− idSk(∆k)) id∆k −hk−1(∆k)∂k(∆k) id∆k

由归纳假设和 Sdk 的构造可知等式右边是 affine 的，最后我们知道

σ = ∂Tbσ + Tb∂σ

取 σ = id∆k，有
id∆k = T∂ + ∂T

即零伦，于是可以立刻证明仿射链复形 A•(∆k) 是零调的，此时注意到 zk 是仿射复形，
并且是闭链，从而存在仿射复形 ηk+1 使得

∂k+1(∆k)ηk = zk

故我们取 hk(∆k) id∆k = ηk 即可，然后就足以说明 hk 将 affine 送到 affine.

我们将以上内容总结成以下定理：

定理 2.7.3 (凸集的仿射链复形) 对任意凸集 X ⊂ Rn 及其仿射链复形 A•(X)，存在同
伦锥算子 Tb 使得该复形是零伦的，从而在正维度上的同调群为 0. 而 H0(A•(X)) = Z.

定理 2.7.4 (重心剖分的性质) 存在函子链复形 S• 之间的自然变换链映射 Sd• 满足把
线性空间中凸集的仿射复形送到仿射复形.

定理 2.7.5 (重心剖分的同伦) 存在一个自然变换链同伦 h• : S• → S•+1 使得对所有的
k 都有

Sdk − idSk = ∂k+1hk + hk−1∂k

并且 hk 把线性空间中凸集的仿射复形送到仿射复形.

推论 2.7.6 由于链同伦 Sd• ' idS•，于是对任意正整数 m，都有 Sdm• ' idS• .

最后，我们讨论一个非常重要的定理. X 是一个拓扑空间，令

U = {Xα}α∈A

为 X 的子集族，我们很显然有自然的含入映射

Sk(Xα) ↪→ Sk(X), ∀α ∈ A
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并且满足下图交换
Sk(Xα) Sk(X)

Sk−1(Xα) Sk−1(X)

∂k(Xα) ∂k(X)

我们定义
SU
k (X) :=

∑
α∈A

Sk(Xα) ∼= Z⊕{σ : ∆k→X : ∃α∈A s.t. σ(∆k)⊂Xα}

于是我们有
SU
k (X) Sk(X)

SU
k−1(X) Sk−1(X)

∂U
k (X) ∂k(X)

我们的目的是证明：

定理 2.7.7 (小链定理) 若 X =
⋃
α∈AX

◦
α，则存在典范含入 i : SU

• (X) ↪→ S•(X) 是同
伦等价，即存在 τ : S•(X)→ SU

• (X) 使得 (τ ◦ i)• ' idSU
• (X) 且 (τ ◦ i)• ' idS•(X).

在证明之前，我们先介绍一个引理. 令 (V, ‖ · ‖) 为赋范线性空间，对 c =∑
σ : ∆k→V nσσ ∈ Sk(V )，我们定义

mesh(c) := max {diamσ(∆k) : nσ 6= 0}

其中
diamX = sup

p,q∈X
‖x− y‖

容易看到
mesh ([P0, · · · , Pk]) = sup

i,j
‖Pi − Pj‖

引理 2.7.8 对于 c ∈ Ak(V )，我们有 mesh (Sdk(V )c) ≤ k

k + 1
mesh(c).

证明 由 mesh(c) 的定义可知，我们只需要对单个仿射 k-单纯形 σ = [P0, · · · , Pk] 证
明该不等式即可. 换言之，我们需要证明对于重心剖分 Sdk(σ) 中的任意一个子单纯形
τ，都有

diam(τ) ≤ k

k + 1
diam(σ)

我们对维度 k 使用数学归纳法. 当 k = 1 时，σ = [P0, P1] 是线段，其重心为中
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点 b =
P0 + P1

2
. Sd1(σ) 包含两个 1-单纯形：[b, P0] 和 [b, P1]. 它们的直径显然为

1
2‖P0 − P1‖ =

1

2
diam(σ). 而公式右侧在 k = 1 时给出的系数正是

1

1 + 1
=

1

2
. 因此，

不等式成立.
假设该不等式对维度 k − 1 成立. 考虑 k-单纯形 σ = [P0, · · · , Pk]，其重心为

b =
1

k + 1

∑k
i=0 Pi. 根据重心剖分利用锥算子的递归定义：

Sdk(σ) = Tb(Sdk−1(∂σ))

这意味着 Sdk(σ) 中的任何一个子单纯形 τ，都可以写成 [b, v0, · · · , vk−1] 的形式，其
中 τ ′ = [v0, · · · , vk−1] 是 σ 的某个 (k − 1)-面 σj 经过剖分后 Sdk−1(σj) 中的一个子单
纯形.

单纯形的直径由其顶点的最大距离决定，因此我们有：

diam(τ) = max
{

diam(τ ′), max
v∈Vert(τ ′)

‖v − b‖
}

由归纳假设，对于 (k − 1)-单纯形 τ ′，我们有：

diam(τ ′) ≤ k − 1

k
diam(σj) ≤

k − 1

k
diam(σ) ≤ k

k + 1
diam(σ)

接下来，我们只需估计重心 b 到 τ ′ 的任意顶点 v 的距离. 因为 v 属于 σ 的某个真面，
所以 v 必定包含在凸集 σ 中. 由于范数诱导的距离函数 x 7→ ‖x− b‖ 是凸函数，它在
凸包（即 σ）上的最大值必然在多面体 σ 的某个顶点 Pi 处取得. 即：

‖v − b‖ ≤ max
0≤i≤k

‖Pi − b‖

对于 σ 的任意顶点 Pi，我们计算它到重心 b 的距离：

‖Pi − b‖ =

∥∥∥∥Pi − 1

k + 1

∑k
j=0 Pj

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ k

k + 1
Pi −

1

k + 1

∑
j 6=i Pj

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ 1

k + 1

∑
j 6=i(Pi − Pj)

∥∥∥∥
利用绝对齐次性和三角不等式，可得：

‖Pi − b‖ ≤
1

k + 1

∑
j 6=i ‖Pi − Pj‖ ≤

1

k + 1

∑
j 6=i diam(σ)

=
k

k + 1
diam(σ)
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因此，maxv ‖v − b‖ ≤
k

k + 1
diam(σ). 综上所述

diam(τ) ≤ k

k + 1
diam(σ)

这就完成了归纳证明. 由此得出对任意 c ∈ Ak(V )均有mesh (Sdk(V )c) ≤ k

k + 1
mesh(c).

证明 (小链定理) 我们需要构造一个链映射 τ : S•(X)→ SU
• (X)，现在对 σ : ∆k → X，

由 Lebesgue 数引理和上面的引理，我们可以定义

m(σ) := min{m ∈ N : Sdk(X)mσ ∈ SU
k (X)}

我们先尝试定义为
τ ′k(σ) = Sdk(X)m(σ)σ

这确实是一个合法的映射，但是问题在于它并不能满足下图交换：

Sk(X) SU
k (X) σ Sdk(X)m(σ)σ

∑k
i=0(−1)iSdk−1(X)m(σ)σi

Sk−1(X) SU
k−1(X)

∑k
i=0(−1)iσi

∑k
i=0(−1)iSdk−1(X)m(σi)σi

τ ′
k

∂k(X) ∂U
k (X)

τ ′
k−1

虽然有 m(σ) ≥ m(σi)，但并不能保证他们作用是相同的，所以我们要进行修正，即考
虑一个神秘的 Fk 算子，想要下图交换

τk(σ) = Sdk(X)m(σ)σ − Fk(σ)

要看出 Fk 是什么，就需要解方程

σ Sdk(X)m(σ)σ − Fk(σ)

∑k
i=0(−1)iSdk−1(X)m(σ)σi − ∂Fk(σ)

∑k
i=0(−1)iσi

∑k
i=0(−1)i

(
Sdk−1(X)m(σi)σi − Fk−1(σi)

)

τk

τk−1
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所以就是要解方程

∂Fk(σ)−
k∑
i=0

(−1)iFk−1(σi) =

k∑
i=0

(−1)i
(

Sdk−1(X)m(σ) − Sdk−1(X)m(σi)
)
σi

回忆 Sd− id = h∂ + ∂h，并且注意到

Sdk−1(X)m(σ)−Sdk−1(X)m(σi) = (Sdk−1(X)− 1)
(

Sdk−1(X)m(σ)−1 + · · ·+ Sdk−1(X)m(σi)
)

于是可见

∂Fk(σ)−
k∑
i=0

(−1)iFk−1(σi) = ∂k(X)hk(X)

k∑
i=0

(−1)iMiσi+hk−2(X)∂k−1(X)

k∑
i=0

(−1)iMiσi

其中 Mi = Sdk−1(X)m(σ)−1+ · · ·+Sdk−1(X)m(σi). 对比一下左右两边，我们大胆猜测

Fk(σ) = hk(X)

k∑
i=0

(−1)iMiσi

然后经过一段繁琐的验证就可以发现这就是我们想要的 τ•.

容易发现 (τ ◦ i)• = 1SU
• (X)，下面我们断言 (i ◦ τ)• ' 1S•(X). 我们需要造出来 Hk

使得
(i ◦ τ)kσ − σ = ∂k+1(X)Hkσ +Hk−1∂k(X)σ

我们直接计算左边为

LHS

=
(
Sdk(X)m(σ)σ − σ

)
−
∑k
i=0(−1)ihk−1(X)Miσi

= (∂k+1(X)hk(X) + hk−1(X)∂k(X))
(∑m(σ)−1

j=0 Sdk(X)j
)
σ −

∑k
i=0(−1)ihk−1(X)Miσi

简单观察一下，右边张成 ∂k+1(X)Hkσ 形式的就只有拆开之后的第一项，所以我们不
妨猜测

Hkσ = hk(X)

m(σ)−1∑
j=0

Sdk(X)j

σ

而注意到

hk−1(X)∂k(X)

m(σ)−1∑
j=0

Sdk(X)j

σ =

k∑
i=0

(−1)ihk−1(X)

m(σ)−1∑
j=0

Sdk−1(X)jσi


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减掉剩下的那些项就是

k∑
i=0

(−1)ihk−1(X)

m(σi)−1∑
j=0

Sdk−1(X)jσi = Hk−1∂k(X)σ

可见

LHS = ∂k+1(X)Hkσ +Hk−1∂k(X)σ

推论 2.7.9 记号同上，我们有 Hn(S
U
• (X)) ∼= Hn(X)，我们将等式左边记为 HU

n (X).

2.8 Mayer-Vietoris序列
现在令 X 是一个拓扑空间，X1, X2 ⊂ X，令 U = {X1, X2} 为两个子集，我们有

显然的链复形的短正合列成立：

0 S•(X1 ∩X2) S•(X1)⊕ S•(X2) SU
• (X1 ∪X2) 0

0 Sk(X1 ∩X2) Sk(X1)⊕ Sk(X2) Sk(X1) + Sk(X2) 0

c (c,−c)

(a, b) a+ b

k• j•

kk jk

于是我们得到了同调的长正合列

· · · · · · HU
k+1(X1 ∪X2)

Hk(X1 ∩X2) Hk(X1)⊕Hk(X2) HU
k (X1 ∪X2)

· · · · · · HU
1 (X1 ∪X2)

H0(X1 ∩X2) H0(X1)⊕H0(X2) HU
0 (X1 ∪X2)

∂∗

∂∗

∂∗

定义 2.8.1 我们称 X1 与 X2 构成切除对 (excisive couple)，如果含入映射 SU
• (X1 ∪

X2)→ S•(X1 ∪X2) 是链同伦等价.

特别地，当
intX1∪X2 X1 ∪ intX1∪X2 X2 = X1 ∪X2
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时，小链定理告诉我们这就是切除对. 当是切除对的时候，我们有

HU
k (X1 ∪X2) ∼= Hk(X1 ∪X2)

将此同构替换进上面的长正合列中即得到 Mayer-Vietoris 序列.

2.9 球面同调群与 Brouwer不动点定理

下面我们来利用 M-V 序列计算球面的同调群. 考虑

Sn = {(x0, · · · , xn) ∈ Rn+1 :

n∑
i=0

x2i = 1}

设 ε > 0 为充分小的数，考虑一组开覆盖

U+ := {(x0, · · · , xn) ∈ Sn : xn > −ε}, U− := {(x0, · · · , xn) ∈ Sn : xn < ε}

可见
U+
∼= U− ∼= Rn

可见对 k > 0 有
Hk(U+) = Hk(U−) = 0

而注意到
U+ ∩ U− ' Sn−1

这个过程需要你想象他们交出来的条带形变收缩到赤道上，从而同伦. 并且很显然他
们是一个切除对，现在考虑 M-V 序列，先考虑 k < n 的情况，当 k ≥ 2 的时候，有

Hk(U+)⊕Hk(U−) = 0 Hk(S
n)

Hk−1(S
n−1) Hk−1(U+)⊕Hk−1(U−) = 0

可见
Hk(S

n) ∼= Hk−1(S
n−1) ∼= · · ·H1(S

n−k+1)
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考虑低阶的正合列：

0 H1(S
n−k+1)

H0(S
n−k) ∼= Z Z⊕ Z H0(S

n−k+1) ∼= Z 0

c (c,−c)

(a, b) a+ b

可以看出
H1(S

n−k+1) = 0

现在考虑 k = n 的情况，此时我们有

Hn(S
n) ∼= H1(S

1)

注意 S0 是两个离散的点，因此不再连通，即

H0(S
0) = Z⊕ Z

现在，针对 S1 的正合列变成了

0 H1(S
1) H0(S

0) H0(U+)⊕H0(U−) H0(S
1) 0

0 H1(S
1) Z⊕ Z Z⊕ Z Z 0

(x, y) (x+ y,−x− y)

可见
Hn(S

n) ∼= H1(S
1) ∼= Z

最后，考虑 k > n，此时根据同构关系不断降维，会在 l = k − n+ 1 ≥ 2 处停止，
即

Hk(S
n) ∼= Hl(S

1)

考虑 S1 在此处的 M-V 序列，为

0 = Hl(U+)⊕Hl(U−)→ Hl(S
1)→ Hl−1(S

0) = 0
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可见
Hk(S

n) = Hl(S
1) = 0

于是我们得到了：

定理 2.9.1 (球面的同调群) 球面 Sn 的同调群计算为：

Hk(S
n) =


Z, n ≥ 1, k = 0, n

Z⊕ Z, k = n = 0

0, otherwise

借助球面的同调群，我们可以证明大名鼎鼎的 Brouwer 不动点定理.

定理 2.9.2 (Brouwer) 我们定义单位闭球为

Bn+1 :=

{
(x0, · · · , xn) ∈ Rn+1 :

n∑
i=0

x2i ≤ 1

}

对任意单位闭球 Bn+1 到自身的连续映射 f，都存在 x ∈ Bn+1 使得 f(x) = x.

证明 反证，假设不存在，则对任意的 x 都有 f(x) 6= x，于是我们可以从 f(x) 向
x 做一条射线，设这条射线交 Sn 与 r(x)，显然 r(x) 是连续映射，并且容易验证
r ◦ i = idSn，故我们知道

r∗ ◦ i∗ = idH•(Sn) =⇒ i∗ : Hn(S
n)→ Hn(B

n+1) 是单射

而当 n > 0 时 Hn(S
n) = Z，Hn(B

n+1) = 0，矛盾. 当 n = 0 的时候有

Z⊕ Z Z Z⊕ Zi∗ r∗

由于整个复合是同构，但是前后秩会发生变化，Z 无法满射到 Z⊕ Z，所以矛盾.

此外，我们还可以解决一个大名鼎鼎的问题.

定理 2.9.3 n,m ∈ N∗，若 Rn ∼= Rm，则 m = n.

证明 若存在 f : Rn → Rm 是同胚，则去掉一点 x ∈ Rn，则有 y = f(x) ∈ Rm，我们
很显然有

f |Rn−{x} : Rn − {x} → Rm − {y}

仍然是同胚，而很显然 Rn − {x} 可以形变收缩到 Sn−1，同理有 Rm − {y} 可以形变
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收缩到 Sm−1. 所以有

Hk(S
n−1) ∼= Hk(Rn − {x}) ∼= Hk(Rm − {y}) ∼= Hk(S

m−1)

而我们已经计算过球面的同调群，利用球面的同调群可以说明 m = n.

注记 2.9.4 此外我们可以利用一点紧化的方法来说明如果 Rn ∼= Rm，则 Sn ∼= Sm.

2.10 Jordan-Brouwer分离定理

Jordan-Brouwer 分离定理的大概意思是 Rn+1 可以被 n 维简单闭曲面分成两个部
分. 简单来说，就是平面上画一个圆，则平面被分成了两个部分. 现在我们要来说明这
件事情.

命题 2.10.1 I = [0, 1]，考虑 ϕ : Im → ϕ(Im) ⊂ Sn 是一个同胚，其中 n ≥ m ≥ 0，我
们规定 I0 = {pt} 为一个点，则我们可以说明

Hk(S
n − ϕ(Im)) =

Z, k = 0

0, k 6= 0

证明 当 m = 0 的时候，通过球极投影我们可以看出来

Sn − {pt} ∼= Rn

于是通过 Rn 为 star-shaped的同调群得到成立. 下面我们对 m归纳. 设 k > 0，现在令

`1, · · · , `t ∈ {0, 1}, Pℓ1,··· ,ℓt :=

t∑
i=1

`i
2i

并且令

Iℓ1,··· ,ℓt :=

[
Pℓ1,··· ,ℓt , Pℓ1,··· ,ℓt +

1

2t

]
× Im−1

实际上就是某种二进制表达，把大区间拆成小块罢了，我们还能看见

Iℓ1,··· ,ℓt = Iℓ1,··· ,ℓt,0 ∪ Iℓ1,··· ,ℓt,1

并且有
Iℓ1,··· ,ℓt,0 ∩ Iℓ1,··· ,ℓt,1 = {Pℓ1,··· ,ℓt,1} × Im−1 ∼= Im−1
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现在令
Uℓ1,··· ,ℓt := Sn − ϕ (Iℓ1,··· ,ℓt) , U = Sn − ϕ(Im)

我们有
U = U0 ∩ U1, Uℓ1,··· ,ℓt = Uℓ1,··· ,ℓt,0 ∩ Uℓ1,··· ,ℓt,1

U

U1 U0

U1,1 U1,0 U0,1 U0,0

· · ·

Sn − ϕ
(
{pt} × Im−1

)
由于

Sn − ϕ
(
{Pℓ1,··· ,ℓt,1 × Im−1}

)
= Uℓ1,··· ,ℓt,0 ∪ Uℓ1,··· ,ℓt,1

于是考虑其 M-V 序列得到

· · · Hk+1(S
n − ϕ

(
{Pℓ1,··· ,ℓt,1 × Im−1}

)
)

Hk(Uℓ1,··· ,ℓt) Hk(Uℓ1,··· ,ℓt,0)⊕Hk(Uℓ1,··· ,ℓt,1) · · ·

由于 {Pℓ1,··· ,ℓt,1} × Im−1 ∼= Im−1，而 k + 1 > 0，从而由归纳假设我们知道

Hk+1(S
n − ϕ

(
{Pℓ1,··· ,ℓt,1 × Im−1}

)
) = 0

于是可见

0→ Hk(Uℓ1,··· ,ℓt) ↪→ Hk(Uℓ1,··· ,ℓt,0)⊕Hk(Uℓ1,··· ,ℓt,1), [z] 7→ ([z], [−z])

是单射，从而存在 `t+1 ∈ {0, 1} 使得

0 6= [z] ∈ Hk(Uℓ1,··· ,ℓt,ℓt+1
)

以此类推可以知道存在 {`n}n∈N∗，使得任意 t > 0，都有

Hk(Uℓ1,··· ,ℓt) 3 [z] 6= 0
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现在令

P =

∞∑
j=1

`j
sj

有映射关系：

[z] [z] [z]

Hk(U) Hk(Uℓ1) Hk(Uℓ1,ℓ2) · · ·

Hk(S
n − ϕ({P} × Im−1))

使得在每个 Hk(Uℓ1,··· ,ℓt) 里面 [z] 都不等于 0，由归纳假设我们知道

Hk(S
n − ϕ({P} × Im−1)) = 0

于是，存在 c ∈ Sk+1(S
n − ϕ({P} × Im−1)) 使得

∂k+1(S
n − ϕ({P} × Im−1))c = z

但是注意到既然 c 对应的曲线与 ϕ(Sn − ϕ({P} × Im−1)) 无交，他们之间就存在正距
离，从而存在充分大的 t 使得

c ∈ Sk+1(Uℓ1,··· ,ℓt)

于是我们可见

∂k+1(Uℓ1,··· ,ℓt)(c) = z =⇒ Hk(Uℓ1,··· ,ℓt) 3 [z] = 0
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与假设矛盾，所以 Hk(U) 不可能有非零元素 [z]，故 Hk(U) = 0. 当 k = 0 的，我们同
样做一遍这些操作就可以得到结果，不再赘述1.

下面我们来证明 Jordan-Brouwer 分离定理，实际上我们直接证明它的广义形式.

定理 2.10.2 (Generalized Jordan-Brouwer Separation Theorem) 对于 0 ≤ m <

n，有 Sm 到 ϕ(Sm) ⊆ Sn 的同胚映射 ϕ，则

Hk(S
n − ϕ(Sm)) ∼=



Z, k = 0,m < n− 1

Z⊕ Z, k = 0,m = n− 1

0, k 6= 0, k 6= n−m− 1

Z, k = 0, k = n−m− 1

证明 首先考虑 0 = m < n = 1 的情况，注意到 S0 是两个离散的点，从而可见

S1 − ϕ(S0) ' S0

因为两段线可以形变收缩到两个离散的点，故

Hk(S
1 − ϕ(S0)) ∼= Hk(S

0) =

Z⊕ Z, k = 0

0, k > 0

现在考虑 m = 0, n > 1 的情况，此时我们还是知道

Sn − ϕ(S0) = Rn − {pt} ' Sn−1

最后一个同伦我们只需要观察到空间去掉原点之后可以看成从原点出发的射线的等价
类，全部形变收缩到 Sn−1 即可，于是

Hk(S
n − ϕ(S0)) ∼= Hk(S

n−1) ∼=


Z, k = 0, n− 1

0, k 6= 0, n− 1

现在我们考虑一般情况，我们令

Sm+ = {(x0, · · · , xm) ∈ Sm : xm ≥ 0}, Sm− = {(x0, · · · , xm) ∈ Sm : xm ≤ 0}

1实际上到后面我们会有更简单的方法，即约化同调群来规避掉对于 0 的额外讨论
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有
Sm+ ∩ Sm− = Sm, Sm+ ∩ Sm− ∼= Sm−1

于是可见
Sn − ϕ(Sm) =

(
Sn − ϕ(Sm+ )

)
∩
(
Sn − ϕ(Sm− )

)
而

Sn − ϕ(Sm−1 × {0}) =
(
Sn − ϕ(Sm+ )

)
∪
(
Sn − ϕ(Sm− )

)
拉出 M-V 序列

Hk+1(S
n − ϕ(Sm+ ))

⊕

Hk+1(S
n − ϕ(Sm− ))

Hk+1(S
n − ϕ(Sm−1 × {0}))

Hk(S
n − ϕ(Sm))

Hk(S
n − ϕ(Sm+ ))

⊕

Hk(S
n − ϕ(Sm− ))

由于 Sm+
∼= Sm−

∼= I，由命题 2.10.1 可见当 k > 0 时，都有

Hk(S
n − ϕ(Sm+ )) = Hk(S

n − ϕ(Sm− )) = 0

于是我们看到

Hk(S
n − ϕ(Sm)) ∼= Hk+1(S

n − ϕ(Sm−1)) ∼= · · · ∼= Hk+m(Sn − ϕ(S0))

然后利用 m = 0 的情况即可. 现在假设 k = 0，拉出低阶 M-V 序列，把已知的都代入，
得到

0 H1(S
n − ϕ(Sm−1 × {0}))

H0(S
n − ϕ(Sm)) Z⊕ Z H0(S

n − ϕ(Sm−1 × {0})) 0
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由归纳假设不难得到 H0(S
n − ϕ(Sm−1 × {0})) = Z，如此能读出

Ker
(
Z⊕ Z→ H0(S

n − ϕ(Sm−1 × {0}))
)
= Z

所以我们知道可以截出一段正合列

0→ H1(S
n − ϕ(Sm−1 × {0}))→ H0(S

n − ϕ(Sm))→ Z→ 0

由于 Z 是投射 Z-模，所以可见

H0(S
n − ϕ(Sm)) ∼= H1(S

n − ϕ(Sm−1))⊕ Z

而 H1 的情况我们已知，所以得证.

推论 2.10.3 令 n > 1，C 为 Rn 中同胚于 Sn−1 的子集，则 Rn − C 恰有两个分支，
C 是它们的公共边界.

证明 我们断言如果 U 为 Sn 的连通开集，那么 U 的任何点都不能分离 U . 设 p ∈ U
且 U − p 不连通，取一个中心在 p，半径为 R 的开球 BR，那么 BR − p 连通且同胚于
Rn − 0，所以 BR − p 在 U − p 的一个分支 C 中. 设 D 为 U − p 其余分支的并，因为
BR 是 p 一个不与 D 相交的邻域，所以 p 不是 D 的极限点. 因此 C ∪ {p} 和 D 分离
U，与 U 是连通开集矛盾，这就证明了断言.

显见 Rn ≈ Sn − p，取 p 为 Sn 的北极，由于 Sn − C 有两个分支 W1,W2，不妨
设 p ∈ W1，由上面的结果，W1 − p 连通，于是 W1 − p 和 W2 都是 Sn − p− C 的分
支，而 C 就是 W2 和 W1 − p 的拓扑边界.

最后，我们简单介绍一下 Alexander horned sphere.

他虽然满足 Jordan 分离定理，但是这个例子说明了这样一个同胚于 S2 的曲面嵌入到
R3 后，外部虽然一定连通，但可以不是单连通的. 具体的内容可以详见 The Alexander
Horned Sphere: A Wild Counterexample in Topology.

未定稿: 2026-08-26

https://www.youtube.com/watch?v=FGAA9Jq0RXA
https://www.youtube.com/watch?v=FGAA9Jq0RXA


74 第二章 同调论

此外，我们还可以证明下面的定理.

定理 2.10.4 (Brouwer Invariance of Domain) 设 U, V ⊂ Sn，ϕ : U → V 是同胚映
射，若 U ⊂ Sn 是开集，则 V ⊂ Sn 是开集.

证明 选定一个以 x 为中心的闭球 B ⊂ U，则我们可以考虑

B ϕ(B)

∂B ∼= Sn−1 A ∼= ϕ(Sn−1)

φ|B

⊂ ⊂

φ|∂B

上下都是同胚. 则 Jordan-Brouwer 分离定理告诉我们 Sn −A 有两个分支

Sn −A = (Sn − ϕ(B)) ∪ (ϕ(B)−A)

考虑 y = f(x)，考虑 y 所在的道路连通分支，即包含 y 且含于 V 的开集，从而 V 是
开集.

2.11 约化同调
设 X 是拓扑空间，我们可以考虑链复形

· · · Sk(X) Sk−1(X) · · · S1(X) S0(X) Z 0

P 1

ε(X)
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则若 X 6= ∅，则 ε(X) 是满射，可以验证 ε(X) ◦ ∂1(X) = 0，于是我们可以定义

S̃k(X) =

Ker ε(X), k = 0

Sk(X), k > 0

为 k-th reduced singular chain group. 考虑复形的短正合列

0 0 0 0

· · · S̃k(X) S̃k−1(X) · · · S̃1(X) S̃0(X) 0

· · · Sk(X) Sk−1(X) · · · S1(X) S0(X) 0

· · · 0 0 · · · 0 Z 0

0 0 0 0

= = =

ε(X)

我们记为
0→ S̃•(X)→ S•(X)→ Z→ 0

令
H̃k(X) := Hk(S̃•(X))

拉出其长正合列得到：

0

H̃k(X) Hk(X) 0

H̃k−1(X) · · · 0

H̃1(X) H1(X) 0

H̃0(X) H0(X) Z 0

可以看出，当 k > 0 的时候，有

H̃k(X) ∼= Hk
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而当 k = 0 时，有
0→ H̃0(X)→ H0(X)→ Z→ 0

由于 Z 投射，于是分裂，所以

H0(X) ∼= H̃0(X)⊕ Z

特别地，我们能看出
H0(X) ∼= Z ⇐⇒ H̃0(X) = 0

注记 2.11.1 其中 H0(X) → Z 可以视为 f∗ : H0(X) → H0({pt})，其中 f : X → {pt}
为到单点空间的常值映射.

现在我们来说明 Mayer-Vietoris 序列可以用约化同调来计算.

定理 2.11.2 设 (X1, X2) 为切除对，则可以用约化同调来计算 M-V 序列.

这个好处是只要你 X1, X2 取的好，那 k = 0 处就不需要再额外单独讨论，省去了
很多的麻烦，比如之前对于 Jordan-Brouwer 分离定理的证明中的许多讨论就可以利用
约化同调来简便计算.

证明 我们考虑正合列：

0 S1(X1 ∩X2) S1(X1)⊕ S1(X2) S1(X1 ∪X2) 0

0 S̃0(X1 ∩X2) S̃0(X1)⊕ S̃0(X2) S̃0(X1 ∪X2) 0

0 S0(X1 ∩X2) S0(X1)⊕ S0(X2) S0(X1 ∪X2) 0

0 Z Z⊕ Z Z 0

0 0 0 0 0

ε ε⊕ε ε

其中第二行是由第三行第四行应用蛇引理而来，从而正合，于是得到

0 S1(X1 ∩X2) S1(X1)⊕ S1(X2) S1(X1 ∪X2) 0

0 S̃0(X1 ∩X2) S̃0(X1)⊕ S̃0(X2) S̃0(X1 ∪X2) 0

0 0 0
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对这个链复形的短正合列拉出长正合列就得到我们所需的 M-V 序列：

H̃k(X1 ∩X2) H̃k(X1)⊕ H̃k(X2) H̃k(X1 ∪X2)

H̃k−1(X1 ∩X2) · · · H̃1(X1 ∪X2)

H̃0(X1 ∩X2) H̃0(X1)⊕ H̃0(X2) H̃0(X1 ∪X2) 0

2.12 相对同调

X 是拓扑空间，A ⊂ X 为子集，则我们可以考虑链复形的正合列

• • •

0 Sk+1(A) Sk+1(X) Sk+1(X)/Sk+1(A) 0

0 Sk(A) Sk(X) Sk(X)/Sk(A) 0

0 Sk−1(A) Sk−1(X) Sk−1(X)/Sk−1(A) 0

• • •

我们定义
Sk(X,A) := Sk(X)/Sk(A)

为 (X,A) 的相对奇异复形，定义

Hk(X,A) := Hk(S•(X,A))

对上面链复形的正合列拉长正合列得到：

• Hk+1(X,A)

Hk(A) Hk(X) Hk(X,A)

Hk−1(A) •
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如果我们有 A ⊂ B ⊂ X，则我们可以考虑正合列

0→ Sk(B)/Sk(A)→ Sk(X)/Sk(A)→ Sk(X)/Sk(B)→ 0

取长正合列得到
• Hk+1(X,B)

Hk(B,A) Hk(X,A) Hk(X,B)

Hk−1(B,A) •

同理，我们可以考虑对于相对同调的 Mayer-Vietoris 序列，在此之前我们先给出
切除对的另外一个定义.

定义 2.12.1 X 是拓扑空间，X1, X2 ⊂ X，若 S•(X1) + S•(X2)→ S•(X1 ∪X2) 是一
个链同伦等价，则称它为切除对. 等价地，如果对任意的 k ∈ Z，都有

i∗ : Hk(S•(X1) + S•(X2))→ Hk(X1 ∪X2)

是同构，则也是切除对.

注记 2.12.2 这里的等价可以用 mapping cones 来说明.

定理 2.12.3 (相对同调的 M-V序列) A1 ⊂ X1 ⊂ X，A2 ⊂ X2 ⊂ X，并且 (X1, X2) 与
(A1, A2) 都是切除对，则有长正合列

• Hk+1(X1 ∪X2, A1 ∪A2)

Hk(X1 ∩X2, A1 ∩A2) Hk(X1, A1)⊕Hk(X2, A2) Hk(X1 ∪X2, A1 ∪A2)

Hk−1(X1 ∩X2, A1 ∩A2) •

证明 我们定义

Ŝ• ((X1, X2), (A1, A2)) :=
S•(X1) + S•(X2)

S•(A1) + S•(A2)
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于是我们有链复形的交换图：

0 0 0

0 S•(A1 ∩A2) S•(A1)⊕ S•(A2) S•(A1) + S•(A2) 0

0 S•(X1 ∩X2) S•(X1)⊕ S•(X2) S•(X1) + S•(X2) 0

0 S•(X1 ∩X2, A1 ∩A2) S•(X1, A1)⊕ S•(X2, A2) Ŝ• ((X1, X2), (A1, A2)) 0

0 0 0

其中前两行是正合的，而每一列都是正合的，所以由 9-引理立刻知道第三行是正合的，
于是

0 0

S•(A1) + S•(A2) S•(A1 ∪A2)

S•(X1) + S•(X2) S•(X1 ∪X2)

Ŝ• ((X1, X2), (A1, A2)) S•(X1 ∪X2, A1 ∪A2)

0 0

∼=

∼=

∃!

我们知道存在链映射

Ŝ• ((X1, X2), (A1, A2))→ S•(X1 ∪X2, A1 ∪A2)

所以拉出两个正合列的长正合列，我们知道有

· · · · · ·

Hk(S•(A1) + S•(A2)) Hk(A1 ∪A2)

Hk(S•(X1) + S•(X2)) Hk(X1 ∪X2)

Hk(Ŝ• ((X1, X2), (A1, A2))) Hk(X1 ∪X2, A1 ∪A2)

Hk−1(S•(A1) + S•(A2)) Hk−1(A1 ∪A2)

· · · · · ·

∼=

∼=

α

∼=

5-引理告诉我

Hk(Ŝ• ((X1, X2), (A1, A2))) ∼= Hk(X1 ∪X2, A1 ∪A2)
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于是对正合列

0 S•(A1) + S•(A2) S•(X1) + S•(X2) Ŝ• ((X1, X2), (A1, A2)) 0

拉出长正合列，替换掉同调群就立刻得到.

如果我们考虑相对同调的约化同调会发生什么？考虑交换图

Sk(A) Sk(X) Sk(X,A)

Sk−1(A) Sk−1(X) Sk−1(X,A)

...
...

...

S0(A) S0(X) S0(X,A)

Z Z 0

0 0 0

ε(A) ε(X) ε(X,A)

id

只需要定义2

S̃•(X,A) =
S̃•(X)

S̃•(A)

然后我们可以定义
H̃k(X,A) := Hk(S̃•(X,A))

但是我们能看出来 S•(X,A) = S̃•(X,A)，于是可见：

命题 2.12.4 (约化相对同调与相对同调同构) H̃k(X,A) ∼= Hk(X,A).
2这里 S̃•(X) 定义为正常的 S•(X) 添加了 S̃−1(X) = Z.
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2.13 切除定理与相对同调的拓扑意义
定理 2.13.1 (切除定理) X 为拓扑空间，X1, X2 ⊂ X 为切除对，则含入映射

i : (X1, X1 ∩X2) ↪→ (X1 ∪X2, X2)

诱导了同构
i∗ : Hk(X1, X1 ∩X2)→ Hk(X1 ∪X2, X2), k ∈ Z

证明 注意

S•(X1, X1 ∩X2) =
S•(X1)

S•(X1 ∩X2)
=

S•(X1)

S•(X1) ∩ S•(X2)
∼=
S•(X1) + S•(X2)

S•(X2)

于是考虑交换图

0 S•(X2) S•(X1) + S•(X2)
S•(X1) + S•(X2)

S•(X2)
0

0 S•(X2) S•(X1 ∪X2) S•(X1 ∪X2, X2) 0

= ∼= ∃!

将右上角的同构替换过去得到

0 S•(X2) S•(X1) + S•(X2) S•(X1, X1 ∩X2) 0

0 S•(X2) S•(X1 ∪X2) S•(X1 ∪X2, X2) 0

= ∼= ∃!

拉出长正合列
· · · · · ·

Hk(X2) Hk(X2)

Hk(S•(X1) + S•(X2)) Hk(X1 ∪X2)

Hk(X1, X1 ∩X2) Hk(X1 ∪X2, X2)

Hk−1(X2) Hk−1(X2)

· · · · · ·

∼=

∼=

α

∼=

由 5-引理立刻得到结论.

未定稿: 2026-08-26



82 第二章 同调论

推论 2.13.2 X 为拓扑空间，A,B ⊂ X，满足 B ⊂ int A，则

Hk(X −B,A−B) ∼= Hk(X,A)

证明 由于 B ⊂ intA，可知

int(X −B) ∪ intA = X

于是 {X −B,A} 是切除对，再使用切除定理立刻得到结论.

现在我们来讨论相对同调的拓扑含义.

命题 2.13.3 若 A是 U 的强形变收缩核，令 π : U → U/A是商映射，则 π(A)是 U/A

的强形变收缩核.

引理 2.13.4 I 是局部紧 Hausdorff的，则若 π : X → Y 是商映射，则 π× idI : X×I →
Y × I 也是商映射.

定理 2.13.5 X 是拓扑空间，A ⊂ X 是闭集，U ⊂ X 为子空间，A ⊂ intU，A 是 U

的强形变收缩核，则有

π∗ : Hk(X,A)→ Hk(X/A, π(A)), ∀k ∈ Z

是同构，其中 π : X → X/A 是商映射.

证明 首先由于 A ⊂ U ⊂ X，作用 π 之后得到

π(A) ⊂ π(U) ⊂ π(X) = X/A
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我们对这三个东西使用相对同调的长正合列，得到

...
...

Hk(U,A) Hk(π(U), π(A))

Hk(X,A) Hk(X/A, π(A))

Hk(X,U) Hk(X/A, π(U))

Hk−1(U,A) Hk−1(π(U), π(A))

...
...

π∗

π∗

π∗

π∗

注意 A 是 U 的强形变收缩核，于是 Hk(A) ∼= Hk(U) 恒成立，由长正合列

Hk(A) Hk(U) Hk(U,A) Hk−1(A) Hk−1(U)
∼= ∼=

可以观察到 Hk(U,A) = 0，由命题 2.13.3 可知同理有 Hk(π(U), π(A)) = 0. 于是可见
证明的长正合列变成

...
...

0 0

Hk(X,A) Hk(X/A, π(A))

Hk(X,U) Hk(X/A, π(U))

0 0

...
...

π∗

π∗

π∗

π∗

而切除定理告诉我们

Hk(X −A,U −A) ∼= Hk(X,U), Hk(X/A− π(A), π(U)− π(A)) ∼= Hk(X/A, π(U))

再结合
π|X−A : X −A→ π(X −A)
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是同胚，我们得到

Hk(X,A) Hk(X,U) Hk(X −A,U −A)

Hk(X/A, π(A)) Hk(X/A, π(U) Hk(X/A− π(A), π(U)− π(A))

∼=

π∗ π∗

exc. ∼=

π∗,∼=

∼= exc. ∼=

按照 →,→, ↓,←,← 顺序走一圈发现全是同构，于是得到所求同构.

命题 2.13.6 X 是拓扑空间，P ∈ X 是任意一点，则有

Hk(X, {P}) ∼= H̃k(X), ∀k ∈ Z

证明 拉出 Hk({P})→ Hk(X)→ Hk(X, {P})的长正合列立刻得到 k > 1的情况，当
k = 1 时，注意

0→ H1(X)→ H1(X, {P})→ H0({P})→ H0(X)→ H0(X, {P})→ 0

由于嵌入 {P} ↪→ X 给出了单射 H0({P})→ H0(X)，于是可见

Im (H1(X, {P})→ H0({P})) = Ker (H0({P})→ H0(X)) = 0

所以正合列在此处截断，得到

0→ H1(X)→ H1(X, {P})→ 0

从而 H1(X, {P}) ∼= H1(X)，所以 k = 1 成立. 最后，k = 0 时，注意到

Im (H0({P})→ H0(X)) = ZC0

其中 C0 为 P 所在连通分支，于是可见

H0(X, {P}) ∼= H0(X)/ZC0
∼=
⊕
C 6=C0

ZC ∼= H̃0(X)

综上得证.

注记 2.13.7 利用约化同调可以十分容易计算，注意到约化相对同调和相对同调同构，
于是拉出约化同调的长正合列即可.
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2.14 单纯复形
定义 2.14.1 (单纯复形) 一个单纯复形 K 由以下元素组成：

(1) 顶点集 VK .

(2) VK 的某些非空有限子集构成的集合 K.

使得满足

(a) 对任意的 v ∈ VK，{v} ∈ K.

(b) 若 ∅ 6= s′ ⊂ s ∈ K，则 s′ ∈ K. 即 K 中元素向下封闭.

我们称 s ∈ K 为 q-simplex 如果 #s = q + 1，此时记

dim s := q

可见对 ∅ 6= s′ ⊂ s ∈ K，有

s = s′ ⇐⇒ dim s = dim s′

定义 K 的维数为

dimK :=

−1, K = ∅

sup{dim s : s ∈ K}, K 6= ∅

我们给出一些记号，令 K 是一个单纯复形，s ∈ K，则定义闭包为

s := {s′ : ∅ 6= s′ ⊂ s}

定义边界为
ṡ := {s′ : ∅ 6= s′ ( s}

以及对任意的 q ∈ N，定义

Kq := {s ∈ K : dim s ≤ q}

为 K 的 q-dimensional skeleton.
给定一个集合 X，W 是 X 的某些子集构成的集合，则我们可以定义 W 的 nerve

为

K(W) :=

{
s ⊂ W : 0 < #s <∞,

⋂
W∈s

W 6= ∅

}
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V (W) = {w ∈ W : w 6= ∅}

给定单纯复形 K1 与 K2，则我们可以定义其 join 为

K1 ∗K2 := (K1

∐
K2) ∪

{
s1
∐

s2 : s1 ∈ K1, s2 ∈ K2

}
我们称 K 是 finite，如果 K <∞.

定义 2.14.2 所有单纯复形可以构成单纯复形范畴 SC，其对象为所有单纯复形，给定
单纯复形 K1,K2，我们定义 Hom(K1,K2) 为所有从 K1 到 K2 的 单纯映射，即映射

ϕ : VK1 → VK2

满足对任意的 s ∈ K1，有
ϕ(s1) ∈ K2

给定 L ⊂ K ∈ SC，我们称 L 是 K 的 subcomplex，对对 ∅ 6= s′ ⊂ s ∈ L，有 s′ ∈ L.

于是我们可见之前所定义的 s, ṡ,Kq 都是 K 的子复形. 并且可见如果 {Lα}α∈A

是 K 的一族子复形，有
⋂
α∈A Lα 与

⋃
α∈A Lα 都是 K 的子复形.

Standard realization of simplicial complexes 现在令 K 是一个单纯复形，定义

|K| :=


{
α : Vk → [0, 1]

∣∣∑
v∈VK α(v) = 1, {v ∈ VK : α(v) 6= 0} ∈ K

}
, K 6= ∅

∅, K = ∅

其中，我们称 {v ∈ VK : α(v) 6= 0} 为 α 的 carrier. 对于 v ∈ VK，我们可以定义其特
征函数为

χ{v}(v
′) =

1, v′ = v

0, v′ 6= v

容易看出来 χ{v} ∈ |K|. 此时可以注意到对任意的 α ∈ |K|，都有

α =
∑
v∈VK

α(v)χ{v}

现在我们要给 |K| 赋予拓扑. 首先考虑给其上赋予一个度量之后得到 |K|d，对
∀α, β ∈ |K|，我们定义

d(α, β) =
∑
v∈VK

|α(v)− β(v)|

容易验证这是一个度量，于是其在 |K| 上可以诱导一个度量拓扑，得到拓扑空间 |K|d.
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现在对于 s ∈ K，我们定义

|s| := {α ∈ |K| : {v ∈ VK : α(v) 6= 0} ⊂ s}

为 closed simplex，定义

〈s〉 := {α ∈ |K| : {v ∈ VK : α(v) 6= 0} = s}

为 open simplex. 现在令 |s|d 为 |s| 从 |K|d 中继承下来的度量拓扑，可见同胚

|s|d ∼= ∆dimS

若 L ⊂ K 是子复形，则存在典范的含入

iKL : |L| → |K|, α 7→

Vk 3 v 7→
α(v), v ∈ VL
0, v /∈ VL


如果复形 K 只有有限个顶点，那么度量拓扑 |K|d 就足够完美了. 但是，如果 K

包含无限个单纯形，度量拓扑 |K|d 会产生一些不符合我们几何直觉的“病态”现象
(例如某些点列在度量下收敛，但它们穿过了无数个单纯形). 现在我们给 |K| 赋予由
{|s|d : s ∈ K} 装配含入映射诱导的弱拓扑3，赋予弱拓扑之后的拓扑空间仍然记为 |K|，
不难注意到

I(K) : |K| → |K|d, α 7→ α

是连续的，因为对任意的 s ∈ K，含入映射

I(K) ◦ ιs : |s|d → |K|d

都是连续的，则由弱拓扑的泛性质立刻得到结论. 这说明 |K| 的弱拓扑比度量拓扑更
加细致. 从而可见由于 |s|d 在 |K|d 中是闭集，从而 |s| 在 |K| 中是闭集. 并且由于
|K|d 是度量空间，从而 Hausdorff，于是可见 |K| Hausdorff.
对于 L ⊂ K 为子复形，我们可以说明 |L|d 在 |K|d 中是闭集. 任取 α ∈ |K| − |L|，

而由于 {v ∈ VK : α(v) 6= 0} ∈ K，所以是有限集，于是

{v ∈ VK : α(v) 6= 0} /∈ L

所以可以取
m := min

{v∈VK : α(v) 6=0}
α(v) > 0

3即终拓扑，这里的弱其实是指的是最细的拓扑，但是由于一些历史渊源还是称为这个名字.
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于是对任意的 β ∈ |K|，若 d(α, β) <
m

2
，则有

{v ∈ VK : α(v) 6= 0} ⊂ {v ∈ VK : β(v) 6= 0} =⇒ β /∈ |L|

所以 |K|d − |L|d 是开集，于是 |L|d 是闭集. 于是结合 I(K) 是连续函数，知道

|L| = I(K)−1(|L|d)

是 |K| 中弱拓扑下的闭集.

命题 2.14.3 Y 是拓扑空间，f : |K| → Y 为映射，则 TFAE：

(1) f 连续.

(2) f ||s| : |s|d → Y 连续，对任意的 s ∈ K 成立.

(3) f ||Kq| : |Kq| → Y 连续，对任意的 q ∈ N 成立.

证明 (1) 等价于 (2) 是弱拓扑的泛性质，而 (2) 等价于 (3) 只需要注意到 |Kq| 走遍
所有 q ∈ N 可以覆盖任意的 |s| 即可.

命题 2.14.4 对任意 A ⊂ |K|，存在 B ⊂ A 使得

#(B ∩ 〈s〉) =

1, A ∩ 〈s〉 6= ∅

0, A ∩ 〈s〉 = ∅

特别地，B ⊂ |K| 是一个离散闭集.

证明 首先注意到
|K| =

∐
s∈K
〈s〉

于是可见
A =

∐
s∈K

A ∩ 〈s〉

由选择公理，在每个有交处挑选出一个点就得到 B. 于是 B 的存在性得证，下面我们
要说明 B 是离散闭集，这是因为对任意的 B′ ⊂ B，B′ ∩ |s| 是一个至多有限集，而
|s| ∼= ∆dim s 是一个 Hausdorff 空间，从而 B′ 在 |s| 中是闭集，从而 B′ ⊂ |K| 是闭集，
故 B 的任意子集都是闭的，从而 B 离散.

推论 2.14.5 A ⊂ |K| 是紧集，则存在一个有限子复形 L ⊂ K 使得 A ⊂ |L|.

证明 反证，假设
SA := {s ∈ K : A ∩ 〈s〉 6= ∅}
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是一个无限集，则可以取出可数无穷个 {si}，令其为 B，则由上面命题可见 B 是 |K|
的离散闭集，从而也是 A 的离散闭集，但是注意到 A 是紧集，从而 B 也是紧的，但
是 B 是有可数个点的离散闭集，所以不可能是紧的，矛盾. 于是 SA 只能是有限集，
此时取

L =
⋃
s∈SA

s

即可.

最后，注意 | · | 与 | · |d 给出了从 SC 到拓扑空间范畴的两个协变函子，对态射的
作用为给定 ϕ : K1 → K2，定义为

|ϕ| = |ϕ|d : α 7→

v′ 7→ ∑
φ(v)=v′,v∈VK1

α(v)



2.15 细分
定义 2.15.1 拓扑空间 X 的一个三角剖分 (K, f) 由一个单纯复形 K 和一个同胚
f : |K| → X 构成. 在这种情况下，称 X 为 triangulable space或者 polyhedron. 拓
扑对 (X,A)的三角剖分 ((K,L), f)由单纯复形对 (K,L)与同胚 f : (|K|, |L|)→ (X,A)

构成. 若 (X,A) 有一个三角剖分，则称其为 polyhedral pair.

令 K 与 K ′ 为单纯复形，则任意映射

ψ : VK′ → |K|

诱导了映射

Ψψ : |K ′| → R⊕VK , α =
∑

v′∈VK′

α(v′)χ{v′} 7→
∑

v′∈VK′

α(v′)ψ(v′)

v′ VK′ |K|

χ{v′} |K ′| R⊕VK

ψ

Ψψ

立刻可以看到下面的命题成立：

命题 2.15.2 符号同上，ImΨψ ⊂ |K| ⇐⇒ ∀s′ ∈ K ′，都存在 s ∈ K 使得 ψ(s′) ⊂ |s|.
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并且我们可以额外唯一地选择 s 使得 Ψψ(〈s′〉) ⊂ 〈s〉.

证明 前面的等价在几何意义下是显然的，现在考虑有

ψ(s′) ⊂ |s0|

现在任给 x ∈ 〈s′〉，记为
x =

∑
x′∈s′

α(v′)χ{v′}

由于在内部，所以每一个 α(v′) 都非零，此时有

Ψψ(x) =
∑
v∈s′

α(v′)ψ(v′)

此时我们记
|s0| 3 ψ(v′) =

∑
w∈s0

βv′(w)w

于是有

Ψψ(x) =
∑
w∈s0

(∑
v′∈s′

α(v′)βv′(w)

)
w

想要 Cw =
∑
v′∈s′ α(v

′)βv′(w) > 0，只需要存在某一个 βv′(w) > 0 即可，而注意到
Cw 是否大于 0 与 x 的具体选择无关，所以对任意的 x ∈ 〈s′〉，满足 Cw > 0 的顶点集
都是固定的，我们记为 V0，则显然有 V0 ⊂ s0，考虑 V0 为顶点张成的单纯形 s，则有
Ψψ(〈s′〉) ⊂ 〈s〉.

于是我们会有一一对应：

{ψ : VK′ → |K| : ∀s′ ∈ K ′, ∃s ∈ K s. t. ψ(s′) ⊂ |s|}

{
Ψ: |K ′| → |K| : Ψ(

∑
v′∈VK′ α(v

′)χ{v′}) =
∑
v′∈VK′ α(v

′)Ψ(v′)
}

Ψ7→Ψ|V
K′ψ 7→Ψψ

定义 2.15.3 满足如上条件的映射 Ψ: |K ′| → |K| 被称为 piecewise affine. 一个
piecewise affine 映射 Ψ 被称为是 K 的细分 (subdivision)，如果 Ψ 是同胚.

定理 2.15.4 一个 piecewise affine map Ψ: |K ′| → |K|是 subdivision当且仅当 ∀s ∈ K，
都有

〈s〉 =
⋃

s′∈K′,Ψ(〈s′〉)⊂〈s〉

Ψ(〈s′〉)
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并且右边的并是有限并且两两无交.

证明 =⇒：对任意的 s′ ∈ K ′，知道存在唯一的 s ∈ K 使得 Φ(〈s′〉) ⊂ 〈s〉. 另一方面
由于 |s| 是紧的，从而结合 Ψ 是同胚，于是 Ψ−1(|s|) 是紧集，因此由推论 2.14.5 存在
至多有限个 s′ ∈ K ′ 使得 Ψ(〈s′〉) ⊂ |s|.

⇐=：首先满射是显然的，然后利用两两无交可以最终证明出单射，所以是双射.
对 ∀s ∈ K，定义

K ′(s) := {s′ ∈ K ′ : ∃s1 ⊂ s, s. t. Ψ(〈s′〉) ⊂ 〈s1〉} = {s′ ∈ K ′ : Ψ(〈s′〉) ⊂ |s|}

则 K ′(s) 是 K ′ 的子复形，因为若 ∅ 6= s′′ ⊂ s′ ∈ K ′(s)，则仍然有

Ψ(〈s′′〉) ⊂ Ψ(|s′′|) ⊂ Ψ(|s′|) = Ψ(〈s′〉) ⊂ |s| = |s|

于是可见 s′′ ∈ K ′(s)，所以有

|K ′| |K|

|K ′(s)| |s|

Ψ

⊆ ⊆

bijection

并且注意到
|s| =

∐
s1⊂s
〈s1〉

所以能看出来
K ′(s) =

⋃
s1⊂s
{s′ ∈ K ′ : Ψ(〈s′〉) ⊂ 〈s1〉}

由条件，后者每一个都是有限个，而 s 是有限的，所以 s1 也是有限个，所以 K ′(s) 是
有限子复形，从而其几何实现是紧空间. 考虑

|K ′(s)| → |s|

是一个从紧空间到 Hausdorff 空间的连续双射，从而是同胚，于是有

ι ◦Ψ−1 : |s| → |K ′(s)| → |K ′|

是连续的，由弱拓扑知道 Ψ−1 是连续的，同胚得证.

推论 2.15.5 令 K 是一个单纯复形，L ⊂ K 是一个子复形，并且有一个细分 Ψ: |K ′| →
|K|. 则存在唯一的子复形 L′ ⊂ K ′ 使得 Ψ||L′| 是从 |L|′ 到 |L| 的细分.
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证明 令
L′ := {s′ ∈ K ′ : Ψ(〈s′〉) ⊂ |L|}

很显然这是 K ′ 的子复形，并且有

Ψ(|L′|) ⊂ |L|

因此可见
Ψ||L′| : |L′| → |L|

是一个逐片仿射映射，并且对任意的 s ∈ L ⊂ K，都有

〈s〉 =
⋃

s′∈K′,Ψ(〈s′〉)⊂〈s〉

Ψ(〈s′〉) =
⋃

s′∈L′,Ψ(〈s′〉)⊂〈s〉

Ψ(〈s′〉)

因此由上面定理立刻得证.

我们称刚才得到的唯一的 L′ 被称为 L 的 induced subdivision，将其记为 K ′|L.
现在 (X,A) 是拓扑对，((K,L), f) 是 (X,A) 的三角剖分，若 Ψ: |K ′| → |K| 是细分，
则

((K ′,K ′|L), f ◦Ψ)

也是 (X,A) 的三角剖分.

推论 2.15.6 K 是单纯复形，s ∈ K，若给定一个细分

ψ : VK′ → |ṡ|

(注意这个小 ψ 等价于 Ψ: |K ′| → |ṡ|.) 则取 P ∈ 〈s〉，有

ψ̃ : VK′

∐
{∗} → |s| = |s|, v′ 7→ ψ(v), ∗ 7→ P

仍然是一个细分.

大致可以理解为把空心的几何体在内部加上一个点然后把空心填满，也可以考虑是

|K ′ ∗ {∗}| → |s|
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证明 首先，明确 ψ̃ 的定义域所在的单纯复形是 K ′ 与新顶点 {∗} 的锥复形，我们将
其记为 K̃ ′ := K ′ ∗ {∗}. 显然 ψ̃ 诱导了映射

Ψ̃ : |K̃ ′| → |s|

这是一个逐片仿射映射. 我们对目标复形中的任意单纯形 t ∈ s 分两种情况进行验证：
(1) 当 t ⊂ ṡ 时：因为 P ∈ 〈s〉 位于内部，任何包含 ∗ 的开单纯形（即 〈∗〉 或 〈s′ ∗ {∗}〉）
在 Ψ̃ 下的像都会落在 〈s〉 内部. 因此，像能被包含在 〈t〉 中的单纯形 s̃ ∈ K̃ ′ 只能来自
K ′. 于是有： ⋃

s̃∈K̃′,Ψ̃(〈s̃〉)⊂〈t〉

Ψ̃(〈s̃〉) =
⋃

s′∈K′,Ψ(〈s′〉)⊂〈t〉

Ψ(〈s′〉) = 〈t〉

最后一个等号是因为已知 Ψ: |K ′| → |ṡ| 是一个细分，根据定理直接得到，且该并集是
有限并且两两无交的.

(2)当 t = s时：此时，映射到 〈s〉内部的单纯形有且仅有 ∗和所有的开锥 〈s′∗{∗}〉.
于是有： ⋃

s̃∈K̃′,Ψ̃(〈s̃〉)⊂〈s〉

Ψ̃(〈s̃〉) = {P} ∪
⋃

s′∈K′

Ψ̃(〈s′ ∗ {∗}〉)

在几何上，因为 P 是凸多面体 |s| 的内点，开单纯形 〈s〉 内部的任意一点 x 要么是 P

本身，要么唯一地位于 P 与边界 |ṡ| 上某一点 y 的开线段 (P, y) 上. 又因为 Ψ 是 |ṡ|
的完美细分，边界点 y 必然唯一地属于某一个 Ψ(〈s′〉) 之中. 这意味着开线段 (P, y) 必
然唯一地属于像 Ψ̃(〈s′ ∗ {∗}〉) 之中. 因此，上述并集无遗漏且无重叠地覆盖了整个 〈s〉.
又由于 K ′ 只有有限个单纯形，该并集显然是有限的. 两种情况均完美满足定理中的等
式与不交条件，因此由上面定理立刻得证 Ψ̃ 仍然是一个细分.

K 是一个单纯复形，我们可以考虑 sdK，其顶点集定义为

VsdK =

{
b(s) : s = {v0, · · · , vk} ∈ K, b(s) =

1

k + 1

k∑
i=0

vi ∈ |K|

}

未定稿: 2026-08-26



94 第二章 同调论

满足如果 s0 ⊂ s1 ⊂ · · · ⊂ sq ∈ K，则

{b(s0), · · · , b(sq)} ∈ sdK

利用上面的推论可以验证
VsdK → |K|

是一个细分，称之为重心细分.

2.16 全子复形与强形变收缩核
现在我们的目标是证明，对于一个单纯复形 K，任意的子复形 L，都有 |L| 是其

在 |K| 中的一个邻域的强形变收缩核. 现在令

N := {s ∈ K : s ∩ VL = ∅}

不难看出它是 K 的最大的与 L 无交的子复形. 我们考察一些情况，

可以发现这种几种情况只需要去掉 N 就可以了，但是下面左侧这种情况就不行

但是做一次重心细分之后就可以了. 于是我们可以给出定义：

定义 2.16.1 称 L是K 的全子复形 (full subcomplex)，如果对 s = {v0, · · · , vq} ∈ K，
若 v0, · · · , vq ∈ VL，则 s ∈ L.
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我们定义 sdL = (sdK)|L.

引理 2.16.2 L 是 K 的子复形，则 sdL 是 sdK 的全子复形.

证明 考虑 si = {vi,0, · · · , vi,ni} ∈ K，满足 s0 ⊂ · · · ⊂ sk，令

b(si) =
1

ni + 1

ni∑
l=0

vi,l ∈ |K|

则有
{b(s0), · · · , b(sk)} = s ∈ sdK

现在如果 b(si) ∈ VsdL，则断言 si ∈ L，首先注意到

sdL = {s ∈ sdL : 〈s〉 ⊂ |L|}

注意到
L =

∐
t∈L
〈t〉

所以存在某个 t 使得 b(si) ∈ 〈t〉，但同时 b(si) ∈ 〈si〉，所以可见 t = si，故 si ∈ L，所
以由定义可见 s ∈ sdL.

引理 2.16.3 令 L 为 K 的全子复形，令 N := {s ∈ K : s ∩ VL = ∅}. 则对任意的
s ∈ K，都满足下面三种情况之一：

(1) s ∈ L.

(2) s ∈ N .

(3) 可以写成 s = s′ ∪ s′′，其中 s′ ∈ VL，s′′ ∈ VN .

证明 画个图想象一下即可，注意到 L 和 N 都是 K 的全子复形，讨论 s 的顶点分布
即可.

定理 2.16.4 (X,A) 为 polyhedral pair，则 A 它在 X 中一个邻域的强形变收缩核.

证明 我们假设 (X,A) = (|K|, |L|)，其中 L 是 K 的一个全子复形 (如果不是，做一
次重心细分即可). 我们要构造一个连续映射

F : (|K| − |N |)× [0, 1]→ |K| − |N |

给出了从 1|K|−|N | 到强形变收缩

r : |K| − |N | → |L|
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的同伦. 对任意的 α ∈ |K| − |N |，令

s = {v ∈ K : α(v) 6= 0} =⇒ α ∈ 〈s〉

引理 2.16.3 告诉我们
s = s′ ∪ s′′

其中 s′ = {v0, · · · , vp} ∈ L, s′′ = {vp+1, · · · , vq} ⊂ VN，而

α =

q∑
i=0

αivi, αi = α(vi) > 0

令

α′ :=

∑p
i=0 αivi∑p
i=0 αi

, α′′ :=

∑q
i=p+1 αivi∑q
i=p+1 αi

于是只需要定义
F (α, t) := (1− t)α+ tα′, t ∈ [0, 1]

可以看出来
F |(|s|−N)×[0,1]

是连续的. 我们断言 |K|× [0, 1]的乘积拓扑与 {|s|× [0, 1] : s ∈ K}诱导的弱拓扑是一样
的，从而可以说明 (|K|−|N |)× [0, 1]作为 |K|× [0, 1]的子空间拓扑与 (|s|−|N |)× [0, 1]

诱导的弱拓扑是一致的，从而可以说明 F 确实是在 (|K| − |N |) × [0, 1] 上连续，故
得证.

下面的引理给出了断言的成立.

引理 2.16.5 X 是一个集合，{Aα : α ∈ A} 是 X 的一个覆盖，并且每个 Aα 都有拓扑，
作为拓扑空间是紧 Hausdorff 的. I 是局部紧 Hausdorff 空间，则由 {Aα} 诱导出 X 的
弱拓扑再与 I 得到的乘积拓扑与 Aα × I 在乘积拓扑下诱导出 X × I 的弱拓扑一致.

证明 记 X × I 上的乘积拓扑为 τ∏，由 {Aα × I} 诱导的弱拓扑为 τw. 首先，对每个
α，包含映射 iα : Aα → X 连续，所以 iα × 1I : Aα × I → X × I 关于乘积拓扑连续.
因此若 U ∈ τ∏，则 U ∩ (Aα × I) 在 Aα × I 中开，所以 U ∈ τw. 故 τ∏ ⊂ τw，也就是
说，X × I 上的弱拓扑比乘积拓扑细.

反过来，只需证明：若 Z ⊂ X × I 满足对任意 α ∈ A，Z ∩ (Aα × I) 在 Aα × I 中
闭，则 Z 在乘积拓扑下闭. 取 (x0, t0) /∈ Z. 选取 α0 使得 x0 ∈ Aα0 . 因为 Z ∩ (Aα0 × I)
闭，且 {x0} 在 Hausdorff 空间 Aα0 中闭，所以 T = {t ∈ I : (x0, t) ∈ Z} 是 I 中的闭
集. 于是 G = I − T 是 t0 的开邻域. 由于局部紧 Hausdorff 空间是正则的，可取 t0 的
开邻域 V 使得 C = V 紧且 C ⊂ G. 于是 {x0} × C 与 Z 不交.
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定义
U = {x ∈ X : ({x} × C) ∩ Z = ∅}.

则 x0 ∈ U . 下面证明 U 在 X 的弱拓扑下开. 对任意 β ∈ A，有

Aβ − (U ∩Aβ) = pβ
(
Z ∩ (Aβ × C)

)
,

其中 pβ : Aβ × C → Aβ 是投影映射. 由于 Z ∩ (Aβ × I) 在 Aβ × I 中闭，所以
Z∩ (Aβ×C)在 Aβ×C 中闭. 又因为 Aβ 与 C 都紧，故 Aβ×C 紧，从而 Z∩ (Aβ×C)
紧. 其在连续映射 pβ 下的像紧，而 Aβ 是 Hausdorff 空间，所以这个像在 Aβ 中闭. 因
此 U ∩Aβ 在 Aβ 中开. 由 β 的任意性可知，U 在 X 的弱拓扑下开.
于是 U × V 是乘积拓扑下 (x0, t0) 的开邻域. 又因为 V ⊂ C，而对任意 x ∈ U 都

有 ({x} × C) ∩ Z = ∅，所以 (U × V ) ∩ Z = ∅. 这说明 X × I − Z 在乘积拓扑下开，
因此 Z 在乘积拓扑下闭. 故 τw ⊂ τ∏.
综上，τ∏ = τw.

引理 2.16.6 X 是拓扑空间，X1, X2 为 X 的闭集，若

r : V → X1 ∩X2

为强形变收缩，其中 V 是 X1 ∩ X2 在 X1 中的一个开邻域，则 V ∪ X2 为 X2 在
X1 ∪X2 中的开邻域，并且

r̃ : V ∪X2 → X2, p 7→

r(p), p ∈ V

p, p ∈ X2

为强形变收缩.

证明 注意
X1 ∪X2 − V ∪X2 = X1 − V ⊆

closed
X1 ⊆

closed
X

所以可见 X1 ∪X2 − V ∪X2 在 X1 ∪X2 中是闭集，所以 V ∪X2 在 X1 ∪X2 中是开
集. 现在令 h : V × [0, 1]→ V 为一个连续映射，使得 h(p, 0) = p，h(p, 1) = r(p)，并且
对 p ∈ X1 ∩X2 有 h(p, t) = p, ∀t ∈ [0, 1]. 现在定义

h̃ : (V ∪X2)× [0, 1] 7→ V ∪X2, (p, t) 7→

h(p, t), p ∈ V

p, p ∈ X2

容易说明 h̃ 是良定义的，并且 h̃(p, 0) = p，h̃(p, 1) = r̃(p). 最后容易说明 h̃ 是连续的.
故得证.
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定理 2.16.7 X 是拓扑空间，X1, X2 是 X 的闭集，并且 X1 ∩X2 为在 X1 中某开邻
域的强形变收缩核，则 (X1, X2) 是切除对.

证明 我们需要证明含入映射

(X1, X1 ∩X2) ↪→ (X1 ∪X2, X2)

对任意的 k ∈ Z 都诱导了同构

Hk(X1, X1 ∩X2)→ Hk(X1 ∪X2, X2)

首先我们注意到
Hk(X1, X1 ∩X2) ∼= Hk(X1, V )

考虑

Hk(X1 ∩X2) Hk(X1) Hk(X1, X1 ∩X2) Hk−1(X1 ∩X2) Hk−1(X1)

Hk(V ) Hk(X1) Hk(X1, V ) Hk−1(V ) Hk−1(X1)

∼= = ∼= =

应用 5-引理就得到同构. 同理可以说明

Hk(X1 ∪X2, X2) ∼= Hk(X1 ∪X2, V ∪X2), ∀k ∈ Z

另一方面，注意到 {X1 −X2, V ∪X2} 为 X1 ∪X2 的一个开覆盖，因此可见

(intX1∪X2
X1) ∪ (intX1∪X2

V ∪X2) = X1 ∪X2

所以可见 X1, V ∪X2 是切除对，因此可见

Hk(X1, V ) ∼= Hk(X1 ∪X2, V ∪X2), ∀k ∈ Z

综上得证.

推论 2.16.8 K 是单纯复形，K1,K2 是子复形，则 |K1| 与 |K2| 是切除对.

证明 只需要注意到 |K1| ∩ |K2| = |K1 ∩K2| 是 K1 的子复形，然后定理 2.16.4 知道
是在 |K1| 中开邻域的强形变收缩核，所以由定理 2.16.7 得证.
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2.17 有序单纯同调与 Mayer-Vietoris序列
对任意的 k ∈ N ∪ {0}，我们定义

K[k] := {s : ∅ 6= s ⊂ {0, 1, · · · , k}}

可见 |K[k]| ∼= ∆k.
令 K 是一个单纯复形，可以定义有序单纯链复形

Sord
• (K) : · · · → Sord

k (K)→ Sord
k−1(K)→ · · · → Sord

0 (K)→ 0→ · · ·

其中
Sord
k (K) := Z⊕ HomSC(VK[k],VK) ∼= Z⊕{[v0,··· ,vk] : {v0,··· ,vk}∈K}

注意后一种写法的 v0, · · · , vk 可以重复取. 我们定义其边缘映射为

∂ord
k (K) : Sord

k (K)→ Sord
k−1(K), [v0, · · · , vk] 7→


∑k
i=0(−1)i[v0, · · · , vk]i, k ∈ N

0, k < 0

其中
[v0, · · · , vk]i = [v0, · · · , v̂i, · · · , vk] ∈ Sord

k−1(K)

容易验证
∂ord
k−1(K) ◦ ∂ord

k (K) = 0

所以是链复形. 于是可见

Hord
k (K) :=

Ker ∂ord
k (K)

Im ∂ord
k+1(K)

同理有相对版本，给定 (K,L)，考虑其相对有序单纯复形 Sord
• (K,L) =

Sord
• (K)

Sord
• (L)

.

有自然的链映射

αk : S
ord
k (K)→ Sk(|K|), [v0, · · · , vk] 7→

(
∆k → |K|, (t0, · · · , tk) 7→

k∑
i=0

tivi

)

可见这是自然的单射.
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Mayer-Vietoris序列 考虑 K 是单纯复形，K1,K2 ⊂ K 为子复形，有

|K1| ∩ |K2| = |K1 ∩K2|, |K1| ∪ |K2| = |K1 ∪K2|

可以看到
Sord
• (K1) + Sord

• (K2) = Sord
• (K1 ∪K2)

于是会得到短正合列

0→ Sord
• (K1 ∩K2)→ Sord

• (K1)⊕ Sord
• (K2)→ Sord

• (K1 ∪K2)→ 0

于是会得到长正合列

· · · Hord
k+1(K1 ∪K2)

Hord
k (K1 ∩K2) Hord

k (K1)⊕Hord
k (K2) Hord

k (K1 ∪K2)

Hord
k−1(K1 ∩K2) · · ·

定理 2.17.1 K 是单纯复形，L ⊂ K 为子复形，则自然映射 α• : S
ord
k (K,L) →

Sk(|K|, |L|)，诱导的

α∗ : H
ord
k (K,L)→ Hk(|K|, |L|), k ∈ Z

是一个同构. 这允许我们使用三角剖分去计算相对同调.

证明 考虑正合列
Hord
k (L) Hk(|L|)

Hord
k (K) Hk(|K|)

Hord
k (K,L) Hk(|K|, |L|)

Hord
k−1(L) Hk−1(|L|)

Hord
k−2(L) Hk−1(|K|)

α∗

α∗

α∗

α∗

α∗

由 5-引理可以发现只需要证明绝对的情况，即 Hord
k K ∼= Hk(|K|). 当 #K <∞ 时，我

们对 #K 归纳，#K = 1 时显然. 现在假设对 #K − 1 成立，此时对 s0 ∈ K 为最高维
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度的单纯形，我们定义
L := {s ∈ K : s 6= s0}

可以看出来 L 是 K 的子复形，所以可见 #L = #K − 1 < #K，注意

K = L ∪ s0

从而会有 M-V 序列

Hord
k (L ∩ s0) Hk(|L ∩ s0|)

Hord
k (L)⊕Hord

k (s0) Hk(|L|)⊕Hk(|s0|)

Hord
k (K) Hk(|K|)

Hord
k−1(L ∩ s0) Hk−1(|L ∩ s0|)

Hord
k−1(L)⊕Hord

k−1(s0) Hk−1(|L|)⊕Hk−1(|s0|)

∼=

∼=

∼=

∼=

中间同构只需要证明
Hord
k (s0) ∼= Hk(|s0|)

即可，只需证明自然链映射

α• : S
ord
• (K[n]) −→ S•(|K[n]|)

诱导同构
α∗ : H

ord
k (K[n])

∼=−→ Hk(|K[n]|).

注意到
|K[n]| ∼= ∆n.

因此 |K[n]| 是可缩空间，所以奇异同调满足

Hk(|K[n]|) ∼=

Z, k = 0,

0, k > 0.

于是我们只需要说明有序单纯同调也满足相同的结论，并且 α∗ 在 H0 上对应恒等同
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构. 记
Ck := Sord

k (K[n]).

因为 K[n] 是完整的 n-单形，所以任意顶点列

[v0, . . . , vk], vi ∈ {0, 1, . . . , n},

都给出 Ck 的一个生成元. 这里允许顶点重复. 我们证明增广链复形

· · · −→ C2
∂2−→ C1

∂1−→ C0
ε−→ Z −→ 0

是正合的，其中
ε([v]) = 1.

这将推出

Hord
k (K[n]) ∼=

Z, k = 0,

0, k > 0.

取固定顶点 0 ∈ K[n]. 定义映射

hk : Ck −→ Ck+1, k ≥ 0,

为
hk([v0, . . . , vk]) = [0, v0, . . . , vk].

同时定义
h−1 : Z −→ C0

为
h−1(1) = [0].

我们验证
∂k+1hk + hk−1∂k = idCk , k ≥ 1.

对生成元 [v0, . . . , vk]，有

∂k+1hk([v0, . . . , vk]) = ∂k+1[0, v0, . . . , vk]

= [v0, . . . , vk] +

k∑
i=0

(−1)i+1[0, v0, . . . , v̂i, . . . , vk].
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另一方面，

hk−1∂k([v0, . . . , vk]) = hk−1

(
k∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vk]

)

=

k∑
i=0

(−1)i[0, v0, . . . , v̂i, . . . , vk].

两式相加，后面的求和项两两抵消，得到

(∂k+1hk + hk−1∂k)([v0, . . . , vk]) = [v0, . . . , vk].

因此
∂k+1hk + hk−1∂k = idCk .

对于 k = 0，我们需要验证
∂1h0 + h−1ε = idC0

.

对生成元 [v]，有
∂1h0([v]) = ∂1[0, v] = [v]− [0],

而
h−1ε([v]) = h−1(1) = [0].

因此
(∂1h0 + h−1ε)([v]) = [v]− [0] + [0] = [v].

所以
∂1h0 + h−1ε = idC0 .

又因为
εh−1(1) = ε([0]) = 1,

所以
εh−1 = idZ .

综上，增广链复形
· · · −→ C2

∂2−→ C1
∂1−→ C0

ε−→ Z −→ 0

是可缩的，从而是正合的. 因此

Hord
k (K[n]) ∼=

Z, k = 0,

0, k > 0.

未定稿: 2026-08-26



104 第二章 同调论

最后看自然映射
α0 : S

ord
0 (K[n])→ S0(|K[n]|).

它把顶点 [v] 送到对应的奇异 0-单形，即点 v ∈ |K[n]|. 在 H0 上，所有顶点都代表同
一个连通分支的生成元. 因此

α∗ : H
ord
0 (K[n])→ H0(|K[n]|)

是同构. 对于 k > 0，两边同调群都为 0，故 α∗ 也是同构. 因此，当 K = K[n] 是单个
单形时，

α∗ : H
ord
k (K[n])

∼=−→ Hk(|K[n]|)

对所有 k 都是同构.

综上得到有限复形的绝对情况，对于无穷情况，只需要注意到无穷情况是有限情
况的滤过余极限，从而由有限情况得证.

2.18 定向单纯同调

K 是单纯复形，k ∈ Z，我们定义

Ak := 〈[v0, · · · , vk]− sgn(s)[vs(0), · · · , vs(k)] : {v0, · · · , vk} ∈ K, s ∈ Sk+1〉

Dk := 〈[v0, · · · , vk] : ∃i 6= j s. t. vi = vj〉

令
Rk := Ak +Dk

为 Sord
k (K) 的子群. 经过一些机械的验证可以断言

∂k(K)Rk ⊂ Rk−1, ∀k ∈ Z

于是可以考虑
0→ R• → Sord

• (K)→ C•(K)→ 0

其中 Ck(K) =
Sord
k (K)

Rk
，于是可以得到链复形 C•(K)，其边缘映射记为 ∂•(K)，称

(C•(K), ∂k(K)) 为 K 的定向单纯链复形. 我们有典范的映射

µk : S
ord
k (K)→ Ck(K), [v0, · · · , vk] 7→ 〈v0, · · · , vk〉

未定稿: 2026-08-26



§2.18 定向单纯同调 105

我们可以看出对任意的 s ∈ Sk+1 都有

〈v0, · · · , vk〉 = sgn(s)〈vs(0), · · · , vs(k)〉

特别地，如果存在 vi = vj , i 6= j，则

〈v0, · · · , vk〉 = 0

现在我们给定 VK 的一个全序，则

{〈v0, · · · , vk〉 : {v0, · · · , vk} ∈ K, v0 < · · · < vk}

给出了 Ck(K) 的一组基. 现在我们称

Hk(K) :=
Ker ∂k(K)

Im ∂k+1(K)
, k ∈ Z

为 K 的定向单纯同调.
同样可以定义相对的版本：

C•(K,L) :=
C•(K)

C•(L)

同样可以定义约化的版本：

C̃k(K) :=


Ck, k ≥ 0

Z, k = −1

0, k < −1

也同样可以讨论定向同调的 Mayer-Vietoris 序列:

Hk(K1 ∩K2)
φ∗−−→ Hk(K1)⊕Hk(K2)

ψ∗−−→ Hk(K1 ∪K2)
δ−→ Hk−1(K1 ∩K2)

同样也有约化版本的

H̃k(K1 ∩K2)→ H̃k(K1)⊕ H̃k(K2)→ H̃k(K1 ∪K2)
δ−→ H̃k−1(K1 ∩K2)

定理 2.18.1 对任意的 K ∈ SC，链映射 µ•(K) : Sord
• (K)→ C•(K)是一个链同伦等价.

固定一个单纯复形 K. 令 C(K) 为 K 的所有子复形构成的范畴. 它的对象为

Ob(C(K)) = {L | L ⊂ K, L 是子复形}.
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若 L1, L2 ⊂ K，则

HomC(K)(L1, L2) =

{ι : L1 ↪→ L2}, L1 ⊂ L2,

∅, L1 6⊂ L2.

于是对每个 k ∈ Z，我们可以把
Sord
k , Ck

都看成从 C(K) 到 Ab 的协变函子：

L 7−→ Sord
k (L),

以及
L 7−→ Ck(L).

若 L1 ⊂ L2，则包含映射诱导

Sord
k (L1)→ Sord

k (L2),

以及
Ck(L1)→ Ck(L2).

对任意单形 s ∈ K，令
M = {s | s ∈ K}.

对每个 s ∈M，定义

Us = {[v0, . . . , vk] ∈ Sord
k (s) | {v0, . . . , vk} = s}.

记
Uk = {Us | s ∈M}.

那么 Sord
k 是 Uk-可表示的. 事实上，若 L ⊂ K，则 Sord

k (L) 的一个生成元形如

[v0, . . . , vk],

其中
{v0, . . . , vk} ∈ L.

令
s = {v0, . . . , vk}.
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§2.18 定向单纯同调 107

则有包含映射
ι : s ↪→ L,

并且
[v0, . . . , vk] = Sord

k (ι)([v0, . . . , vk]).

因此 Sord
k (L) 的每个生成元都由某个模型 s 上的生成元映来. 所以 Sord

k 是由这些模型
自由生成的函子.

现在给 VK 选定一个全序. 于是每个 k-单形

s = {v0, . . . , vk}

都可以唯一写成
v0 < · · · < vk.

令
Mk = {s | s ∈ K, dim s = k}.

对每个 s ∈Mk，其中

s = {v0, . . . , vk}, v0 < · · · < vk,

定义
Vs = {〈v0, . . . , vk〉} ⊂ Ck(s).

记
Vk = {Vs | s ∈Mk}.

那么 Ck 是 Vk-可表示的. 事实上，Ck(L) 的一组基由 L 中所有 k-单形的递增定向
给出：

{〈v0, . . . , vk〉 | {v0, . . . , vk} ∈ L, v0 < · · · < vk}.

每个这样的生成元都来自唯一的模型

{v0, . . . , vk} ↪→ L.

因此 Ck 也是由模型自由生成的函子.

我们考虑增广链复形

· · · −→ Sord
2 (L) −→ Sord

1 (L) −→ Sord
0 (L)

ε−→ Z −→ 0,
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其中
ε([v]) = 1.

同样，定向单纯链复形也有增广版本：

· · · −→ C2(L) −→ C1(L) −→ C0(L)
ε−→ Z −→ 0,

其中
ε(〈v〉) = 1.

如果 L = s 是一个单形及其所有面构成的子复形，那么 |s| 是一个几何单形，因此可
缩. 在链复形层面，也可以直接用锥算子证明它们正合. 取 s 的一个固定顶点 w，定义

hord
q : Sord

q (s) −→ Sord
q+1(s)

为
hord
q ([v0, . . . , vq]) = [w, v0, . . . , vq].

则可以验证
∂hord + hord∂ = id

在增广意义下成立.

类似地，在定向链复形中定义

hq(〈v0, . . . , vq〉) = 〈w, v0, . . . , vq〉,

其中如果出现重复顶点，则该项为 0. 同样可以验证增广链复形正合.

因此，对每个模型 s，两个增广链复形

Sord
• (s)→ Z

和
C•(s)→ Z

都是正合的.

自然映射
µ• : S

ord
• → C•

已经给出. 我们希望构造一个反向链映射

µ̂• : C• → Sord
• .
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由前面可知：

• Ck 是由模型自由生成的；

• 对每个模型 s，Sord
• (s) 的增广链复形是正合的.

因此由 acyclic model theorem，恒等映射

idZ : Z→ Z

可以延拓为链映射
µ̂• : C• → Sord

• .

也就是说，我们得到交换图

· · · C2 C1 C0 Z 0

· · · Sord
2 Sord

1 Sord
0 Z 0.

∂

µ̂2

∂

µ̂1

ε

µ̂0

∂ord ∂ord ε

首先考虑复合
µ•µ̂• : C• → C•.

它和恒等映射
idC• : C• → C•

都是从 C• 到 C• 的链映射，并且在 degree −1 上都等于

idZ .

又因为：

• Ck 是由模型自由生成的；

• 对每个模型 s，C•(s) 的增广链复形是正合的.

所以由 acyclic model theorem 的唯一性部分可知：

µ•µ̂• ' idC• .

同理，考虑另一个复合
µ̂•µ• : S

ord
• → Sord

• .

它和恒等映射
idSord

•
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都是从 Sord
• 到 Sord

• 的链映射，并且在 degree −1 上都等于

idZ .

又因为：

• Sord
k 是由模型自由生成的；

• 对每个模型 s，Sord
• (s) 的增广链复形是正合的.

所以再次由 acyclic model theorem 的唯一性部分可知：

µ̂•µ• ' idSord
•
.

也就是说，存在自然链同伦
Gk : S

ord
k → Sord

k+1

使得
∂ordGk +Gk−1∂

ord = µ̂kµk − idSord
k
.

因此
µ• : S

ord
• (K)→ C•(K)

是链同伦等价. 综上可见定理成立.

推论 2.18.2 K 是单纯复形，则对任意 k ∈ Z，有

Hk(K) ∼= Hord
k (K) ∼= Hk(|K|)

定义 2.18.3 X 是拓扑空间，若只有有限个 k ∈ Z 使得 Hk(X) 6= 0，则 X 的欧拉示
性数定义为

χ(X) :=
∑
k∈Z

(−1)k rankHk(X)

推论 2.18.4 X 是紧的 polyhedron，则上面的欧拉示性数是良定义的.

证明 此时存在有限单纯复形 K 使得 X ∼= |K|，所以用 Hk(K) 计算即可，而当 k 充
分大时 Ck(K) = 0.
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Euler–Poincaré公式 令 C• 是一个链复形，现在有两个自然的短正合列. 第一个是

0 −→ Zk(C•) −→ Ck
∂k−→ Bk−1(C•) −→ 0

第二个是
0 −→ Bk(C•) −→ Zk(C•) −→ Hk(C•) −→ 0

假设所有这些阿贝尔群都是有限秩的. 由于秩在短正合列上可加，即若

0→ A→ B → C → 0

是短正合列，则
rkB = rkA+ rkC,

于是由第一个短正合列得到

rkCk = rkZk(C•) + rkBk−1(C•).

由第二个短正合列得到

rkHk(C•) = rkZk(C•)− rkBk(C•).

因此 ∑
k∈Z

(−1)k rkHk(C•) =
∑
k∈Z

(−1)k (rkZk(C•)− rkBk(C•))

=
∑
k∈Z

(−1)k rkZk(C•)−
∑
k∈Z

(−1)k rkBk(C•).

对第二个求和式换指标，令 ` = k − 1，则

−
∑
k∈Z

(−1)k rkBk(C•) =
∑
k∈Z

(−1)k rkBk−1(C•).

所以 ∑
k∈Z

(−1)k rkHk(C•) =
∑
k∈Z

(−1)k (rkZk(C•) + rkBk−1(C•))

=
∑
k∈Z

(−1)k rkCk.

因此我们得到 Euler–Poincaré 公式：

∑
k∈Z

(−1)k rkCk =
∑
k∈Z

(−1)k rkHk(C•)
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这里通常要求 C• 是有限型并且只有有限多个非零链群，否则上述交错和需要额外
解释.

对于有限单纯复形 K，若 Ck(K) 是定向单纯链群，则

rkCk(K) = #K 中的 k-单形

于是
χ(K) = #

∑
k

(−1)k rkCk(K) =
∑
k

(−1)k rkHk(K)

这说明 Euler characteristic 不仅可以通过数顶点边面来算，也可以通过同调群来算.

2.19 单纯逼近
K 是单纯复形，对 v ∈ VK，我们定义

stv := {α ∈ |K| : α(v) 6= 0}

为 v 的 star. 可以验证
{stv : v ∈ Vk}

构成了 |K| 的开覆盖，道理在于对任意的 α ∈ |K|，可见

α ∈ stv ⇐⇒ α(v) 6= 0 ⇐⇒ ∃v ∈ s ∈ K s. t. α ∈ 〈s〉

所以可见
stv =

⋃
v∈s∈K

〈s〉

引理 2.19.1 K 是单纯复形，L ⊂ K 是子复形，v0, · · · , vq ∈ VK，则

{v0, · · · , vq} ∈ L ⇐⇒

(
q⋂
i=0

stvi

)
∩ |L| 6= ∅

证明 意思就是 {v0, · · · , vq} 在 L 中是一个单形当且仅当存在 |L| 中的一个点使得在
每一个 vi 上的权重都是正的. 比如说 α 在每个 vi 上都是正的，则很明显可以看出

{v0, · · · , vq} ⊂ {v ∈ L : α(v) 6= 0} ∈ L

所以很显然 {v0, · · · , vq} ∈ L，另一个方向是显然的.
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现在如果有两个单纯复形 K1,K2，假设存在一个连续映射

f : |K1| → |K2|

这里的 f 只是拓扑空间的连续映射，与 K1,K2 的单纯结构无关，我们的问题是是否
存在单纯映射可以逼近 f .

定义 2.19.2 单纯映射 ϕ : VK1 → VK2 称为是 f : |K1| → |K2| 的单纯逼近 (simplicial
approximation)，如果对任意的 α ∈ |K1|，f(α) ∈ 〈s〉, s ∈ K2，都有 |ϕ|(α) ∈ |s|.

定理 2.19.3 (单纯逼近与原映射同伦) 若 f 有单纯逼近 ϕ，则它们是同伦的.

证明 由于 f(α) 与 |ϕ|(α) 都在同一个单形 |s| 里面，而单形是凸的，所以可以直接使
用直线同伦，定义为

H(α, t) = (1− t)f(α) + t|ϕ|(α)

从而可见同伦.

引理 2.19.4 K1,K2 为单纯复形，f : |K1| → |K2| 为连续映射，则映射 (不要求单纯)

ϕ : VK1
→ VK2

是 f 的单纯逼近当且仅当

f(stK1v) ⊂ stK2ϕ(v), ∀v ∈ VK1

证明 =⇒ ：对 ∀α ∈ |K1|，存在唯一的 s2 ∈ K2，使得 f(α) ∈ 〈s2〉，因为 ϕ 是单纯
逼近，所以可见

|ϕ|(α) ∈ |s2| ⇐⇒ ∃s′2 ⊂ s2 s. t. |ϕ|(α) ∈ 〈s′2〉

现在如果 α ∈ stv，则 α(v) 6= 0，因此

|ϕ|(α)(ϕ(v)) =
∑

u∈VK1
,φ(u)=φ(v)

α(u) ≥ α(v) > 0

从而可见
ϕ(v) ∈ s′2 ⊂ s2

所以可见
f(α)(ϕ(v)) > 0 =⇒ f(α) ∈ stK2

ϕ(v)

⇐=：首先我们要说明 ϕ 自动是单纯映射，对任意的 s ∈ {v0, · · · , vq} ∈ K1，我
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们知道
q⋂
i=0

stK1vi 6= ∅

所以由引理 2.19.1 我们知道

∅ 6= f

(
q⋂
i=0

stK1
vi

)
⊆

q⋂
i=0

stK2
ϕ(vi)

所以可见 {ϕ(v0), · · · , ϕ(vq)} ∈ K2，所以单纯.
现在我们要说明对 ∀α ∈ |K1|，若 f(α) ∈ 〈s2〉，s2 ∈ K2，则 |ϕ|(α) ∈ |s2|. 现在令

s = {v ∈ VK1
: α(v) 6= 0} ∈ K1

我们知道
α ∈

⋂
v∈s

stK1
v

因此
f(α) ∈

⋂
v∈s

f(stK1v) ⊆
⋂
v∈s

stK2ϕ(v)

因此
ϕ(s) = {ϕ(v) : v ∈ s} ⊂ {w ∈ K2 : f(α)(w) 6= 0} = s2

于是可见

|ϕ|(α) ∈ |ϕ|(|s|) ⊂ |s2|

推论 2.19.5 K1,K2 为单纯复形，f : |K1| → |K2| 为连续映射，则 f 存在单纯逼近当
且仅当对任意 v ∈ VK1，存在 w ∈ VK2，使得

stK1
v ⊂ f−1 (stK2

w)

证明 =⇒ ：取 w = ϕ(v) 即可. ⇐= ：对任意的 v ∈ VK1
，定义 ϕ(v) 为任意满足条

件的 w ∈ VK2
.

推论 2.19.6 K1,K2 为单纯复形，K1 是有限复形，则对任意的连续映射 f : |K1| →
|K2|，存在 n ∈ N∗ 使得

|sdnK1| |K2|

|K1|
Ψ,homeo f
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存在单纯逼近 VsdnK1
→ VK2

.

证明 注意到 |K1| 是紧的，令 δ > 0 为 |K1| 的开覆盖 {f−1(stw) : w ∈ VK2
} 的

Lebesgue 数. 选择 n 充分大，使得 sdnK1 中每一个单纯形 s 都满足

diamΨ(|s|) < δ/2

现在对任意的 v ∈ sdnK1，考虑 x, y ∈ stv，存在单形 sx 3 v, sy 3 v 使得

x ∈ sx, y ∈ sy

于是可见

d(x, y) ≤ d(x, v) + d(y, v) <
δ

2
+
δ

2
= δ

从而可见
diam stv < δ

于是由 Lebesgue 引理与推论 2.19.5 立刻得证.

定理 2.19.7 (重心细分存在单纯逼近) 设 Ψ: |sdK| → |K| 为单纯复形 K 的重心细分，
则给定 VK 的一个全序，我们可以构造其单纯逼近为：

η : VsdK → VK , b(σ) 7→ maxσ, ∀σ ∈ K

其中 b(σ) 为 σ 的重心，maxσ 为 σ 顶点里面的全序意义下最大点.

2.20 Lefschetz-Hopf不动点定理
引理 2.20.1 K 是单纯复形，Ψ: |K ′| → |K| 是一个细分，而 η : VK′ → VK 是 Ψ 的单
纯逼近. 则存在链映射 τ• : C•(K)→ C•(K

′) 使得

(1) τ 是 η# : C•(K
′)→ C•(K) 的同伦逆.

(2) 对 K 的子复形 L，有 τk(Ck(L)) ⊂ Ck(K ′|L).

证明 令 C(K) 为由 K 的子复形及其包含映射组成的范畴，考虑两个增广链复形函子

C•(−), C•(K
′|−) : C(K) −→ Ab.

对每个 k，取模型族
Mk = {s | s ∈ K, dim s = k},
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其中 s 表示单形 s 及其所有面. 单形链函子 Ck(−) 由各模型 s 上的定向生成元自由生
成，因而是 expressible 的；同理，Ck(K ′|−) 由各个细分 K ′|s 中的定向 k-单形自由生
成，也是 expressible 的.
对每个模型 s，增广链复形

C•(s) −→ Z 和 C•(K
′|s) −→ Z

都是正合的，因为 s 及其细分的几何实现都是可缩空间.
从增广次数上的恒等映射 τ−1 = 1Z 出发，反复应用 Acyclic Model Theorem–A，

可构造自然链映射
τ• : C•(−) −→ C•(K

′|−).

取对象 L ⊆ K，自然性立即给出

τk(Ck(L)) ⊆ Ck(K ′|L),

这就是性质 (2).
另一方面，单纯逼近 η 给出自然链映射

η# : C•(K
′|−) −→ C•(−).

两个自然链映射
η#τ, 1C•(−)

在增广次数上相同. 由 Acyclic Model Theorem–B，它们链同伦：

η#τ ' 1C•(−).

同理，对 expressible 函子 C•(K
′|−) 再应用定理 B，得到

τη# ' 1C•(K′|−).

因此 τ 是 η# 的链同伦逆，性质 (1) 得证.

引理 2.20.2 K,K ′ 为单纯复形，Ψ: |K ′| → |K| 为逐片仿射映射，则有

d|K′|(α
′, β′) ≥ d|K|(Ψ(α′),Ψ(β′)), ∀α′, β′ ∈ |K ′|

注记 2.20.3 该引理说明逐片仿射映射 Ψ : |K ′| → |K| 是 1-Lipschitz 的，因此不会放
大距离. 特别地，对任意 A ⊆ |K ′|，都有 diamΨ(A) ≤ diamA. 所以细分后足够小的单
形或 star，经 Ψ 映到原复形中仍然足够小，这常用于结合 Lebesgue 数构造单纯逼近.
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证明 将 |K| 与 |K ′| 分别视为

R⊕VK 与 R⊕VK′

的子空间，并在这些空间上取 `1-范数

‖α‖ :=
∑
v∈VK

|α(v)|.

相应地，
d|K|(α, β) = ‖α− β‖, d|K′|(α

′, β′) = ‖α′ − β′‖.

由于 Ψ 在每个单形上都是仿射的，对任意 α′ ∈ |K ′|，都有

Ψ(α′) =
∑

v′∈VK′

α′(v′)Ψ(v′).

因此
Ψ(α′)−Ψ(β′) =

∑
v′∈VK′

(
α′(v′)− β′(v′)

)
Ψ(v′).

由三角不等式，

d|K|
(
Ψ(α′),Ψ(β′)

)
=

∥∥∥∥∥∥
∑

v′∈VK′

(
α′(v′)− β′(v′)

)
Ψ(v′)

∥∥∥∥∥∥
≤

∑
v′∈VK′

|α′(v′)− β′(v′)| · ‖Ψ(v′)‖.

注意到 Ψ(v′) ∈ |K|，故其重心坐标均非负且总和为 1，从而

‖Ψ(v′)‖ =
∑
v∈VK

Ψ(v′)(v) = 1.

所以
d|K|

(
Ψ(α′),Ψ(β′)

)
≤

∑
v′∈VK′

|α′(v′)− β′(v′)|

= ‖α′ − β′‖

= d|K′|(α
′, β′).

故

d|K′|(α
′, β′) ≥ d|K|

(
Ψ(α′),Ψ(β′)

)
.
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定理 2.20.4 (Lefschetz-Hopf不动点定理) X 是一个紧 polyhedron，f : X → X 是一
个没有不动点的连续映射，则

L(f) :=
∑
k∈Z

(−1)k tr (f∗k : Hk(X)→ Hk(X)) = 0

注记 2.20.5 我们需要解释一下这里 trace 的意思，注意到每一个

Hk(X) = Zrk ⊕ Tk

其中前者是自由部分后者是挠部分，注意挠元 Tk ⊗Z Q = 0，因此

Hk(X)⊗Z Q = Qrk

所以我们实际定义的是

tr(f∗k) := tr (f∗k ⊗ 1Q : Hk(X)⊗Z Q→ Hk(X)⊗Z Q)

后者就是普通的 Q-线性空间的迹.

证明 存在有限单纯复形 K0 使得 X ∼= |K0|

X |K0|

X |K0|

∼=

f fK0

∼=

使得 fK0 是连续映射，从而可以找到 a > 0 使得对任意的 x ∈ |K0|，都有

d|K0|(x, fK0
(x)) > a

再选择一个细分 Ψ0 : |K| → |K0| 使得下图交换

X |K0| |K|

X |K0| |K|

∼=

f fK0

Ψ0

fK

∼= Ψ0
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使得对 ∀s ∈ K，都有
diamΨ0(|s|) <

a

2

我们还要再选择一个细分 Ψ: |K ′| → |K| 使得 fK ◦Ψ 存在单纯逼近 ϕ : VK′ → VK .

X |K0| |K| |K ′|

X |K0| |K|

∼=

f fK0

Ψ0

fK

Ψ

|φ|∼fK◦Ψ

∼= Ψ0

我们断言，对 s ∈ K，s′ ∈ K ′，有

Ψ(|s′|) ⊂ |s| =⇒ (|ϕ|(|s′|)) ∩ |s| = ∅

反证若存在 α ∈ |s′| =⇒ Ψ(α) ∈ |s|，使得 |ϕ|(α) ∈ |s|. 我们要注意到

a < d|K0|(Ψ0 ◦Ψ(α), fK0(Ψ0 ◦Ψ(α)))

注意到
fK0
◦Ψ0 = Ψ0 ◦ fK

并且注意到 Ψ(α) 与 |ϕ|(α) 都落在 |s| 中，而 |ϕ| 是 fK ◦Ψ 的单纯逼近，所以落在同
一个单纯形之中，于是

a < d|K0|(Ψ0 ◦Ψ(α), fK0
(Ψ0 ◦Ψ(α)))

= d|K0|(Ψ0 ◦Ψ(α),Ψ0 ◦ fK ◦Ψ(α))

≤ d|K0|(Ψ0 ◦Ψ(α),Ψ0(|ϕ|(α))) + d|K0|(Ψ0(|ϕ|(α)),Ψ0 ◦ fK ◦Ψ(α))

<
a

2
+
a

2
= a

矛盾，所以断言得证.

设 X → |K0| 的同胚为 h，则可见

fK0
◦ h = h ◦ f =⇒ f∗ = h−1

∗ fK0∗h
−1
∗ =⇒ tr(f∗k) = tr(fK0∗k)

而注意到 Ψ0 也是同胚，同理

tr(fK0∗k) = tr(fK∗k)
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所以我们可以通过 fK∗ 来计算 f 的 Lefschetz 数.

选择 Ψ 的一个单纯逼近 η(将 Ψ 取为高阶重心细分 sdnK → K 即可，此时有标准
的单纯逼近)，

Hk(|K|) Hk(|K|)

Hk(|K ′|)

Hk(K) Hk(K)

Hk(K
′)

fK∗

∼= ∼=

Ψ∗=|η|∗ (fK◦Ψ)∗=|φ|∗

∼=

φ∗◦η−1
∗

η∗ φ∗

所以可见

L(f) = L(fK) =
∑
k∈Z

(−1)k tr
(
ϕ∗k ◦ η−1

∗k : Hk(K)→ Hk(K)
)

由引理 2.20.1 可知存在 τ 使得 η−1
∗ = τ∗，故

L(f) =
∑
k∈Z

(−1)k tr(ϕ∗k ◦ τ∗k)

而 Hopf 迹公式告诉我们

RHS =
∑
k∈Z

(−1)k tr(ϕ#k ◦ τk : Ck(K)→ Ck(K))

而由断言可以看出此映射对应矩阵中对角元都是 0，从而 trace 为 0，具体而言，对
∀s ∈ K，有交换图

Ck(s) Ck(K)

Ck(K
′) Ck(K)

Ck(K
′|s) Ck(Ns)

τk

τk

φ#k

φ#k

其中
Ns := {s̃ ∈ K : s̃ ∩ s = ∅}
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为与 s 无交的最大的 K 的子复形. 从而可见对任意的 k ∈ Z，都有

tr(ϕ#k ◦ τk) = 0

综上得证.

定理 2.20.6 (Hopf迹公式) 设 C• = (Ck, ∂k)k∈Z 是域 F 上的有界链复形，并且每个
Ck 都是有限维向量空间. 若

f• : C• → C•

是链映射，记其在同调群上诱导的映射为

f∗k : Hk(C•)→ Hk(C•),

则有 ∑
k∈Z

(−1)k tr(fk) =
∑
k∈Z

(−1)k tr(f∗k).

注记 2.20.7 Hopf 迹公式告诉我们：链映射在链群上的交错迹，只取决于它在同调群
上诱导的作用. 直观地说，链群中来自边界的部分会在相邻维数之间成对抵消，最后只
剩下真正的同调信息.

证明 记
Zk = Ker ∂k, Bk = im ∂k+1, Hk(C•) = Zk/Bk.

由于我们在域 F 上工作，可以选择子空间 H̃k ⊆ Zk 和 Lk ⊆ Ck，使得

Zk = Bk ⊕ H̃k, Ck = Zk ⊕ Lk.

因此得到直和分解
Ck = Bk ⊕ H̃k ⊕ Lk.

其中自然映射 H̃k → Zk/Bk 是同构，所以可以将 H̃k 视为同调群 Hk(C•) 的一个代表
空间.

我们先注意到，边界算子限制为同构

∂k|Lk : Lk
∼−→ Bk−1.

事实上，由于 Lk ∩ Zk = 0，该限制是单射；另一方面，im ∂k = Bk−1，并且 ∂k 在 Zk

上为零，所以该限制也是满射.
由于 f• 是链映射，有

∂kfk = fk−1∂k.
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因此 fk 保持闭链与边界，即

fk(Zk) ⊆ Zk, fk(Bk) ⊆ Bk.

关于分解
Ck = Bk ⊕ H̃k ⊕ Lk,

映射 fk 的矩阵是分块上三角矩阵. 记其三个对角块分别为

fBk : Bk → Bk, fHk : H̃k → H̃k, fLk : Lk → Lk.

于是
tr(fk) = tr(fBk ) + tr(fHk ) + tr(fLk ).

在同构 H̃k
∼= Hk(C•) 下，fHk 正好对应于同调群上的诱导映射 f∗k，所以

tr(fHk ) = tr(f∗k).

另一方面，由链映射条件可知下图交换：

Lk Lk

Bk−1 Bk−1.

fLk

∂k ∼ ∂k∼

fBk−1

因此 fLk 与 fBk−1 共轭，从而
tr(fLk ) = tr(fBk−1).

于是

∑
k(−1)k tr(fk) =

∑
k(−1)k tr(f∗k) +

∑
k(−1)k tr(fBk ) +

∑
k(−1)k tr(fBk−1)

=
∑
k(−1)k tr(f∗k)

因为令 j = k − 1，便有∑
k

(−1)k tr(fBk−1) = −
∑
j

(−1)j tr(fBj ),
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两个来自边界部分的交错迹恰好抵消. 因此

∑
k

(−1)k tr(fk) =
∑
k

(−1)k tr(f∗k).

注记 2.20.8 如果 C• 是有限生成自由 Z-模组成的有界链复形，则可以将整个链复形
张量上 Q，对

f• ⊗ 1Q : C• ⊗Z Q −→ C• ⊗Z Q

应用 Hopf 迹公式. 此时得到∑
k

(−1)k tr(fk) =
∑
k

(−1)k tr (f∗k ⊗ 1Q : Hk(C•)⊗Z Q→ Hk(C•)⊗Z Q) .

这正是 Lefschetz 数中 Hopf 迹公式的使用方式.

命题 2.20.9 X 是拓扑空间，A
i
↪→ X

r→ A 为收缩核，则有

(1) Hk(X) ∼= Hk(X,A)⊕Hk(A)，k ∈ Z.

(2) f : A→ A 为连续映射，若只有有限个 k 使得 rankHk(X) 6= 0，并且对任意的 k

都有 rankHk(X) <∞，则

L(f) = L(i ◦ f ◦ r)

证明 我们有长正合列

Hk+1(A)
i∗→ Hk+1(X)→ Hk+1(X,A)

∂∗→ Hk(A)

考虑
r ◦ i = 1A =⇒ r∗ ◦ i∗ = 1H•(A) =⇒ Ker i∗ = {0} = Im ∂∗

于是我们得到短正合列

0→ Hk(A)→ Hk(X)
j∗→ Hk(X,A)→ 0

而注意到这个正合列是分裂的，即存在

r∗ : Hk(X)→ Hk(A) s. t. r∗ ◦ i∗ = 1H•(A)
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从而我们知道有同构

Hk(X)
∼=→ Hk(X,A)⊕Hk(A), [z] 7→ (j∗([z]), r∗([z]))

现在注意到
(i ◦ f ◦ r)∗ = i∗ ◦ f∗ ◦ r∗

而由 trace 的可交换性得到

tr(i∗ ◦ f∗ ◦ r∗) = tr(r∗ ◦ i∗ ◦ f∗) = tr(f∗)

故得证.

推论 2.20.10 X 是紧 polyhedron，A ⊂ X 是收缩核，f : A→ A 是没有不动点的连续
映射，则可知 L(f) = 0.

证明 注意若
L(i ◦ f ◦ r) = L(f) 6= 0

则存在 x ∈ X 使得
A 3 i(f(r(x))) = x =⇒ r(x) = x

于是 f(x) = x，矛盾.

2.21 同调理论
Eilenberg-Steenrod Axioms Eilenberg–Steenrod 公理是一组用来公理化刻画同调
理论的基本性质. 其核心思想是：我们不必预先规定同调群必须由奇异链复形、单纯链
复形或胞腔链复形构造；只要一族函子满足这些公理，就可以将其视为一种同调理论.

同调理论的数据 记 Top2 为拓扑空间对所组成的范畴：

• 对象是空间对 (X,A)，其中 A ⊆ X；

• 态射
f : (X,A) −→ (Y,B)

是满足 f(A) ⊆ B 的连续映射.

一个同调理论首先由一族协变函子

Hn : Top2 −→ Ab, n ∈ Z

组成. 也就是说：
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• 对每个空间对 (X,A)，都有一个 Abel 群 Hn(X,A)；

• 对每个映射
f : (X,A) −→ (Y,B)

都有诱导同态
f∗ : Hn(X,A) −→ Hn(Y,B)

通常记
Hn(X) := Hn(X,∅)

此外，对每个空间对 (X,A)，还给定一个边缘同态

∂ : Hn(X,A) −→ Hn−1(A) = Hn−1(A,∅)

这些函子和边缘同态需要满足下面的公理.

注记 2.21.1 不同教材对 Eilenberg–Steenrod 公理的编号方式略有不同. 有的教材把
函子性和边缘同态的自然性包含在同调理论的定义中，有的则把它们单独列为公理；
有的教材还会单独列出加法公理.

1. 函子性与自然性 诱导映射满足函子性：

(idX)∗ = idHn(X,A), (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

边缘同态还应当关于映射自然. 若

f : (X,A) −→ (Y,B),

则下图交换：
Hn(X,A) Hn−1(A)

Hn(Y,B) Hn−1(B).

∂

f∗ (f |A)∗

∂

也就是说，
(f |A)∗ ◦ ∂ = ∂ ◦ f∗.

这表示先取边界再施加映射，与先施加映射再取边界，所得结果相同.
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2. 同伦公理
公理 2.21.2 (同伦公理) 若两个空间对之间的映射

f, g : (X,A) −→ (Y,B)

彼此同伦，则它们诱导相同的同态：

f∗ = g∗ : Hn(X,A) −→ Hn(Y,B).

3. 正合性公理
公理 2.21.3 (正合性公理) 对任意空间对 (X,A)，包含映射

i : A ↪→ X

以及空间对的典范映射
j : (X,∅) −→ (X,A)

诱导一个长正合序列

· · · −→ Hn(A)
i∗−→ Hn(X)

j∗−→ Hn(X,A)
∂−→ Hn−1(A)

i∗−→ Hn−1(X) −→ · · · .

4. 切除公理
公理 2.21.4 (切除公理) 设

U ⊆ A ⊆ X,

并且满足
U ⊆ int(A).

则包含映射
(X \ U,A \ U) ↪→ (X,A)

诱导同构
Hn(X \ U,A \ U)

∼=−→ Hn(X,A).

注记 2.21.5 切除公理说明，如果从 X 和 A 中同时删掉一块完全位于 A 内部的区域，
那么相对同调不会发生改变. 由于在相对同调 Hn(X,A) 中，A 中的链原本就被视为
零，因而删去 A 内部的一小块不应改变相对同调.

切除公理体现了同调理论的局部性. 它也是推出 Mayer–Vietoris 长正合序列的关
键工具. 当一个空间可以写成

X = U ∪ V
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时，Mayer–Vietoris 序列将 X 的同调与 U、V 和 U ∩ V 的同调联系起来，从而允许
我们把复杂空间切分成较简单的部分进行计算.

5. 维数公理
公理 2.21.6 (维数公理) 设 pt 是单点空间，G 是给定的系数群，则

Hn(pt) =

G, n = 0,

0, n 6= 0.

对于整数系数同调，取 G = Z，于是

H0(pt;Z) ∼= Z, Hn(pt;Z) = 0 (n 6= 0).

6. 加法公理
公理 2.21.7 (加法公理) 若空间 X 是一族空间的不交并

X =
∐
α∈I

Xα,

则各个包含映射 Xα ↪→ X 诱导自然同构⊕
α∈I

Hn(Xα)
∼=−→ Hn(X).

注记 2.21.8 加法公理说明，互不相交的空间分支之间不会相互产生同调关系，整个
空间的同调就是各个分支同调的直和.

各公理的直观意义 Eilenberg–Steenrod 公理可以概括如下：

公理 基本含义

函子性 连续映射能够自然地作用在同调群上

同伦公理 同调群只依赖于空间的同伦型

正合性公理 A、X 与 (X,A) 的同调信息彼此联系

切除公理 相对同调具有局部性，可以删去无关区域

维数公理 规定同调理论在单点空间上的归一化取值

加法公理 不交并的同调是各部分同调的直和

其中，正合性公理和切除公理尤其重要：

未定稿: 2026-08-26



128 第二章 同调论

• 正合性公理告诉我们不同同调群之间如何相互联系；

• 切除公理允许我们将空间切分成较简单的部分进行局部计算.

命题 2.21.9 B ⊂ A ⊂ X 为拓扑空间，则自然有

i : (A,B)→ (X,B), j : (X,B)→ (X,A)

则有自然的长正合列

Hq(A,B)→ Hq(X,B)→ Hq(X,A)→ Hq−1(A,B)

其中边缘映射由

Hq(X,A) Hq−1(A,B) (A,B)

Hq−1(A) (A,∅)

∂q(X,A,B)

∂q(X,A)

Hq−1(k)
k

给出.

定义 2.21.10 (紧支撑公理) 称同调理论 H 满足紧支撑公理，如果对任意空间对
(X,A)、任意 q ∈ Z 以及任意

z ∈ Hq(X,A),

都存在一个紧子空间对
(X ′, A′) ⊆ (X,A)

和一个同调类
z′ ∈ Hq(X

′, A′),

使得包含映射
i : (X ′, A′) ↪→ (X,A)

所诱导的同态满足
i∗(z

′) = z.

这里所谓 (X ′, A′) 是一个紧子空间对，是指

X ′ ⊆ X, A′ ⊆ A, A′ ⊆ X ′,

并且 X ′ 与 A′ 都是紧空间.
记

K(X,A) := {(X ′, A′) ⊆ (X,A) | (X ′, A′) 是紧子空间对} .
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在 K(X,A) 上按照包含关系排序：

(X1, A1) ≤ (X2, A2) ⇐⇒ X1 ⊆ X2, A1 ⊆ A2.

这个偏序集是有向的. 事实上，给定两个紧子空间对 (X1, A1) 和 (X2, A2)，则

(X1 ∪X2, A1 ∪A2)

仍然是 (X,A) 的紧子空间对，并且同时包含二者. 若

(X1, A1) ⊆ (X2, A2),

则包含映射诱导同态
Hq(X1, A1) −→ Hq(X2, A2).

因此，群族
{Hq(X

′, A′)}(X′,A′)∈K(X,A)

构成一个有向系统，可以取其直极限

lim−→
(X′,A′)∈K(X,A)

Hq(X
′, A′).

对每个紧子空间对 (X ′, A′) ⊆ (X,A)，包含映射给出

Hq(X
′, A′) −→ Hq(X,A).

这些同态彼此相容，因此由直极限的泛性质得到典范同态

Φq(X,A) : lim−→
(X′,A′)∈K(X,A)

Hq(X
′, A′) −→ Hq(X,A).

命题 2.21.11 同调理论
H =

(
(Hq), (∂q)

)
满足紧支撑公理，当且仅当对任意空间对 (X,A) 和任意 q ∈ Z，典范同态

Φq(X,A) : lim−→
(X′,A′)⊆(X,A)
(X′,A′) compact

Hq(X
′, A′) −→ Hq(X,A)
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是同构. 因此自然地有

Hq(X,A) ∼= lim−→
(X′,A′)⊆(X,A)
(X′,A′) compact

Hq(X
′, A′).

注记 2.21.12 这个命题说明，对于满足紧支撑公理的同调理论，任意空间对的同调群
都可以由其所有紧子空间对的同调群完全恢复：

Hq(X,A) ∼= lim−→
(X′,A′)⊆(X,A)
(X′,A′) compact

Hq(X
′, A′).

因而研究一般的、可能非紧的空间对时，可以先研究其中的紧子空间对，再通过直极
限将这些局部结果拼接起来.

2.22 胞腔同调
定理 2.22.1 H = (Hq, ∂q) 为一个同调理论，满足紧支撑公理，令 (X,A) 为拓扑空间
对，{Xs}s∈Z 为 X 的一族子空间，满足

(1) Xs = A，s < 0.

(2) Xs ⊂ Xs+1, s ∈ Z.

(3) 对任意的紧子集 C ⊂ X，都存在 s ∈ Z 使得 C ⊂ Xs.

(4) 若 q 6= s，则 Hq(Xs, Xs−1) = 0.

对任意的 q ∈ Z，定义
Cq := Hq(Xq, Xq−1)

∂q := ∂q(Xq, Xq−1, Xq−2) : Hq(Xq, Xq−1)→ Hq−1(Xq−1, Xq−2)

则有自然的同构
Hq(C•) ∼= Hq(X,A)

证明 (1) 我们断言

Hq(Xs, A) ∼=

Hq(X,A), s > q

0, s < q

考虑长正合列

Hq+1(Xs+1, Xs)→ Hq(Xs, A)→ Hq(Xs+1, A)→ Hq(Xs+1, Xs)

未定稿: 2026-08-26



§2.22 胞腔同调 131

若 s > q 或者 s < q − 1，则左右端都是 0，于是可见

Hq(Xs, A) ∼= Hq(Xs+1, A)

注意到 Hq(X−1, A) = {0}，从而归纳下去可见

Hq(Xs, A) = {0}, ∀s < q

另外一方面 q 可以一直变大，所以当 s > q，由紧支撑可见

Hq(Xs, A) ∼= Hq(Xs+1, A) ∼= · · · =⇒ Hq(Xs, A) ∼= lim−→
s∈∞

Hq(Xs, A) = Hq(X,A)

(2) 考虑正合列

Cq+1 = Hq+1(Xq+1, Xq)→ Hq(Xq, A)→ Hq(Xq+1, A)→ Hq(Xq+1, Xq) = 0

于是可见
Hq(Xq, A)→ Hq(Xq+1, A)

是满射，考虑

Hq(Xq−1, A) = 0

Cq+1 = Hq+1(Xq+1, Xq) Hq(Xq, A) Hq(Xq+1, A) ∼= Hq(X,A) 0

Cq = Hq(Xq, Xq−1)

Hq−1(Xq−2, A) = 0 Hq−1(Xq−1, A) Cq−1 = Hq−1(Xq−1, Xq−2)

γ

∂q+1
α

β
∂q

然后注意到

Hq(C•) =
Ker ∂q

Im ∂q+1
=

Kerβ
α(Im γ)

=
α(Hq(Xq, A))

α(Im γ)
∼=
Hq(Xq, A)

Im γ
= Hq(Xq+1, A) ∼= Hq(X,A)
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相对 CW复形
定义 2.22.2 令 Y 为拓扑空间，Z ⊂ Y 为闭集，n ∈ N，我们称 Y is obtained from Z

by adjoining n-cells {enj }j∈Jn，如果

(1) ∀j ∈ Jn，enj ⊂ Y .

(2) ėnj := enj ∩ Z，并且 Y 是 {enj − ėnj : j ∈ Jn} 与 Z 的无交并.

(3) Y 的拓扑与 {enj }j∈Jn ∪ {Z} 在 Y 上诱导的弱拓扑一致.

(4) 对任意的 j ∈ J，存在连续映射 ϕj : (B
n, Sn−1)→ (enj , ė

n
j )，称为 enj 的特征映射，

使得
ϕj(B

n) = enj

并且把 Bn − Sn−1 同胚地映射为 enj − ėnj，并且 enj 的拓扑与

ϕj : B
n → enj , ėnj → enj

诱导的弱拓扑一致.

对 ∀j ∈ Jn，令
fj = ϕj |Sn−1

则上面定义本质在说 ∐
j∈Jn

Sn−1 Z

∐
j∈Jn

Bn Y.

∐
fj

换句话说

Y ∼=

Z ∐
j∈Jn

Bnj

 / ∼, x ∼ fj(x), ∀x ∈ Sn−1
j

定义 2.22.3 (相对 CW复形) 相对 CW 复形 (X,A) 由以下数据组成：

(1) 拓扑空间 X 与闭子空间 A.

(2) 存在一列闭子空间 {Xk}k∈Z，使得

(a) k < 0 时 Xk = A.

(b) k ≥ 0 时，Xk 是由 Xk−1 加入 k-cells {ekj }j∈Jk 得到的.

(c) X =
⋃
k∈ZXk，并且 X 的拓扑与 {Xk}k∈Z 诱导的弱拓扑一致.
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考虑一个相对 CW 复形 (X,A)，下面假设 k ∈ N∗，我们知道 Xk−1 是 Xk 中一个
开邻域的强形变收缩核，只需要对每个 ekj − ėjk 中挖去一个小洞，然后收缩到边界上
即可，如图

于是定理 2.13.5 告诉我们

Hk(Xk, Xk−1) ∼= Hk(Xk/Xk−1, Xk−1/Xk−1)

注意到与一个点的相对同调就是绝对情况下的约化同调，故

Hk(Xk, Xk−1) ∼= H̃k(Xk/Xk−1)

而注意到 Xk/Xk−1 就是把所有的 k-cells 都通过一个点粘起来，也就是 #Jk 个 Sk 的
楔和. 利用 M-V 序列我们可以计算出这个同调，考虑下图开覆盖

由于 U1 ∩ U2 就是两个 Sk−1 的并，所以可见

H̃k(U1)⊕ H̃k(U2)→ H̃k(Xk/Xk−1)→ H̃k−1(S
k−1

∐
Sk−1)→ H̃k−1(U1)⊕Hk−1(U2)
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注意到 U1 ' Bk
∐
Bk，U2 可缩，于是

H̃k(U1) = H̃k(B
k)⊕ H̃k(B

k) = 0

同理可见 (k ≥ 2)
H̃k−1(U1) = 0

并且
H̃k(U2) = H̃k−1(U2) = 0

所以可见
H̃k(Xk/Xk−1) ∼= H̃k−1(S

k−1
∐

Sk−1) = Z⊕2

同理 #Jk 有限的情况都得到，无限的情况取余极限即可，最终可以得到

H̃k(Xk/Xk−1) ∼= Z⊕#Jk

而 k = 1 的情况单独处理，上面结论仍然成立.

现在我们考虑
ϕkj : (B

k
j , S

k−1
j )→ (Xk, Xk−1)

诱导了同调群上的映射

ϕkj ∗ : Hk(B
k
j , S

k−1
j )→ Hk(Xk, Xk−1)

从而得到 ⊕
j∈Jk

(ϕkj )∗ :
⊕
j∈Jk

Hk(B
k
j , S

k−1
j )→ Hk(Xk, Xk−1)

上面之前的讨论告诉我们这是一个同构，而注意到⊕
j∈Jk

Hk(B
k
j , S

k−1
j ) ∼= Ck(X,A) := Z⊕{ekj : j∈Jk}

我们想知道 Ck(X,A)→ Ck−1(X,A) 的边缘映射具体是怎么样的，还是要考虑交换图

Ck(X,A) = Z⊕{ekj : j∈Jk} Ck−1(X,A) = Z⊕{ek−1
j : j∈Jk−1}

⊕
j∈Jk Hk(B

k
j , S

k−1
j )

⊕
j∈Jk Hk−1(S

k−1
j )

⊕
j∈Jk−1

Hk−1(B
k−1
j , Sk−2

j )

Hk(Xk, Xk−1) Hk−1(Xk−1) Hk−1(Xk−1, Xk−2)

∼= ∼=
∼=

⊕(φkj )∗
(φkj |Sk−1

j
)∗ ∼=

∂∗ ι∗
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后面我摆了，有点难写，暂时略过.
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