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1 对拓扑空间的操作

首先我们来考虑乘积空间上的一些运算：对于内部和闭包来说

(𝐴 × 𝐵)◦ = 𝐴◦ × 𝐵◦, 𝐴 × 𝐵 = 𝐴 × 𝐵

对于乘积空间中的边界，我们有莱布尼茨律：

𝜕 (𝐴 × 𝐵) = 𝐴 × 𝜕𝐵 ∪ 𝜕𝐴 × 𝐵

在商空间上，我们需要知道的就是商空间上诱导的同伦：考虑 ∼与 ≈分别是 𝑋 与 𝑌 上的等价

关系，则如果 𝐻 : 𝐼 × 𝑋 → 𝑌 是一个同伦，满足：

𝑥 ∼ 𝑥′ ⇒ 𝐻 (𝑡, 𝑥) ≈ 𝐻 (𝑡, 𝑥′),∀𝑡 ∈ 𝐼

则存在 𝐻 : 𝐼 × 𝑋/∼ : 𝑌/≈使得下图交换

𝐼 × 𝑋 𝑌

𝐼 × 𝑋/∼ 𝑌/≈

𝐻

1×𝑞𝑋 𝑞𝑌

𝐻

我们可以很容易把这个 𝐻 构造出来，即

𝐻 (𝑡, [𝑥]) = [𝐻 (𝑡, 𝑥)]

剩下简单验证连续性即可.
我们现在需要了解一些新的空间种类，我们先引入一个空间偶范畴 Top2，其对象为一对拓扑空

间 (𝑋, 𝐴)，其中 𝐴 ⊂ 𝑋，对象之间的态射为 𝑓 : (𝑋, 𝐴) → (𝑌, 𝐵)，其中 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 是连续映射并且

𝑓 (𝐴) ⊂ 𝐵. 容易验证 Top2构成一个范畴.
一个特殊情况是带基点的空间pointed space，即 (𝑋, 𝐴) 中的 𝐴 为单点集，此时 𝑓 : (𝑋, 𝑥0) →

(𝑌, 𝑦0) 要求 𝑓 (𝑥0) = 𝑦0. 于是所有带基点空间即其态射构成了带基点空间范畴 Top∗，带基点空间范

畴中的态射也称之为保基点映射(basepoint preserving maps).
我们定义带基点空间的乘积空间为：

(𝑋, 𝑥0) × (𝑌, 𝑦0) = (𝑋 × 𝑌, (𝑥0, 𝑦0))

我们可以定义带基点空间的楔和(wedge sum)，也即单点并空间

(𝑋, 𝑥0) ∨ (𝑌, 𝑦0) = (𝑋 ∨ 𝑌, ∗) :=
(
𝑋
∐

𝑌/(𝑥0 ∼ 𝑦0), ∗ = [𝑥0] = [𝑦0]
)
� (𝑋 × {𝑦0} ∪ {𝑥0} × 𝑌, (𝑥0, 𝑦0))
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还可以定义带基点空间楔积(压缩积)(smash product)为：

(𝑋, 𝑥0) ∧ (𝑌, 𝑦0) = (𝑋 ∧ 𝑌, ∗) = (𝑋 × 𝑌/𝑋 ∨ 𝑌, ∗ = [𝑋 ∨ 𝑌 ])

将 𝑆1 ∨ 𝑆1，𝑆1 × 𝑆1和 𝑆1 ∧ 𝑆1嵌入到 R3中就分别得到了：

前两个都很好理解，最后一个我们放到 CW复形的时候详细说.
我们下面定义悬挂(双角锥)(suspension): 给定一个拓扑空间 𝑋，我们定义 𝑋 的悬挂 𝑆𝑋 为

𝑆𝑋 = 𝑋 × 𝐼/∼, (𝑥, 1) ∼ (𝑥′, 1) & (𝑥, 0) ∼ (𝑥′, 0)

我们还可以定义约化悬挂(reduced suspension)，这是对于带基点空间讨论的，对 (𝑋, 𝑥0)，定义

Σ𝑋 = 𝑆𝑋/{𝑥0} × 𝐼
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其基点就取 {𝑥0} × 𝐼 坍缩成的那个点，我们可以观察到

Σ𝑋 = 𝑋 ∧ 𝑆1

这是因为 𝑆1 = 𝐼/(0 ∼ 1)，所以我们知道

𝑋 ∧ 𝑆1 = 𝑋 × 𝐼/((𝑋 × {0, 1}) ∪ {𝑥0} × 𝐼) = Σ𝑋

下面定义锥(cone)，给定一个拓扑空间 𝑋，定义

𝐶𝑋 = 𝑋 × 𝐼/𝑋 × {0}

于是我们自然会有

𝑆𝑋 = 𝐶𝑋/𝑋 × {1}

实际上，悬挂在代数拓扑中是相对重要的，悬挂可以看成是一个函子 𝑆，对态射的作用由下图

得到：

𝑋 𝑋 × 𝐼 𝑆𝑋 = 𝑋 × 𝐼/∼

𝑌 𝑌 × 𝐼 𝑆𝑌 = 𝑌 × 𝐼/∼

𝑓

𝑞𝑋

𝑓×1 𝑆 𝑓= 𝑓×1

𝑞𝑌

最后我们可以定义两个空间的连接(join)，给定 𝑋,𝑌，我们定义

𝑋 ∗ 𝑌 = 𝑋 × 𝐼 × 𝑌/∼, (𝑥, 𝑦, 0) ∼ (𝑥, 𝑦′, 0) & (𝑥, 𝑦, 1) = (𝑥′, 𝑦, 1)
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2 CW复形

CW复形的名字来自其构造，其中C代表Closure-finite，即闭包有限型，W代表Weak topology，
即赋予弱拓扑. 但实际上这里的弱拓扑与我们常说的弱拓扑并不是同一种东西，由于一些历史因素
导致命名冲突，在后面讲到 CW复形的拓扑的时候我们再谈.

定义 2.1: CW复形

一个 CW复复复形形形是一个如下构造的空间 𝑋:

(1) 从一个离散空间 𝑋0出发，其中的点称为 𝑋 的 0-胞胞胞腔腔腔(0-cell).

(2) 归纳地从 𝑋𝑛−1 构造 𝑋𝑛，我们将 𝑛-胞胞胞腔腔腔(𝑛-cells) 𝑒𝑛𝛼 通过映射 𝜑𝛼 : 𝑆𝑛−1 → 𝑋𝑛−1 粘到 𝑋𝑛−1

上以得到 𝑋𝑛. 换句话说，𝑋𝑛 = 𝑋𝑛−1
∐
𝛼

𝐷𝑛
𝛼/(𝑥 ∼ 𝜑𝛼 (𝑥),∀𝑥 ∈ 𝜕𝐷𝑛

𝛼). 作为一个集合，

𝑋𝑛 = 𝑋𝑛−1
∐
𝛼

𝑒𝑛𝛼，其中 𝑛-胞腔 𝑒𝑛𝛼 是 𝑛维开圆盘.

(3) 这个过程可以在有限步内停止或者可数无穷地进行下去. 如果在有限步内停止，比如说
𝑛 步，我们就令 𝑋 = 𝑋𝑛; 如果是无穷步，我们令 𝑋 =

⋃
𝑛

𝑋𝑛. 在后一种情况中，我们赋

予 𝑋 弱弱弱拓拓拓扑扑扑(weak topology)：集合 𝐴 ⊂ 𝑋 是开集(或闭集)当且仅当 𝐴 ∩ 𝑋𝑛 是 𝑋𝑛 中的开

集(或闭集)，对于所有 𝑛成立.

如此构造的 𝑋 有时也称之为胞胞胞腔腔腔复复复形形形(cell complex).

Remark 2.1
上面提到的弱拓扑实际上是历史原因，我们可以将其理解为终拓扑，即由映射族

{𝑖𝑛 : 𝑋𝑛 ↩→ 𝑋}𝑛∈N

所决定的终拓扑，即 𝐴 ⊂ 𝑋 是开集当且仅当对所有的 𝑛， 𝑖−1
𝑛 (𝐴) = 𝐴 ∩ 𝑋𝑛 在 𝑋𝑛 中是开集.此

乃使得所有嵌入 𝑖𝑛连续的 𝑋上的最精细的拓扑，某种意义上认为是最强的拓扑.所以弱拓扑这
个名字的描述是不准确的，但是历史上我们如此称呼它，遂延续下来.

一个 naive的 CW复形的例子是取 𝑛 = 2：

基本的想法是：拓扑空间太复杂，那我们就取一些标准件来描述它，把标准件研究清楚就可以

把复杂的拓扑空间刻画明白. 我们下面来讨论一个重要的例子，即如何把二维环面看成是 CW复形.
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首先，一个环面可以由一个矩形对边粘起来得到：

我们从这个角度出发，构造 𝑋0为单点集，𝑋1为 𝑆1 ∨ 𝑆1，然后如图粘上一个圆盘就得到环面：

然后就可以照葫芦画瓢去画这些：

CW复形 𝑋 的每一个胞腔 𝑒𝑛𝛼 会有一个特征映射(characteristic map) Φ𝛼 : 𝐷𝑛
𝛼 → 𝑋，使得 Φ𝛼 作

为 𝜑𝛼的延拓，并且是从 (𝐷𝑛
𝛼)◦到 𝑒𝛼𝑛 的同胚.实际上我们可以显式地把Φ𝛼描述为下面的复合映射：

𝐷𝑛
𝛼 ↩→ 𝑋𝑛−1

∐
𝛼

𝐷𝑛
𝛼 ↠ 𝑋𝑛 ↩→ 𝑋
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一个 CW复形 𝑋 的子复形是指一个闭子空间 𝐴 ⊂ 𝑋，使得 𝐴是一堆胞腔的并. 由于 𝐴是闭的，

所以每一个 𝐴中胞腔的特征映射的像都在 𝐴中，特别地粘贴映射 𝜑𝛼的像也在 𝐴中，所以 𝐴自己就

成为一个 CW复形. 一个对 (𝑋, 𝐴)，满足 𝑋 是 CW复形，𝐴是 𝑋 的子复形，称为CW对(CW pair).
我们可以定义 CW复形之间的乘积：给定 CW复形 𝑋,𝑌，则 𝑋 ×𝑌 拥有 𝐶𝑊 复形的结构，其胞

腔为 𝑒𝑚𝛼 × 𝑒𝑚𝛽，其中 𝑒𝑛𝛼 取遍 𝑋 的胞腔，𝑒𝑛𝛽 取遍 𝑌 的胞腔.比如 𝑆1 × 𝑆1的胞腔结构就可以理解为

(𝑒0, 𝑒1
1) × (𝑒0, 𝑒1

2) = (𝑒0, 𝑒0 × 𝑒1
2 + 𝑒

1
1 × 𝑒

0, 𝑒2)

这是非正式的写法，但是你可以想象出来这个就是 𝑆1 ∨ 𝑆1再粘上一个圆盘，得到的就是环面.
对于一般的 CW复形 𝑋,𝑌，它们作为 CW复形的拓扑有时会比乘积拓扑要更细，但当 𝑋,𝑌 都

是有限的 CW复形的时候是一样的.
我们定义 CW复形的商(quotients)，如果 (𝑋, 𝐴)是一个 CW对，则商空间 𝑋/𝐴自然地继承了 𝑋

的胞腔结构：𝑋/𝐴 的胞腔就是 𝑋 中所有不被 𝐴 包含的胞腔添加上一个新的 0-胞腔(即 𝐴 在 𝑋/𝐴 中
的像).对于一个 𝑋 − 𝐴的胞腔 𝑒𝑛𝛼，其在 𝑋 中的粘贴映射为 𝜑𝛼 : 𝑆𝑛−1 → 𝑋𝑛−1，则对应在 𝑋/𝐴中的粘
贴映射为

𝑆𝑛−1 → 𝑋𝑛−1 ↠ 𝑋𝑛−1/𝐴𝑛−1

最后我们可以看一下压缩积在 CW 复形中是如何表现的. 如果 𝑋,𝑌 都是 CW复形，𝑥0, 𝑦0 都是

0-胞腔，我们给 𝑋 × 𝑌 赋予胞腔乘积拓扑，现在我们知道

𝑋 ∧ 𝑌 = 𝑋 × 𝑌/𝑋 ∨ 𝑌

其中 𝑋 ∨ 𝑌 视为 𝑋 × 𝑌 的子复形.
一个经典的例子就是球面的压缩积仍然为球面：我们先看如何通过 CW复形构造 𝑆𝑛，显然是一

个非常自然的过程，由于 𝑆𝑛 � 𝐷𝑛/𝜕𝐷𝑛，所以我们只需要两个胞腔，一个零位胞腔 𝑒0 和一个 𝑛 维

胞腔 𝑒𝑛，其中

{pt} = 𝑋0 = 𝑋1 = · · · = 𝑋𝑛−1 ⊂ 𝑋𝑛 = 𝑆𝑛

其中 𝑒𝑛 的粘贴映射为：𝜑 : 𝑆𝑛−1 → {pt}为常值映射，于是

𝑋𝑛 = 𝐷𝑛
∐

{pt}/(𝜕𝐷𝑛 ∪ {pt}) = 𝐷𝑛/𝜕𝐷𝑛 = 𝑆𝑛

于是我们知道 𝑆𝑚 ∧ 𝑆𝑛 的胞腔结构为
𝑆𝑚 × 𝑆𝑛/𝑆𝑚 ∨ 𝑆𝑛

的胞腔结构，𝑆𝑚 × 𝑆𝑛有一个 0-胞腔，一个 𝑚-胞腔，一个 𝑛-胞腔和一个 𝑚 + 𝑛-胞腔，𝑆𝑚 ∨ 𝑆𝑛有一个
0-胞腔，一个 𝑚-胞腔和一个 𝑛-胞腔，所以 𝑆𝑚 ∧ 𝑆𝑛有一个 0-胞腔和一个 𝑚 + 𝑛-胞腔，即 𝑆𝑚+𝑛，所以

我们得到

𝑆𝑚 ∧ 𝑆𝑛 = 𝑆𝑚+𝑛

我们知道一个有限的 CW复形很明显是紧的，那么问题来了，一个 CW复形的紧子空间是不是
包含在一个有限子复形里面呢？
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定理 2.1

一个 CW复形的紧子空间被包含在一个有限子复形里面.

证明: 我们首先证明 CW复形 𝑋 中的紧集 𝐶 最多只与 𝑋 的有限个胞腔相交. 反设存在一个无穷点
列 𝑥𝑖 ∈ 𝐶，其中的点位于不同的胞腔中. 那么集合 𝑆 = {𝑥1, 𝑥2, · · · }在 𝑋 中是闭集.
具体来说，对维数 𝑛 进行归纳，假设 𝑆 ∩ 𝑋𝑛−1 在 𝑋𝑛−1 中是闭集，那么对于 𝑋 的每个胞腔 𝑒𝑛𝛼，

𝜑−1
𝛼 (𝑆) 在 𝜕𝐷𝑛

𝛼 中是闭集，并且 Φ−1
𝛼 (𝑆) 在 𝐷𝑛

𝛼 中至多增加一个点，所以 Φ−1
𝛼 (𝑆) 在 𝐷𝑛

𝛼 中是闭集.因
此对每个 𝑛， 𝑆 ∩ 𝑋𝑛 在 𝑋𝑛 中是闭集，从而 𝑆在 𝑋 中是闭集.
相同的论证表明 𝑆 的任意子集都是闭集，所以 𝑆 具有离散拓扑.但 𝑆 是紧集 𝐶 的闭子集，因此

它也是紧的.所以 𝑆必须是有限集，这便产生矛盾.
由于 𝐶 包含于有限个胞腔的并集，我们只需证明有限个胞腔的并集包含于 𝑋 的一个有限子复

形中. 有限个有限子复形的并集仍然是有限子复形，所以问题归结为证明单个胞腔 𝑒𝑛𝛼 包含于一个有

限子复形中.
对于 𝑒𝑛𝛼，其粘贴映射 𝜑𝛼 的像是紧的，因此根据对维数的归纳，该像包含于一个有限子复形

𝐴 ⊂ 𝑋𝑛−1中. 所以 𝑒𝑛𝛼 包含于有限子复形 𝐴 ∪ 𝑒𝑛𝛼 中. □ □

现在我们彻底明白了 CW复形中的 C到底是什么含义了：每个胞腔的闭包只与有限多个其他胞
腔相交，这是前面命题的推论，因为一个胞腔的闭包是紧的，即为一个特征映射的像.

下面我们不加证明地引入一些关于 CW复形的性质，更详细的内容可以在 [1]中找到.

定理 2.2

给定一个 Hausdorff空间 𝑋 和一族映射 Φ𝛼 : 𝐷𝑛
𝛼 → 𝑋，则这些映射为 𝑋 上的一个 CW结构的

特征映射当且仅当：

(1) 每个 Φ𝛼限制在 int𝐷𝑛
𝛼上是一个同胚，其像为 𝑋 中的一个胞腔 𝑒𝑛𝛼 ⊂ 𝑋，这些胞腔两两不

交且它们的并集为 𝑋 .

(2) 对每个胞腔 𝑒𝑛𝛼，Φ𝛼 (𝜕𝐷𝑛
𝛼) 包含在有限个维度小于 𝑛的胞腔的并集中.

(3) 𝑋 的一个子集是闭集当且仅当它与 𝑋 中每个胞腔的闭包的交集为闭集。

定理 2.3

CW复形是 T4的.特别地是 Hausdorff的.
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3 映射同伦与空间伦型

所谓映射同伦就是在映射空间的连续变化，给定 𝑓 , 𝑔 : 𝑋 → 𝑌，称 𝑓 与 𝑔 是同伦(homotopic)，
或者为了与后面提到的相对同伦作比较，我们也有时称之为自由同伦(freely homotopic)，是指存在
一个连续函数 𝐻 : 𝑋 × 𝐼 → 𝑌，使得

𝐻 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝐻 (𝑥, 1) = 𝑔(𝑥)

记为 𝐻 : 𝑓 ≃ ℎ或者 𝑓 ≃𝐻 𝑔，其中 𝐻 为从 𝑓 到 𝑔 的一个同伦(homotopy). 在不强调具体的同伦的时
候，记为 𝑓 ≃ 𝑔.

定义 3.1: Congruence

范畴 𝒞上的一个同同同余余余(congruence)是指Mor(𝒞) 上的一个等价关系：

(1) 𝑓 ∈ Hom(𝐴, 𝐵)，则 𝑓 ∼ 𝑓 ′ =⇒ 𝑓 ′ ∈ Hom(𝐴, 𝐵).

(2) 𝑓 ∼ 𝑓 ′，𝑔 ∼ 𝑔′，则如果 𝑔 ◦ 𝑓 存在，有 𝑔 ◦ 𝑓 ∼ 𝑔′ ◦ 𝑓 ′.
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4 基本群
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5 van Kampen定理及其应用
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6 覆叠空间

定义 6.1:覆叠空间

设 𝐸 和 𝐵 都是道路连通且局部道路连通的拓扑空间，有 𝜌 : 𝐸 → 𝐵 连通. 若 ∀𝑏 ∈ 𝐵，存在开
邻域 𝑈 使得 𝜌−1(𝑈) 是 𝐸 上一组互不相交的开集 {𝑉𝜆 | 𝜆 ∈ Λ}的并集，并且 𝜌 把每个 𝑉𝜆 同胚

地映到 𝑈，则称 𝜌 是一个覆覆覆叠叠叠映映映射射射，称 (𝐸, 𝜌) 是 𝐵 上的一个覆覆覆叠叠叠空空空间间间，称 𝐵 为该覆叠空间

的底底底空空空间间间，称具有上述性质的开集𝑈 为该覆叠空间的一个基基基本本本邻邻邻域域域.

从定义我们可以立刻得到如下性质：

(1) ∀𝑏 ∈ 𝐵，纤维 𝜌−1(𝑏) 是 𝐸 中的离散子空间.

(2) 𝜌是局部同胚.

(3) 𝜌是满射，且是开映射，从而 𝜌 : 𝐸 → 𝐵是商映射，𝐵具有商拓扑.

由于底空间 𝐵 是局部道路连通的，所以任意点都存在道路连通的基本邻域 𝑈，此时 𝑉𝜆 就是

𝜌−1(𝑈) 的道路连通分支，简称 𝑉𝜆 为 𝜌−1(𝑈) 的分支. 在下面的讨论中，我们总是假设所取的基本邻
域都是道路连通的.

定义 6.2:提升

设 𝜌 : 𝐸 → 𝐵为覆叠映射， 𝑓 : 𝑋 → 𝐵连续，若存在 𝑓̃ : 𝑋 → 𝐸 使得 𝜌 ◦ 𝑓̃ = 𝑓，则称 𝑓̃ 为 𝑓 的

一个提提提升升升.
𝐸

𝑋

𝐵

𝜌

𝑓̃

𝑓

定理 6.1:提升唯一性定理

设 𝜌 : 𝐸 → 𝐵为覆叠映射，𝑋 为连通空间， 𝑓 : 𝑋 → 𝐵为连续映射. 若 𝑓̃1 与 𝑓̃2 都是 𝑓 的提升，

且存在 𝑥0 ∈ 𝑋 使得 𝑓̃1(𝑥0) = 𝑓̃2(𝑥0)，则 𝑓̃1 = 𝑓̃2.

证明: 只需要令

𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓̃1(𝑥) = 𝑓̃2(𝑥)}

然后证明 𝐴既开又闭就可以了.开的话利用 𝐸 中一个点附近的基本邻域嵌入 𝐵再利用交换图拉回到

𝑋 中说明. 闭的话证明补集是开集同理可证. □
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定理 6.2:覆叠道路提升引理

设 (𝐸, 𝜌) 为 𝐵 的覆叠空间，𝑏0 ∈ 𝐵，有 𝜎 : (𝐼, 0) → (𝐵, 𝑏0) 为 𝐵 中道路. 任取 𝑒0 ∈ 𝜌−1(𝑏0)，
则唯一存在 𝐸 中道路 𝜎̃ : (𝐼, 0) → (𝐸, 𝑒0)使得 𝜎̃是 𝜎的以 𝑒0为起点的道路提升.

证明: ∀𝑥 ∈ 𝐵,取 𝑥 的一个基本邻域 𝑈𝑥 ,则 {𝜎−1(𝑈𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐵} 是 𝐼 的开覆盖.由勒贝格引理,存在 𝐼

的一个分割 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛 = 1,使得每个 𝐼 𝑗 = [𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗 ] 含于某个 𝜎−1(𝑈𝑥), 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛, 𝑥 ∈ 𝑋 . 下
面逐段来提升 𝜎.

首先在 𝐼1 上提升 𝜎 |𝐼1 . 对于 𝑏0 的道路连通的基本邻域 𝑈𝑏0 ,取 𝑝−1(𝑈𝑏0) 的包含 𝑒0 的分支 𝑉1. 令
𝜎̃1 : 𝐼1 → 𝐸 ,对任意 𝑡 ∈ 𝐼1, 𝜎̃1(𝑡) = 𝑝 |−1

𝑉1
◦ 𝜎(𝑡),则 𝜎̃1连续, 𝜎̃1(0) = 𝑒0, 𝑝 ◦ 𝜎̃1 = 𝜎 |𝐼1 .

假设 𝜎̃𝑖 : [0, 𝑡𝑖] → 𝐸 已有定义,满足 𝜎̃𝑖 (0) = 𝑒0, 𝑝 ◦ 𝜎̃𝑖 = 𝜎 | [0,𝑡𝑖] .
设 𝜎(𝐼𝑖+1) 含于基本邻域 𝑈, 取 𝑝−1(𝑈) 的包含 𝜎̃𝑖 (𝑡𝑖) 的分支 𝑉 . 令 𝜏 : 𝐼𝑖+1 → 𝐸 , 对于 𝑡 ∈ 𝐼𝑖+1,

𝜏(𝑡) = 𝑝 |−1
𝑉 ◦ 𝜎(𝑡),则 𝜏(𝑡𝑖) = 𝑝 |−1

𝑉 ◦ 𝜎(𝑡𝑖) = 𝜎̃𝑖 (𝑡𝑖),从而 𝜎̃𝑖 和 𝜏可乘.令 𝜎𝑖+1 : [0, 𝑡𝑖+1] → 𝐸 ,

𝜎𝑖+1(𝑡) =

𝜎̃𝑖 (𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑖],

𝜏(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1],

则 𝜎𝑖+1连续, 𝜎𝑖+1(0) = 𝑒0, 𝑝 ◦ 𝜎𝑖+1 = 𝜎 | [0,𝑡𝑖+1] .
最后,所得的道路 𝜎̃ = 𝜎̃𝑛 : 𝐼 → 𝐸 即为所求.提升的唯一性由提升唯一性定理保证. □

定理 6.3:覆盖同伦提升定理

设 (𝐸, 𝜌) 为 𝐵 的覆叠空间，𝑏0 ∈ 𝐵，𝑒0 ∈ 𝜌−1(𝑏0). 𝑋 是局部连通空间，𝑥0 ∈ 𝑋，连续映射

𝑓 : (𝑋, 𝑥0) → (𝐵, 𝑏0) 存在提升 𝑓̃ : (𝑋, 𝑥0) → (𝐸, 𝑒0). 若进一步有 𝐻 : 𝑓 ≃ 𝑔，则存在 𝐻 的唯一

提升 𝐻 : 𝑋 × 𝐼 → 𝐸，使得 𝐻 (𝑥, 0) = 𝑓̃ (𝑥).
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7 覆叠空间的基本群

定理 7.1

设 𝜌 : 𝐸 → 𝐵为覆叠映射，𝑏0 ∈ 𝐵，𝑒0 ∈ 𝜌−1(𝑏0)，则

𝜌∗ : 𝜋1(𝐸, 𝑒0) → 𝜋1(𝐵, 𝑏0)

为单同态.

证明: 设 ⟨𝜎̃⟩, ⟨𝜏⟩ ∈ 𝜋1(𝐸, 𝑒0). 若 𝑝∗⟨𝜎̃⟩ = 𝑝∗⟨𝜏⟩,则

𝜎 = 𝑝 ◦ 𝜎̃ ≃𝑝 𝑝 ◦ 𝜏 = 𝜏,

即有定端同伦 𝐻 : 𝜎 ≃𝑝 𝜏. 往证 ⟨𝜎̃⟩ = ⟨𝜏⟩.
由覆盖同伦提升定理, 存在 𝐻 的唯一提升 𝐻̃ : 𝐼 × 𝐼 → 𝐸 , 使得对任意 𝑠 ∈ 𝐼, 𝐻̃ (𝑠, 0) = 𝜎̃(𝑠).

又对任意 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑝 ◦ (𝐻̃ (0, 𝑡)) = 𝐻 (0, 𝑡) = 𝑏0, 而 {0} × 𝐼 是连通的, 故 𝐻̃ (0, 𝑡) = {𝑒0}; 同理, ∀𝑡 ∈ 𝐼,
𝐻̃ (1, 𝑡) = {𝑒0}. 这样, 𝜎̃和 𝜏分别是 𝜎和 𝜏的以 𝑒0为基点的提升,且 𝐻̃ : 𝜎̃ ≃𝑝 𝜏,即 𝑝∗是单同态. □

定理 7.2:纤维基数相同

设 (𝐸, 𝜌) 为 𝐵的覆叠空间，则对任意的 𝑏 ∈ 𝐵，𝜌−1(𝑏)的基数都相等.

证明: 往证对任意 𝑏0, 𝑏1 ∈ 𝐵，在集合 𝜌−1(𝑏0) 和 𝜌−1(𝑏1) 之间存在一个双射.
设 𝛼是 𝐵中从 𝑏0到 𝑏1的一个道路. 对于 𝑥 ∈ 𝜌−1(𝑏0)，知道 𝛼有以 𝑥 为起点的唯一的道路提升

𝛼̃𝑥 : 𝐼 → 𝐸，则 𝜌 ◦ 𝛼̃𝑥 (1) = 𝛼(1) = 𝑏1，故 𝛼̃𝑥 (1) ∈ 𝜌−1(𝑏1). 定义映射 𝜑 : 𝜌−1(𝑏0) → 𝜌−1(𝑏1), 𝜑(𝑥) =
𝛼̃𝑥 (1).
类似地，对于 𝛼的逆道路 𝛼−1 (它是 𝐵中从 𝑏1到 𝑏0的道路)，可以定义 𝜓 : 𝜌−1(𝑏1) → 𝜌−1(𝑏0)，

对于 𝑦 ∈ 𝜌−1(𝑏1)，𝜓(𝑦) = 𝛼−1
𝑦 (1).

对于 𝑥 ∈ 𝜌−1(𝑏0)，取 𝑦 = 𝜑(𝑥) = 𝛼̃𝑥 (1). 易知，𝜓𝜑 = id𝜌−1 (𝑏0)，𝜑𝜓 = id𝜌−1 (𝑏1)，于是 𝜑是双射. □

定义 7.1

设 (𝐸, 𝜌) 为 𝐵的覆叠空间，对于任意 𝑏 ∈ 𝐵，称 𝜌−1(𝑏) 的基数为该覆叠的叶叶叶数数数或重重重数数数.

设 (𝐸, 𝜌)为 𝐵的覆叠空间，𝑏 ∈ 𝐵，𝑒 ∈ 𝜌−1(𝑏)，我们已知

𝜌∗ : 𝜋1(𝐸, 𝑒) → 𝜋1(𝐵, 𝑏)

是一个单同态，记

𝐻𝑒 = 𝜌𝑒 (𝜋1(𝐸, 𝑒))
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则 𝐻𝑒 是 𝜋1(𝐵, 𝑏)的一个同构于 𝜋1(𝐸, 𝑒)的子群，则我们有如下定理

定理 7.3

设 (𝐸, 𝜌) 是 𝐵的覆叠空间，𝑏 ∈ 𝐵，𝑒 ∈ 𝜌−1(𝑏)，则

[𝜋1(𝐵, 𝑏), 𝐻𝑒] = #𝜌−1(𝑏)

即指数等于覆叠重数.

证明: 任取 𝑥 ∈ 𝜌−1(𝑏), 令 𝛼̃𝑥 是 𝐸 中从 𝑒 到 𝑥 的一个道路, 则 𝛼𝑥 = 𝜌 ◦ 𝛼̃𝑥 ∈ Ω(𝐵, 𝑏). 令
𝜂 : 𝜌−1(𝑏) → 𝜋1(𝐵, 𝑏)/𝐻𝑒, 𝑥 ↦→ ⟨𝛼𝑥⟩𝐻𝑒. 只需证明 𝜂是双射即可.
设 ⟨𝛼𝑥⟩𝐻𝑒 = ⟨𝛽𝑦⟩𝐻𝑒,则 ⟨𝛼𝑥⟩ = ⟨𝛽𝑦⟩𝜌∗(⟨𝛾⟩),其中 𝛾 ∈ Ω(𝐸, 𝑒),即

𝜌 ◦ 𝛼̃𝑥 = 𝛼𝑥 ≃𝑝 𝛽𝑦 (𝜌 ◦ 𝛾) = (𝜌 ◦ 𝛽𝑦) (𝜌 ◦ 𝛾) = 𝜌 ◦ (𝛽𝑦𝛾𝑦),

其中 𝛾𝑦 是 𝜌 ◦ 𝛾的始于 𝑦的道路提升,且仍是闭路. 由 𝛼̃𝑥 ≃𝑝 𝛽𝑦𝛾𝑦,于是 𝑥 = 𝑦,即 𝜂是单射.
∀⟨𝛼⟩ ∈ 𝜋1(𝐵, 𝑏),记 𝛼的始于 𝑒的唯一道路提升为 𝛼̃, 𝛼̃(1) = 𝑥,则 𝜂(𝑥) = ⟨𝛼⟩𝐻𝑒,于是 𝜂是满射,从

而又是双射. □

定理 7.4:子群共轭定理

设 (𝐸, 𝜌) 为 𝐵的覆叠空间，则 {𝐻𝑒 | 𝑒 ∈ 𝜌−1(𝑏)}构成 𝜋1(𝐵, 𝑏) 的一个子群共轭类.

证明: 设 𝑒, 𝑒′ ∈ 𝜌−1(𝑏),令 𝛼是 𝐸中从 𝑒到 𝑒′的一个道路, 𝛼′ = 𝜌 ◦𝛼 ∈ Ω(𝐵, 𝑏). 任取 ⟨𝜎⟩ ∈ 𝜋1(𝐸, 𝑒),

𝜌∗𝛼#⟨𝜎⟩ = 𝜌∗⟨𝛼−1𝜎𝛼⟩ = ⟨(𝜌 ◦ 𝛼−1) (𝜌 ◦ 𝜎) (𝜌 ◦ 𝛼)⟩
= ⟨𝛼′−1(𝜌 ◦ 𝜎)𝛼′⟩ = 𝛼′# ◦ 𝜌∗⟨𝜎⟩,

从而 𝜌∗𝛼# = 𝛼′# ◦ 𝜌∗. 故
𝐻𝑒′ = 𝜌∗(𝜋1(𝐸, 𝑒′)) = 𝜌∗𝛼#(𝜋1(𝐸, 𝑒))

= 𝛼′# ◦ 𝜌∗(𝜋1(𝐸, 𝑒)) = 𝛼′#𝐻𝑒 .

注意到 𝛼′是一个以 𝑏为基点的闭路,即知 𝐻𝑒 与 𝐻𝑒′ 是共轭的.
另一方面, 设 𝐺 是 𝜋1(𝐵, 𝑏) 的一个与 𝐻𝑒 共轭的子群, 即存在 ⟨𝛾⟩ ∈ 𝜋1(𝐵, 𝑏), 使得 𝐺 = 𝛾−1𝐻𝑒𝛾.

设 𝛾′是 𝛾的以 𝑒为起点的 (唯一)道路提升, 𝑒′ = 𝛾′(1),则如上, 𝐺 = 𝛾#𝐻𝑒 = 𝐻𝑒′ . □
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8 映射提升准则

设 (𝐸, 𝜌)为 𝐵的覆叠空间， 𝑓 : 𝑋 → 𝐵连续，𝑥0 ∈ 𝑋，𝑏0 = 𝑓 (𝑥0)，𝑒 ∈ 𝜌−1(𝑏0)，若 𝑓 有提升

𝑓̃ : (𝑋, 𝑥0) → (𝐸, 𝑒0)

则有

𝑓∗(𝜋1(𝑋, 𝑥0)) = (𝜌 ◦ 𝑓̃ )∗(𝜋1(𝑋, 𝑥0))
= 𝜌∗ ◦ 𝑓̃∗(𝜋1(𝑋, 𝑥0))
⊂ 𝜌∗(𝜋1(𝐸, 𝑒0)) = 𝐻𝑒0

在某些特定情况下，这也是提升存在的充分条件.

定理 8.1:映射提升准则

设 (𝐸, 𝜌)为 𝐵的覆叠空间，𝑋 是道路连通且局部道路连通的空间， 𝑓 : (𝑋, 𝑥0) → (𝐵, 𝑏0)连续，
𝑒0 ∈ 𝜌−1(𝑏0)，若 𝑓∗(𝜋1(𝑋, 𝑥0)) ⊂ 𝐻𝑒0，则 𝑓 存在唯一的提升 𝑓̃ : (𝑋, 𝑥0) → (𝐸, 𝑒0).

证明: 相信它. □

推论 8.1

设 (𝐸, 𝜌) 为 𝐵 的覆叠空间，𝑋 是单连通且局部道路连通的空间， 𝑓 : (𝑋, 𝑥0) → (𝐵, 𝑏0) 连续，
𝑒0 ∈ 𝜌−1(𝑏0)，则 𝑓 总存在唯一的提升 𝑓̃ : (𝑋, 𝑥0) → (𝐸, 𝑒0).

Example 8.1
比如当 𝑛 > 2时，任意两个连续映射 𝑓 , 𝑔 : 𝑆𝑛 → 𝑆1都是同伦的.由于 𝑆𝑛在 𝑛 > 2时单连通且局
部道路连通，从而可以提升到 R上，而 R是凸集，所以提升的道路是同伦的，于是 𝑓 和 𝑔 同

伦.

Example 8.2
在比如每个连续映射 𝑓 : P2 → 𝑆1 都是；零伦的.由于 𝜋1(P2) � Z/2Z，而 𝜋1(𝑆1) � Z没有二阶
元，所以像只能是平凡的，也就是说满足条件可以提升.
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9 覆叠空间的分类与万有覆叠

定义 9.1:覆叠空间范畴

底空间 𝐵 上的覆覆覆叠叠叠空空空间间间范范范畴畴畴的对象是覆叠空间 (𝐸, 𝜌)，而态射是 ℎ : 𝐸1 → 𝐸2，使得 𝜌2 ◦ ℎ =

𝜌1，此即满足一定条件的切片范畴. 若态射 ℎ还是同胚，则称 (𝐸1, 𝜌1) 与 (𝐸2, 𝜌2) 同构或者等
价.

定理 9.1:覆叠空间等价的刻画

设 (𝐸1, 𝜌1) 与 (𝐸2, 𝜌2) 是 𝐵上的覆叠空间，𝑏 ∈ 𝐵，𝑒𝑖 ∈ 𝜌−1
𝑖 (𝑏)，则 (𝐸1, 𝜌1) 与 (𝐸2, 𝜌2) 等价当

且仅当 𝜌1∗(𝜋1(𝐸1, 𝑒1))和 𝜌2∗(𝐸2, 𝑒2) 是共轭的.

证明: ⇒: 设 ℎ : 𝐸1 → 𝐸2为同构, ℎ(𝑒1) = 𝑒2. 因 𝜌2 ◦ ℎ = 𝜌1,

𝐻𝑒1 = 𝜌1∗(𝜋1(𝐸1, 𝑒1)) = (𝜌2 ◦ ℎ)∗(𝜋1(𝐸1, 𝑒1)) = 𝜌2∗(𝜋1(𝐸2, 𝑒2)) = 𝐻𝑒2 ,

故 𝐻𝑒1 和 𝐻𝑒2 的共轭类相同.
⇐: 对于 𝑒1 ∈ 𝜌−1

1 (𝑏),可取 𝑒2 ∈ 𝜌−1
2 (𝑏),使得 𝜌1∗(𝜋1(𝐸1, 𝑒1)) = 𝜌2∗(𝜋1(𝐸2, 𝑒2)). 由映射提升准则,

存在同态 ℎ : 𝐸1 → 𝐸2, 𝑘 : 𝐸2 → 𝐸1,使得 ℎ(𝑒1) = 𝑒2, 𝑘 (𝑒2) = 𝑒1. 于是, 𝑘 ◦ ℎ : 𝐸1 → 𝐸1 是 𝐸1 的自同

态,满足 𝑘 ◦ ℎ(𝑒1) = 𝑒1.
另一方面, id : 𝐸1 → 𝐸1 是 𝐸1 的自同态,满足 id(𝑒1) = 𝑒1. 由提升的唯一性定理, 𝑘 ◦ ℎ = id. 同理,

ℎ ◦ 𝑘 = id. 于是, ℎ是同胚.故 (𝐸1, 𝜌1) 和 (𝐸2, 𝜌2) 是等价的. □ □

定义 9.2

设 𝜌 : 𝐸 → 𝐵是覆叠映射，若自同胚 ℎ : 𝐸 → 𝐸 满足 𝜌 ◦ ℎ = 𝜌，则称 ℎ是一个覆覆覆叠叠叠变变变换换换.

𝐸 𝐸

𝐵

ℎ

𝜌 𝜌

很显然覆叠变换就是覆叠空间上的自同构，并且覆叠变换的复合还是覆叠变换，所以 (𝐸, 𝜌) 的
全体覆叠变换在复合运算下构成一个群，称之为 (𝐸, 𝜌) 的覆叠变换群，记作 D(𝐸, 𝜌).

定理 9.2

设 𝜌 : 𝐸 → 𝐵是覆叠映射，𝑒 ∈ 𝐸，𝑏 = 𝜌(𝑒)，𝑒′ ∈ 𝜌−1(𝑏)，则存在 ℎ ∈ D(𝐸, 𝜌) 使得 ℎ(𝑒) = 𝑒′

的充分必要条件是 𝐻𝑒 = 𝐻𝑒′ .

证明: ⇒: 设有 ℎ ∈ D(𝐸, 𝑝) 使得 ℎ(𝑒) = 𝑒′. 因 𝜌 ◦ ℎ = 𝜌, 𝐻𝑒 = 𝜌∗(𝜋1(𝐸, 𝑒)) = (𝜌 ◦ ℎ)∗(𝜋1(𝐸, 𝑒)) =
𝜌∗(𝜋1(𝐸, 𝑒′)) = 𝐻𝑒′ .
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⇐: 若 𝐻𝑒 = 𝐻𝑒′ ,则由映射提升准则,存在 𝜌 : 𝐸 → 𝐵的提升 ℎ, ℎ′ : 𝐸 → 𝐸 ,使得 ℎ(𝑒) = 𝑒′, ℎ′(𝑒′) =
𝑒. 于是, ℎ′ ◦ ℎ : 𝐸 → 𝐸 也是 𝜌 : 𝐸 → 𝐵的提升,且 ℎ′ ◦ ℎ(𝑒) = 𝑒.
另一方面, id : 𝐸 → 𝐸 也是 𝜌 : 𝐸 → 𝐵的提升,满足 id(𝑒) = 𝑒. 由提升的唯一性定理, ℎ′ ◦ ℎ = id.

同理, ℎ ◦ ℎ′ = id. 于是, ℎ是自同胚,从而是覆盖变换, ℎ(𝑒) = 𝑒′. □

定义 9.3

设 𝜌 : 𝐸 → 𝐵为覆叠映射，若对某个 𝑒 ∈ 𝐸，𝐻𝑒 是 𝜋1(𝐵, 𝜌(𝑒)) 的正规子群，则称 𝜌 为正正正规规规覆覆覆

叠叠叠映映映射射射，称 (𝐸, 𝜌)为 𝐵上的正正正规规规覆覆覆叠叠叠空空空间间间.

若 (𝐸, 𝜌)为 𝐵上的正则覆叠空间，∀𝑒′ ∈ 𝐸，𝐻𝑒′ 都是 𝜋1(𝐵, 𝜌(𝑒′))的正规子群. 事实上，从 𝑒到

𝑒′的道路 𝛾和道路 𝜌𝛾诱导的同构有以下的交换图表：

𝜋1(𝐸, 𝑒) 𝜋1(𝐸, 𝑒′)

𝜋1(𝐵, 𝜌(𝑒)) 𝜋1(𝐵, 𝜌(𝑒′))

𝛾#

𝜌∗ 𝜌∗

(𝜌𝛾)#

于是我们知道

𝐻𝑒′ = (𝜌𝛾)#(𝐻𝑒) ◁ 𝜋1(𝐵, 𝜌(𝑒′))

当 𝜌 : 𝐸 → 𝐵 是正规覆叠的时候，我们知道如果 𝑒, 𝑒′ ∈ 𝜌−1(𝑏)，由于正规子群只和自己共轭，
所以有

𝐻𝑒 = 𝐻𝑒′

也就是说任意的 𝑒 ∈ 𝜌−1(𝑏) 对应的 𝐻𝑒 仅由 𝑏决定，我们把这个正规子群记为 𝐻𝑏.

推论 9.1

𝜌 : 𝐸 → 𝐵 是正规覆叠映射当且仅当对任意的 𝑒, 𝑒′ ∈ 𝐸，若 𝜌(𝑒) = 𝜌(𝑒′)，则存在覆叠变换
ℎ ∈ D(𝐸, 𝜌)使得 ℎ(𝑒) = 𝑒′.

定理 9.3

设 𝜌 : 𝐸 → 𝐵为正规覆叠映射，𝑏 ∈ 𝐵，则

D(𝐸, 𝜌) � 𝜋1(𝐵, 𝑏)/𝐻𝑏

定义 9.4

设 𝜌 : 𝐸 → 𝐵为覆叠映射，若 𝐸是单连通的，则称 𝜌为万万万有有有覆覆覆叠叠叠映映映射射射或者泛泛泛覆覆覆叠叠叠映映映射射射，(𝐸, 𝜌)
为 𝐵上的万万万有有有覆覆覆叠叠叠空空空间间间或者泛泛泛覆覆覆叠叠叠空空空间间间.
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Remark 9.1
对于万有覆叠空间而言，任意的 𝑒 ∈ 𝐸 都有 𝐻𝑒 是平凡群，所以是正规覆叠空间.

Example 9.1
当 (𝐸, 𝜌)是万有覆叠空间时，我们有

𝜋1(𝐵) � D(𝐸, 𝜌)

这可以帮我计算基本群，比如指数映射

𝜌 : R→ 𝑆1

就是万有覆叠，容易看出覆叠变换是移动距离为整数的平移，容易看出

D(𝐸, 𝜌) � Z

从而

𝜋1(𝑆1) � Z

下面的定理说明万有覆叠空间是一切覆叠空间的覆叠空间，这也是其名称的来源.

定理 9.4

设 𝜌0 : 𝐸0 → 𝐵为万有覆叠映射，𝜌 : 𝐸 → 𝐵为覆叠映射，则有覆叠映射

𝜌̃ : 𝐸0 → 𝐸

满足下图交换

(𝐸0, 𝑒0) (𝐸, 𝑒)

(𝐵, 𝑏)

𝜌̃

𝜌0 𝜌

换句话说，(𝐸0, 𝜌0) 是覆叠空间范畴的始对象.

证明: 因 𝐸0 单连通,对于覆盖映射 𝜌 : 𝐸 → 𝐵,由提升准则,存在 𝜌0 的提升 𝜌̃ : 𝐸0 → 𝐸 ,即上述图
表可以交换. 下面验证 𝜌̃为覆盖映射.

𝑊𝛼 ⊂ (𝐸0, 𝑒0) (𝐸, 𝑒) ⊃ 𝑉

(𝐵, 𝑏) ⊃ 𝑈

𝜌̃

𝜌0 𝜌

∀𝑒 ∈ 𝐸, 𝑏 = 𝜌(𝑒). 取 𝑈 是 𝑏 的一个道路连通的开邻域, 𝑈 关于 𝜌 和 𝜌0 都是基本邻域. 设 𝑉 是

𝜌−1(𝑈) 中 𝑒所在的道路分支,则 𝜌 |𝑉 : 𝑉 → 𝑈 是同胚.

19



𝜌−1
0 (𝑈)的连通分支集合记为 {𝑊𝛼}. 因

𝜌−1
0 (𝑈) = (𝜌 ◦ 𝜌̃)−1(𝑈) = 𝜌̃−1(𝜌−1(𝑈)),

故 𝜌̃−1(𝑉) ⊂ 𝜌−1
0 (𝑈) =

⋃
𝛼

𝑊𝛼.

∀𝛼, 𝜌̃(𝑊𝛼) ⊂ 𝜌−1(𝑈),并且是道路连通的,于是它在 𝜌−1(𝑈) 的某个分支上. 这样,

𝜌̃−1(𝑉) =
⋃

𝜌̃(𝑊𝛼)⊂𝑉
𝑊𝛼 .

如果 𝜌̃(𝑊𝛼) ⊂ 𝑉 ,则 𝜌0 |𝑊𝛼
= 𝜌 |𝑉 ◦ 𝜌̃ |𝑊𝛼

,其中 𝜌 |𝑉 和 𝜌0 |𝑊𝛼
都是同胚,故 𝜌̃ |𝑊𝛼

: 𝑊𝛼 → 𝑉 也是同胚.
这就证明了 𝜌̃为覆盖映射. □

命题 9.1

设 𝜌 : 𝐸 → 𝐵 为万有覆叠映射，𝑒0 ∈ 𝐸，𝜌(𝑒0) = 𝑏0，则 𝑏0 有一个邻域 𝑈 使得含入映射

𝑖 : (𝑈, 𝑏0) → (𝐵, 𝑏0)诱导的基本群之间的同态是平凡的.

证明: 设𝑈 是 𝑏0的一个基本邻域, 𝑉 是 𝜌−1(𝑈)的包含 𝑒0的道路分支. 设 𝛼为 𝑈 中以 𝑏0为基点的

一个闭路,则 𝛼̃ = 𝜌 |−1
𝑈 ◦ 𝛼 是 𝑉 中以 𝑒0 为基点的一个闭路,且 𝛼̃ 是 𝛼 的以 𝑒0 为起点的提升.因 𝐸 是

单连通的,存在定端同伦 𝐹 : 𝛼̃ ≃𝑝 𝐶𝑒0 ,从而 𝜌 ◦ 𝐹 : 𝛼 ≃𝑝 𝐶𝑏0 . 这样, 𝑖∗ : 𝜋1(𝑈, 𝑏0) → 𝜋1(𝐵, 𝑏0) 为零同
态. □
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10 曲面的拓扑分类

设 Σ𝑚 为平面上的 𝑚 边形，取 Σ𝑚 的 2𝑛(2𝑛 < 𝑚) 条边，其构成的集合为 Λ = {𝑎1, · · · , 𝑎𝑛}, 𝑎𝑖 =
{𝑎′𝑖 .𝑎′′𝑖 }. 分别给每组 𝑎𝑖 的两条边一个定向，使它们构成有向边，再将其同向粘贴在一起，给定一个

同胚 ℎ𝑖 : 𝑎′𝑖 → 𝑎′′𝑖，使得其保持定向，我们将商空间

Σ𝑚/(𝑥 ∼ ℎ𝑖 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑎′𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)

记为 𝑆，容易验证 𝑆是一个紧致连通曲面. 特别地，如果 2𝑛 = 𝑚，则 𝑆是一个闭曲面，把这 2𝑛条边
的整体黏合方式记为 𝜑，则称 (Σ, 𝜑)为曲面 𝑆的一个多边形表示，称 𝑎𝑖 为其中的一个黏合边对.
需要注意的是 𝑆的同胚型与 ℎ𝑖的选取无关，只需要把对应边的起点和终点粘起来即可，中间如

何黏合其实不会改变同胚型.一些例子如下：

设 (Σ, 𝜑) 为曲面 𝑆 的一个如上的多边形表示， (Σ, 𝜑) 也可以按如下方式来记：先确定 Σ 边界的一

个定向 Ω，如逆时针方向. 对于 Σ 的 𝑎𝑖 中的一条边，如果其方向与 Ω一致，就用 𝑎𝑖 来标记，反之

用 𝑎−1
𝑖 来标记. 对于 Σ 没有参与粘合的边，就用其他字母来表示，不同的边用不同的字母表示，然

后选定 Σ 的一个定点作为出发点，按 Ω 方向绕 Σ 的边界走一圈，从左到右依次写出标在各边上的

字母，所读出来的字 𝑤 就与多边形表示 (Σ, 𝜑) 一一对应(实际上要商掉一些等价类，即不同的对于
ℎ𝑖 的选择)，称之为曲面 𝑆的一个字表示.
如上图中的 (a)，其字表示为：𝑎𝑏𝑎−1𝑐；(b)的子表示为：𝑎−1𝑏𝑎−1𝑐；(c)的字表示为 𝑎𝑏−1𝑎−1𝑐；

(d)的字表示为 𝑎−1𝑏−1𝑎−1𝑏.
设 (Σ, 𝜑)为紧致连通曲面 𝑆的一个多边形表示，若 Σ的两个顶点在 𝜑下粘合成一点，则称它们

是等价的.等价的点在 𝑆 中被捏成一点. 若 𝐷1, · · · , 𝐷𝑘 是曲面 𝑆 上 𝑘 个互不相交的闭圆盘，则称从

𝑆上挖除 𝐷1, · · · , 𝐷𝑘 的内部所得的曲面为 𝑘 次穿孔的 𝑆.

定理 10.1: Rado

任意一个紧致连通曲面都有多边形表示.

下面我们讨论一下紧致连通曲面的多边形表示的手术与性质，这是为了对过多的多边形表示进

行简化，下面所涉及的曲面都是紧致连通的.
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定义 10.1: I型手术

设曲面 𝑆 的多边形表示 (Σ𝑚, 𝜑) 中有一个边对 𝑎 是相邻的反向对边，其公共顶点为 𝐴，先黏

合多边形 Σ这个反向对边 𝑎，其他边对暂不黏合，则得到一个 𝑚 − 2边型 Σ′. 𝜑在 Σ′上诱导的

黏合关系为 𝜑′. 这样就得到 𝑆 的一个新的多边形表示 (Σ′, 𝜑′). 称这样的操作为沿相邻反向边
𝑎对 (Σ𝑚, 𝜑)作 I型型型手手手术术术.

在经过 I型手术后，𝐴变成一个内点，不再是顶点，故 (Σ′, 𝜑′) 的顶点比 (Σ, 𝜑) 少一个.
设 𝛼是曲面 Σ上的一个简单弧，若 𝜕𝛼 ⊂ 𝜕Σ，𝛼◦ ⊂ Σ◦，则称 𝛼是真嵌入的.

定义 10.2: II型手术

设 𝑎是曲面 𝑆的多边形表示 (Σ, 𝜑) 中的一个黏合边对. 在 Σ中取一条真嵌入的定向简单弧 𝑎′，

使得 𝑎 的两条边分别位于 𝑎′ 的两侧，且 𝑎′ 的每个端点或者是 Σ 的一个顶点，或者是 Σ 的一

条未参与黏合的边的内部，沿 𝑎′ 剪开 Σ 得到两片 𝐴和 𝐵，然后将 𝐴和 𝐵 沿 𝑎 黏合得到多边

形 Σ′，Σ′ 上黏合关系 𝜑′ 保留了 𝑎 以外的黏合关系，并且增添了 𝑎′ 的黏合关系，这样的操作

称为用 (𝑎′, 𝑎) 对 (Σ, 𝜑) 作 II型型型手手手术术术，称 𝑎′为 (Σ, 𝜑)的一个分分分割割割线线线.

很显然，对曲面 𝑆 的多边形表示 (Σ, 𝜑) 作有限次的 I,II型手术后所得到的 (Σ′, 𝜑′) 仍然是 𝑆 的

一个多边形表示. 并且很显然我们有如下性质：

命题 10.1

设闭曲面 𝑆的有多边形表示 (Σ, 𝜑)，则

(1) II型手术不改变多边形的边数和顶点类数.

(2) 若 (Σ, 𝜑) 中有同向边对，经过一次 I 型手术或 II 型手术后得到的多边形表示记为
(Σ′, 𝜑′)，则 (Σ′, 𝜑′)中仍然有同向边对.

我们现在可以再谈论一下曲面的定向：
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定义 10.3:曲面的定向

若一个曲面 𝑆 上有一个同胚于莫比乌斯带的子曲面，则称 𝑆 是不不不可可可定定定向向向的的的，反正称之为可可可定定定

向向向的的的.

现在我们来进行多边形的拓扑分类.

定义 10.4:闭曲面的标准多边形表示

(1) 设 𝑛 ≥ 1，称闭曲面的多边形表示：

𝑎1𝑏1𝑎
−1
1 𝑏−1

1 · · · 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑎−1
𝑛 𝑏

−1
𝑛

为闭曲面的 I𝑛 型型型标标标准准准多多多边边边形形形表表表示示示，简记为
𝑛∏
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎
−1
𝑖 𝑏

−1
𝑖 .

(2) 设 𝑚 ≥ 1，称闭曲面的多边形表示

𝑎1𝑎1𝑎2𝑎2 · · · 𝑎𝑚𝑎𝑚

为闭曲面的 II𝑛 型型型标标标准准准多多多边边边形形形表表表示示示，简记为
𝑛∏
𝑖=1

𝑎2
𝑖 .

(3) 特别约定，球面 𝑆2 的多边形标准表示是 (Σ𝑚, 𝜕Σ𝑚)，是将 Σ𝑚 的边界黏合成一点得到的

商空间.

下面是标准表示的一个例子：

定理 10.2

任意闭曲面都有标准的多边形表示.
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有这个定理之后我们就可以给出标准表示代表的曲面了：

定理 10.3

(1) 闭曲面有标准多边形表示 I𝑛，则 𝑆是 𝑛次穿孔球面粘上一个环柄所得到了曲面.

(2) 设闭曲面 𝑆有标准的多边形表示 II𝑚，则 𝑆是沿 𝑚次穿孔球面的每个边界分支各黏合一

个莫比乌斯带得到的曲面.

其中 (1)是因为可以把多边形(𝑚 = 2)剖分成下图最左边那样：

然后由于我们可以从每一个外面的五边形按照如下步骤得到一个环柄：

然后粘起来就得到了前面一张图后面的部分，𝑚 = 3的情况如下所示：

其中 (2)是因为可以把多边形(𝑛 = 2)剖分成下图最左边那样：
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然后由于我们可以从每一个外面的三角形按照如下步骤得到一个莫比乌斯带：

然后粘起来就得到了前面一张图后面的部分，𝑛 = 3的情况如下所示：

推论 10.1

闭曲面 𝑆有 II型多边形表示当且仅当 𝑆上有一个子曲面是一个莫比乌斯带.

证明: 必要性显然，反之，如果 𝑆的一个子曲面 𝑀 是一个莫比乌斯带，则总可以取到 𝑆 − 𝑀 的一
个顶点类数为 1的多边形表示，从而 𝑆有一个顶点类数为 1的多边形表示，并且包含一个同向黏合
边对，从而得证.

□
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定义 10.5:亏格

对于 𝑛 ≥ 1，将 I𝑛型多边形表示确定的闭曲面记为 𝑛T2，称 𝑛为它的亏亏亏格格格(genus)；对于𝑚 ≥ 1，
将 II𝑚 型多边形表示确定的闭曲面记为 𝑚RP2，称 𝑚为它的亏亏亏格格格(genus).

为什么这样子记呢？这实际上是一些连通和，下面我们从一种直观的角度去理解. 首先我们要
定义连通和，这里就不严谨写了，直观的角度来说就是给定两个曲面如下，各挖去一个圆盘：

然后把这圆盘周围的延长出去：

然后再粘在一起：

我们可以对任意两个曲面这样子干(曲面是局部欧的，所以从可以删去圆盘)，所得到的新曲面就称
为两个旧曲面 𝐿, 𝑀 的连通和(connected sum)，记为 𝐿#𝑀 .
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直观上容易看出来，连通和是交换的.
下面我们来看一些连通和的例子：比如 𝑆2就扮演了幺元的角色：

一个圆环去掉一个圆盘就得到了一个可以黏到其他曲面上的环柄：所以我们如果把一个圆环与

一个莫比乌斯带做连通和，就得到一个带环柄的莫比乌斯带：

当你把一个曲面和一个圆盘做连通和的时候，会发现看似加上了东西，实际上删除了东西，即

曲面与圆盘作连通和，得到的东西实际上是曲面删去了圆盘：
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最后要说的东西就是我们的射影平面：

射影平面去掉一个圆盘是什么？答案是实射影平面去掉圆盘是莫比乌斯带. 过程如下：

最后 be like:
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我们还可以稍微formal一点地看出来

于是断言，所有的曲面都可以由球面不断地添加一些环柄或者莫比乌斯带得到. 添加环柄就相
当于圆环做连通和，添加莫比乌斯环就相当于 RP2作连通和，于是现在可以理解前面的两个记号.
聪明的你一定会思考下面这个问题：我们已经知道一个闭曲面要么是球面粘上 𝑛个环柄，要么

是球面粘上 𝑛个莫比乌斯带，那么一个球面粘上一个环柄和一个莫比乌斯带是什么呢？

我们要说明这实际上就是三个射影平面的连通和，也就是一个球面粘上三个莫比乌斯带，然而

我们无法将这个图形嵌入到 R3 中，所以我们对这两个东西各去掉一个圆盘使得可以嵌入 R3，注意

(RP2)3 − D = (RP2#RP2)#(RP2#D) = K#M. 而 Klein瓶去掉一个圆盘可以变成下图最右边的样子，过
程在下面： 上图右边的两个实际上是同胚的：

所以一旦存在任意一个子曲面是莫比乌斯环，我们可以把其他任意的环柄都变成 RP2 − D，也
就是莫比乌斯环，这与我们前面所得到的标准表示结果是一致的.
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所以我们最后只剩下一步，就是说明这些可定向的不可定向的不同亏格的闭曲面，确确实实不

是同胚的，而说明一些东西不是同胚的，一般的方法是找到一些同胚不变量，去说明他们的这个不

变量不同. 实际上我们有两种选择，一种是欧拉示性数，一种是基本群. 我们先看三角剖分.
所谓三角剖分，就是用一堆三角形把曲面给肢解，如下图就是对环面的一个三角剖分：

由于多边形肯定是可以用三角形剖分的，所以由于任何闭曲面都有多边形表示，我们可以对任

何闭曲面作三角剖分. 这实际上有一点倒反天罡，因为闭曲面的多边形表示存在性实际上是由三角
剖分得到的，也就是说我们先证明了任何闭曲面都有三角剖分，然后才证明了曲面有多边形表示.
不过我们会默认三角剖分的存在性.

有了三角剖分的存在性，我们可以对任意一个闭曲面 𝑆去定义欧拉示性数 𝜒(𝑆)，定义为

𝜒(𝑆) = #𝑉 − #𝐸 + #𝐹

其中 𝑉, 𝐸, 𝐹 分别为曲面 𝑆在任意一个三角剖分下的顶点类集，边类集，面集.我们下一步的工作自
然就是说明这是良定义的：我们的思路是任意两个曲面 𝑆的三角剖分都可以通过一些精细化的操作

变成相同的三角剖分，并且精细化的操作不改变欧拉示性数.

(1) 在边上加点：如图
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其中新增的顶点就是图中蓝色的点，新增的边是两条红色的边加上一条原本中间的边被分成

两条之后多出的一条，新增的面显然是两个，所以知道 Δ𝜒 = 1 − 3 + 2 = 0.

(2) 在面上加点：如图

同理有不改变欧拉示性数.

下面我们要说明任何两个不同的三角剖分都可以精细化成同一个三角剖分，从而说明欧拉示性

数是良定义的：

引理 10.1:共同精细化

对于同一个曲面上的任意两个三角剖分 𝑇1和 𝑇2，总存在第三个三角剖分 𝑇，它既是 𝑇1的精细

化，又是 𝑇2的精细化.

想象一个透明的曲面上用红色的笔画出了三角剖分 𝑇1 的所有边，然后用蓝色的笔画出了三角

剖分 𝑇2的所有边，现在球面上布满了红色和蓝色的线条，这些线条会相互交叉，形成一个新的、更

复杂的网络，这个网络分割出的最小区域不再是三角形，而是一些多边形.

(1) 构造新的顶点: 𝑇 的顶点集 = (𝑇1 的所有顶点) ∪ (𝑇2 的所有顶点) ∪ (所有红色边与蓝色边的交
点).

(2) 构造新的边: 𝑇 的一部分边是原 𝑇1和 𝑇2的边被新顶点分割后产生的线段.
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(3) 构造新的面: 此时曲面被这个复杂的网络分割成了很多小多边形，我们可以在每个多边形内部
添加一个额外的顶点，然后添加一些边，将它与该多边形的所有顶点连接起来，从而将这个

多边形三角化，完成这一步后，整个曲面就被一个新的三角剖分 𝑇 所覆盖.

设 𝜒(𝑇)代表三角剖分 𝑇 的欧拉示性数，根据我们上面的讨论，我们已经证明了如果 𝑇 是 𝑇1的

精细化，那么 𝜒(𝑇) = 𝜒(𝑇1)，因为 𝑇 可以通过在 𝑇1 的基础上反复应用两种基本操作得到，每一步

操作都不改变欧拉示性数. 同理， 𝜒(𝑇) = 𝜒(𝑇2)，因此：

𝜒(𝑇1) = 𝜒(𝑇) = 𝜒(𝑇2)

这就严格证明了，对于同一个曲面，任意两个三角剖分计算出的欧拉示性数都是相等的，即这个值

确实是曲面本身的属性，与剖分方式无关.
下面我们说明欧拉示性数是一个拓扑不变量，也就是说在同胚下不改变，这是因为：假设 𝑆1和

𝑆2是同胚的，同胚映射为 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆2，我们在曲面 𝑆1上任意取一个三角剖分 𝑇1 = {𝑉1, 𝐸1, 𝐹1}.
我们可以利用同胚映射 𝑓 在 𝑆2上得到三角剖分 𝑇2：

(1) 𝑉2 = 𝑓 (𝑉1) = { 𝑓 (𝑝) |𝑝 ∈ 𝑉1}，由于 𝑓 是双射，所以 𝑉1和 𝑉2的顶点个数完全相同：|𝑉2 | = |𝑉1 |.

(2) 定义为 𝑆1 上所有边在 𝑓 下的像.一条边是连接两个顶点的一条曲线，它在 𝑓 下的像也是连接

对应两个像点的一条曲线，由于 𝑓 的连续性和双射性，边的连接关系被完美地保持. 因此边的
数量也完全相同：|𝐸2 | = |𝐸1 |.

(3) 同理面的数量也完全相同：|𝐹2 | = |𝐹1 |.

于是我们有

𝜒(𝑆1) = |𝑉1 | − |𝐸1 | + |𝐹1 | = |𝑉2 | − |𝐸2 | + |𝐹2 | = 𝜒(𝑆2)

于是欧拉示性数在同胚意义下保持不变.
最后一块拼图是如下的恒等式：

𝜒(𝐿#𝑀) = 𝜒(𝐿) + 𝜒(𝑀) − 2

也即两个曲面之间的连通和的欧拉示性数可以如上计算，这是因为当两个曲面同时扣掉一个圆盘，

实际上我们知道圆盘和三角形是同胚的，所以相当于我们同时扣掉两个曲面的三角剖分中的一个

面，然后沿面的边界粘起来. 得到一个新的曲面及其三角剖分. 为了避免一些不必要的关于顶点类
和边类的讨论，我们按照如下方式对每个曲面构造一个新的三角剖分，并扣去中间的红色三角形：
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于是我们把两个曲面按照上面的方式粘起来，发现由于三对顶点和三对边粘在一起，所以顶点

数量和边的数量各减少三个，而加一起的面减少了两个被挖去的红色三角形，所以

𝜒(𝐿#𝑀) = 𝑉 (𝐿#𝑀) − 𝐸 (𝐿#𝑀) + 𝐹 (𝐿#𝑀)
= (𝑉 (𝐿) +𝑉 (𝑀) − 3) − (𝐸 (𝐿) + 𝐸 (𝑀) − 3) + (𝐹 (𝐿) + 𝐹 (𝑀) − 2)
= 𝜒(𝐿) + 𝜒(𝑀) − 2

现在我们计算环面和射影平面的欧拉示性数，由上面的环面的三角剖分我们计算得出

𝜒(T2) = 1 − 3 + 2 = 0

实射影平面的三角剖分如下：

计算得出

𝜒(RP2) = 2 − 3 + 2 = 1

于是我们可以归纳得到

𝜒(𝑛T2) = 2 − 2𝑛, 𝜒(𝑚RP2) = 2 − 𝑚

所以得到：对于不同的 𝑛，𝑛T2 之间是不同胚的，对于不同的 𝑚，𝑚RP2 之间是不同胚的.再结合曲
面是否可以定向是同胚不变的(考虑莫比乌斯环的同胚还是莫比乌斯环)，所以 𝑛T2 和 𝑚RP2 之间是

不同胚的，于是我们给出了闭曲面的完全分类.
最后我们给出其基本群的刻画：

定理 10.4

(1) 𝜋1(𝑛T2) = ⟨𝑎𝑖, 𝑏𝑖 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛;
𝑛∏
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎
−1
𝑖 𝑏

−1
𝑖 = 1⟩，对 𝑛 ≥ 1.

(2) 𝜋1(𝑚RP2) = ⟨𝑎𝑖 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚;
𝑛∏
𝑖=1

𝑎2
𝑖 = 1⟩，对 𝑚 ≥ 1.

如果我们令 𝐺 为 𝐺 的交换化，则有

(1) �𝜋1(𝑛T2) � Z2𝑛，𝑛 ≥ 1.

(2) �𝜋1(𝑚RP2) � Z𝑚−1 × Z/2Z，𝑚 ≥ 1.
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11 奇异同调群

这部分比较基础，我们先堆砌一些概念.

定义 11.1:标准单形

Standard simplexes定义为对于 𝑘 ∈ Z≥0，有

Δ𝑘 :=

{
(𝑡0, · · · , 𝑡𝑘 ) ∈ R𝑘+1

����� 𝑘∑︁
𝑟=0

𝑡𝑟 = 1, 𝑡𝑖 ≥ 0

}

定义 11.2: 𝑖-th face inclusion

对于 𝑖 ≤ 𝑘，我们可以定义 𝑖-th face inclusion：

𝜄𝑖 : Δ𝑘 → Δ𝑘+1, (𝑡0, · · · , 𝑡𝑘 ) ↦→ (𝑡0, · · · , 𝑡𝑖−1, 0, 𝑡𝑖, · · · , 𝑡𝑘 )

定义 11.3: singular simplexes

𝑋 是拓扑空间，一个 𝑋 上的 singular 𝑘-simplex是一个连续映射

𝜎 : Δ𝑘 → 𝑋
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定义 11.4: faces of a singular simplex

给定一个奇异单形 𝜎 : Δ𝑘 → 𝑋，则它的 faces定义为

𝜎𝑖 := 𝜎 ◦ 𝜄𝑖, 𝑖 = 0, · · · , 𝑘

现在我们可以定义奇异链复形函子：

定义 11.5: singular chain functors

给定拓扑空间 𝑋，对于 𝑘 ∈ Z，我们定义

𝑆𝑘 (𝑋) :=


⊕

𝜎 : Δ→𝑋

Z𝜎, 𝑘 ≥ 0

0, 𝑘 < 0

其函子性体现在给定拓扑空间范畴中的态射 𝑓 : 𝑋 → 𝑌，我们可以得到

𝑓# := 𝑆𝑘 ( 𝑓 ) : 𝑆𝑘 (𝑋) → 𝑆𝑘 (𝑌 )

其构造过程由如下交换图保证：
Δ𝑘 𝑋

𝑌

𝜎

𝑓# (𝜎)= 𝑓 ◦𝜎 𝑓

因为 𝑆𝑘 (𝑋) 是自由的，所以只需要考虑生成元 𝜎 就可以决定整个态射，容易验证这样定义的确实

是一个从拓扑空间范畴到 Abel群范畴的函子.
下面我们可以定义一些边缘算子.
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定义 11.6: boundary operation

我们可以定义 boundary operation 𝜕𝑘 : 𝑆𝑘 (𝑋) → 𝑆𝑘−1(𝑋) 如下：

𝜕𝑘 : 𝜎 ↦→
𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝜎𝑖

容易发现 𝜕𝑘 是从 𝑆𝑘 → 𝑆𝑘−1的一个自然变换，即给定 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 为拓扑空间的态射，则有下图

交换

𝑆𝑘 (𝑋) 𝑆𝑘 (𝑌 )

𝑆𝑘−1(𝑋) 𝑆𝑘−1(𝑌 )

𝑓#

𝜕𝑘 (𝑋) 𝜕𝑘 (𝑌 )

𝑓#

由于态射都是典范的，很容易验证交换.
下面我们简单介绍一个引理：

引理 11.1

对于 1 ≤ 𝑗 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ≥ 2，我们有下图交换：

Δ𝑘−2 Δ𝑘−1

Δ𝑘−1 Δ𝑘

𝜄 𝑗

𝜄𝑖−1 𝜄𝑖

𝜄 𝑗

证明: 交换图道尽一切：

(𝑡0, · · · , 𝑡𝑘−2) (𝑡0, · · · , 𝑡 𝑗−1, 0, 𝑡 𝑗 , · · · , 𝑡𝑘−2)

(𝑡0, · · · , 𝑡𝑖−2, 0, 𝑡𝑖−1, · · · , 𝑡𝑘−2) (· · · , 0, · · · , 0, · · · )

□

现在我们可以说明 𝑆•(𝑋)构成一个链复形，这只需要说明下面的定理：
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定理 11.1

对 𝜎 : Δ𝑘 → 𝑋，我们有

𝜕𝑘−1(𝜕𝑘 (𝜎)) = 0

证明: 直接计算得到

𝜕𝑘−1(𝜕𝑘 (𝜎)) =

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖+ 𝑗 (𝜎𝑖) 𝑗

=
∑︁

0≤𝑖≤ 𝑗≤𝑘−1
(−1)𝑖+ 𝑗𝜎 ◦ 𝜄𝑖 ◦ 𝜄 𝑗 +

∑︁
1≤ 𝑗+1≤𝑖≤𝑘

(−1)𝑖+ 𝑗𝜎 ◦ 𝜄𝑖 ◦ 𝜄 𝑗

=
∑︁

0≤𝑖≤ 𝑗≤𝑘−1
(−1)𝑖+ 𝑗𝜎 ◦ 𝜄𝑖 ◦ 𝜄 𝑗 +

∑︁
1≤ 𝑗+1≤𝑖≤𝑘

(−1)𝑖+ 𝑗𝜎 ◦ 𝜄 𝑗 ◦ 𝜄𝑖−1

=
∑︁

0≤𝑖≤ 𝑗≤𝑘−1
(−1)𝑖+ 𝑗𝜎 ◦ 𝜄𝑖 ◦ 𝜄 𝑗 −

∑︁
1≤ 𝑗+1≤𝑖≤𝑘

(−1) (𝑖−1)+ 𝑗𝜎 ◦ 𝜄 𝑗 ◦ 𝜄𝑖−1

=
∑︁

0≤𝑖≤ 𝑗≤𝑘−1
(−1)𝑖+ 𝑗𝜎 ◦ 𝜄𝑖 ◦ 𝜄 𝑗 −

∑︁
0≤𝑠≤𝑡≤𝑘−1

(−1)𝑠+𝑡𝜎 ◦ 𝜄𝑠 ◦ 𝜄𝑡

= 0

□

于是由于所有 𝜎是生成元，自然得到

𝜕𝑘−1 ◦ 𝜕𝑘 = 0

于是我们可以得到 𝑋 的 𝑘-singular homology group:

𝐻𝑘 (𝑋) := 𝑍𝑘 (𝑋)/𝐵𝑘 (𝑋)
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12 链复形

定义 12.1: chain complex

一个 Abel群的 chain complex是一个序列

𝐶• : · · · → 𝐶𝑘+1 → 𝐶𝑘 → 𝐶𝑘−1 → · · ·

其态射为

𝜕𝑘 : 𝐶𝑘 → 𝐶𝑘−1

满足

𝜕𝑘−1 ◦ 𝜕𝑘 = 0

两个链复形之间的 chain map 𝑓• : 𝐶• → 𝐶′
•定义为一族态射

𝑓𝑘 : 𝐶𝑘 → 𝐶′
𝑘

使得下图交换：

𝐶𝑘 𝐶𝑘−1

𝐶′
𝑘 𝐶′

𝑘−1

𝜕𝑘

𝑓𝑘 𝑓𝑘−1

𝜕′
𝑘

换言之可以说一个链复形是一个从整数序范畴到 Abel群范畴的协变函子，满足相邻态射复合
为 0，而 chain map就是函子间的自然变换.

Remark 12.1
所有的链复形和 chain maps构成了一个范畴，

定义 12.2

𝐶•是一个链复形，我们定义 𝑘-cycle和 𝑘-boundary为：

𝑍𝑘 (𝐶•) := Ker 𝜕𝑘 , 𝐵𝑘 (𝐶•) := Im 𝜕𝑘+1

由于两次边缘算子复合为零，自然有 𝐵𝑘 (𝐶•) ⊆ 𝑍𝑘 (𝐶•)，于是可以定义 𝑘-homology group为：

𝐻𝑘 (𝐶•) := 𝑍𝑘 (𝐶•)/𝐵𝑘 (𝐶•)

如果给定一个 chain map 𝑓• : 𝐶• → 𝐶′
•，通过追图我们很容易知道

𝑓𝑘 (𝑍𝑘 (𝐶•)) ⊆ 𝑍𝑘 (𝐶′
•), 𝑓𝑘 (𝐵𝑘 (𝐶•)) ⊆ 𝐵𝑘 (𝐶′

•)
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于是自动可以得到一个 𝑓 所诱导的在同调群上的态射

𝐻𝑘 ( 𝑓 ) : 𝐻𝑘 (𝐶•) → 𝐻𝑘 (𝐶′
•)

实际上我们可以很容易验证 𝐻𝑘 是一个从链复形范畴到 Abel群范畴的协变函子.

定义 12.3

𝑋 是拓扑空间，我们令

𝜋0(𝑋) := the set of path-connected components of 𝑋

容易验证 𝜋0是从拓扑空间范畴到集合范畴的一个协变函子.

定理 12.1

存在函子间的自然同构

𝑇 : Z⊕𝜋0 (−) → 𝐻0(−)

证明: 考虑

𝑆1(𝑋) → 𝑆0(𝑋) → 0

注意到

𝐻0(𝑋) = 𝑆0(𝑋)/Im 𝜕1 = Z⊕ Hom(Δ0,𝑋)/𝜕1(Z⊕ Hom(Δ1,𝑋))

因为 Δ0 → 𝑋 相当于 𝑋 中的点，Δ1 → 𝑋 相当于 𝑋 中的路，而对于任意的 𝛾 ∈ Hom(Δ1, 𝑋)，都有

𝜕𝛾 = 𝛾 ◦ 𝜄0 − 𝛾 ◦ 𝜄1 = 𝛾(1) − 𝛾(0)

于是

𝜕1(Z⊕ Hom(Δ1,𝑋)) = Z⊕{𝛾(1)−𝛾(0) |𝛾∈𝑋Δ1 }

所以在 𝐻0(𝑋)中 [𝛼] = [𝛽] 当且仅当有

𝛼 − 𝛽 =
∑︁

(𝛾(1) − 𝛾(0)) = (
∑︁

𝛾) (1) − (
∑︁

𝛾) (0)

即 𝛼与 𝛽在同一个道路连通分支里面，所以容易构造出自然变换并说明是自然同构. □
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13 Singular homology of a star-shaped set in R𝑛

定义 13.1: star-shaped

我们称 R𝑛 的一个子集 𝑋 是 star-shaped，如果 0 ∈ 𝑋，并且如果 𝑝 ∈ 𝑋，则对任意 𝑡 ∈ [0, 1]，
有 𝑡 𝑝 ∈ 𝑋 .

下面的篇幅我们来计算 Star-shaped set的同调群. 方便起见，我们令

𝐻𝑘 (𝑋) := 𝐻𝑘 (𝑆•(𝑋))

𝑍𝑘 (𝑋), 𝐵𝑘 (𝑋) 同理，考虑
𝑆2(𝑋) → 𝑆1(𝑋) → 𝑆0(𝑋)

我们知道

𝑍1(𝑋) = Ker 𝜕1 =

{∑︁
𝛾 |

∑︁
(𝛾(1) − 𝛾(0)) = 0

}
= set of closed paths

而 𝐵1(𝑋) = Im 𝜕2 为 𝑋 中的奇异 2-单形，即曲边三角形生成的自由群. 观察下图我们容易发现闭路
可以被拆分成三角形，所以促使我们思考同调群 𝐻1(𝑋) = 0.

那现在就是想构造一个这样子的映射，即从 Δ2到一个如图中分割的“三角形”，我们可以通过如下

的方式来构造：
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假设被切割的那一部分 path为 𝜎 : Δ1 → 𝑋，我们可以构造一个 𝑇𝜎 : Δ2 → 𝑋 为：

𝑇𝜎(𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) =


(1 − 𝑡0)𝜎

(
𝑡1

𝑡1 + 𝑡2
,

𝑡2
𝑡1 + 𝑡2

)
, 𝑡0 ≠ 1

0, (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) = (1, 0, 0)

我们可以进一步推广到一般情况，即给定 𝜎 : Δ𝑘 → 𝑋，我们构造 𝑇𝜎 : Δ𝑘+1 → 𝑋 为

𝑇𝜎(𝑡0, · · · , 𝑡𝑘 ) =


(1 − 𝑡0)𝜎

(
𝑡1

1 − 𝑡0
, · · · , 𝑡𝑘

1 − 𝑡0

)
, 𝑡0 ≠ 1

0, (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) = (1, 0, 0)

可以观察到

(𝑇𝜎)0 = (𝑇𝜎) ◦ 𝜄0 = 𝜎, (𝑇𝜎)𝑖 = 𝑇 (𝜎𝑖−1), 𝑖 = 1, · · · , 𝑘 + 1

于是有

𝜕𝑘+1(𝑇𝜎) =

𝑘+1∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖 (𝑇𝜎)𝑖

= 𝜎 +
𝑘+1∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖𝑇𝜎𝑖−1

= 𝜎 −
𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑇𝜎𝑖

= 𝜎 − 𝑇 (𝜕𝑘𝜎)

于是有

𝜎 = (𝜕𝑘+1𝑇 + 𝑇𝜕𝑘 )𝜎

若 𝜎 ∈ 𝑍𝑘 (𝑋)，有 𝜕𝑘 (𝜎) = 0，则有

𝜎 = (𝜕𝑘+1𝑇 + 𝑇𝜕𝑘 )𝜎 = 𝜕𝑘+1(𝑇𝜎) ∈ 𝐵𝑘 (𝑋)

所以我们得到当 𝑘 ≥ 1时，有
𝐻𝑘 (𝑋) = 0

Remark 13.1
这里实际上说明了 𝑖𝑑 与 0同伦，从而同调群与 0态射诱导的同调群一样，所以是 0.
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14 链同伦

在上一节中，我们定义了一个 𝑇 : 𝑆𝑘 → 𝑆𝑘+1，画成交换图就是下图：

𝑆𝑘 (𝑋) 𝑆𝑘−1(𝑋)

𝑆𝑘+1(𝑋) 𝑆𝑘 (𝑋)

𝜕𝑘

𝑇𝑘
0 𝑖𝑑

𝑇𝑘−1

𝜕𝑘+1

在其中我们有

𝑖𝑑 − 0 = 𝑖𝑑 = 𝑇𝑘−1𝜕𝑘 + 𝜕𝑘+1𝑇𝑘

这给出了链同伦的想法：

定义 14.1: chain homotopy

𝐶•与 𝐶′
•是两个链复形，给定两个 chain map

( 𝑓0)•, ( 𝑓1)• : 𝐶• → 𝐶′
•

一个从 ( 𝑓0)•到 ( 𝑓1)•的 chain homotopy ℎ•由一族群态射 ℎ𝑘 : 𝐶𝑘 → 𝐶′
𝑘+1构成，满足

( 𝑓1)𝑘 − ( 𝑓0)𝑘 = 𝜕′𝑘+1 ◦ ℎ𝑘 + ℎ𝑘−1 ◦ 𝜕𝑘 ,∀𝑘 ∈ Z

𝐶𝑘 𝐶𝑘−1

𝐶′
𝑘+1 𝐶′

𝑘

𝜕𝑘

ℎ𝑘 ( 𝑓0)𝑘 ( 𝑓1)𝑘
ℎ𝑘−1

𝜕𝑘+1

记为 ℎ• : ( 𝑓0)• ≃ ( 𝑓1)•.

定理 14.1

如果给定

𝐶• 𝐶′
• 𝐶′′

•
𝑓

𝑔

ℎ

𝑘

满足 𝐹 : 𝑓 ≃ 𝑔, 𝐺 : ℎ ≃ 𝑘，则有 ℎ 𝑓 ≃ 𝑘𝑔.
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证明: 我们需要尝试构造一个同伦，首先观察下面的交换图来寻找可以构造什么：

𝐶𝑛 𝐶𝑛−1

𝐶′
𝑛+1 𝐶′

𝑛 𝐶′
𝑛−1

𝐶′′
𝑛+1 𝐶′′

𝑛

𝐹𝑛 𝑓𝑛,𝑔𝑛 𝐹𝑛−1 𝑓𝑛−1,𝑔𝑛−1

ℎ𝑛+1,𝑘𝑛+1 𝐺𝑛 ℎ𝑛,𝑘𝑛 𝐺𝑛−1

我们的目的是说明 ℎ𝑛 𝑓𝑛 − 𝑘𝑛𝑔𝑛 可以某个同伦表示，注意到

ℎ𝑛 𝑓𝑛 − 𝑘𝑛𝑔𝑛 = ℎ𝑛 ( 𝑓𝑛 − 𝑔𝑛) + (ℎ𝑛 − 𝑘𝑛)𝑔𝑛
= ℎ𝑛 (𝜕′𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1𝜕𝑛) + (𝜕′′𝑛+1𝐺𝑛 + 𝐺𝑛−1𝜕

′
𝑛)𝑔𝑛

= ℎ𝑛𝜕
′
𝑛+1𝐹𝑛 + ℎ𝑛𝐹𝑛−1𝛼𝑛 + 𝜕′′𝑛+1𝐺𝑛𝑔𝑛 + 𝐺𝑛−1𝜕

′
𝑛𝑔𝑛

上面式子中可以看到的从 𝐶𝑛 → 𝐶′′
𝑛+1的态射有

ℎ𝑛+1𝐹𝑛, 𝐺𝑛𝑔𝑛

本着多收集信息肯定没错的原则，我们构造

𝐻𝑛 = ℎ𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐺𝑛𝑔𝑛

现在来计算一下

𝜕′′𝑛+1𝐻𝑛 + 𝐻𝑛−1𝜕𝑛 = 𝜕′′𝑛+1(ℎ𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐺𝑛𝑔𝑛) + (ℎ𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐺𝑛−1𝑔𝑛−1)𝜕𝑛
= 𝜕′′𝑛+1ℎ𝑛+1𝐹𝑛 + 𝜕′′𝑛+1𝐺𝑛𝑔𝑛 + ℎ𝑛𝐹𝑛−1𝜕𝑛 + 𝐺𝑛−1𝑔𝑛−1𝜕𝑛

则想要 ℎ𝑛 𝑓𝑛 − 𝑘𝑛𝑔𝑛 = 𝜕′′𝑛+1𝐻𝑛 + 𝐻𝑛−1𝜕𝑛，去掉两边一样的项，等价于证明

ℎ𝑛𝜕
′
𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐺𝑛−1𝜕

′
𝑛𝑔𝑛 = 𝜕

′′
𝑛+1ℎ𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐺𝑛−1𝑔𝑛−1𝜕𝑛

这等价于证明

𝐺𝑛−1(𝜕′𝑛𝑔𝑛 − 𝑔𝑛−1𝜕𝑛) = (𝜕′′𝑛+1ℎ𝑛+1 − ℎ𝑛𝜕′𝑛+1)𝐹𝑛

注意到 𝑓 , 𝑔都是 chain map，所以有

𝜕′𝑛𝑔𝑛 = 𝑔𝑛−1𝜕𝑛, 𝜕′′𝑛+1ℎ𝑛+1 = ℎ𝑛𝜕
′
𝑛+1

故上式左右两边都是 0，从而显然成立，于是我们证明了同伦. □
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定理 14.2:链同伦诱导同调群上的相同作用

如果 ( 𝑓0)• ≃ ( 𝑓1)• : 𝐶• → 𝐶′
•，则有

( 𝑓0)∗ = ( 𝑓1)∗ : 𝐻𝑘 (𝐶•) → 𝐻𝑘 (𝐶′
•)

证明: 简单运算即可. □
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15 拓扑同伦诱导链同伦

本节的想法是给定在拓扑空间范畴上的一个同伦

𝐻 : 𝑓0 ≃ 𝑓1 : 𝑋 → 𝑌

能否诱导链复形的同伦：

( 𝑓0)# ≃ ( 𝑓1)# : 𝑆•(𝑋) → 𝑆•(𝑌 )

要解决这个问题，我们只需要处理 𝑌 = 𝑋 × [0, 1] 的情况就可以了，我们考虑交换图：

𝑋 𝑋 × [0, 1] 𝑌
𝑖1

𝑖0

𝑓1

𝑓0

𝐻

其中

𝑖1(𝑥) = (𝑥, 1), 𝑖0(𝑥) = (𝑥, 0)

如果我们有 ℎ• : (𝑖0)# ≃ (𝑖1)#，则我们有

(𝑖1)# − (𝑖0)# = 𝜕ℎ + ℎ𝜕

于是我们注意到

( 𝑓1)# − ( 𝑓0)# = (𝐻𝑖1)# − (𝐻𝑖0)#
= 𝐻#((𝑖1)# − (𝑖0)#)
= 𝐻#(𝜕ℎ + ℎ𝜕)
= 𝜕 (𝐻#ℎ) + (𝐻#ℎ)𝜕

于是得到 𝐻#ℎ : ( 𝑓1)# ≃ ( 𝑓0)#. 所以我们下面仅研究 𝑌 = 𝑋 × [0, 1] 的情况就充足.

定理 15.1

存在一族自然变换 ℎ𝑘 : 𝑆𝑘 → 𝑆𝑘+1(− × 𝐼) 使得

(𝑖1)# − (𝑖0)# = 𝜕′𝑘+1 ◦ ℎ𝑘 + ℎ𝑘−1 ◦ 𝜕𝑘 ,∀𝑘 ∈ Z

证明: 我们分五步来证明这个定理.

(1) 我们先说明如果这样的 {ℎ𝑘 }存在，那么这些 ℎ𝑘 完全由 {ℎ𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
}所决定.这里面是 Yoneda

Lemma 的思想，下面交换图说明了这个道理(注意 𝜎 : Δ𝑘 → 𝑋 是 𝑆𝑘 (𝑋) 的生成元，并且相互
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自由，所以只需要决定生成元上的作用就可以，后面会不断使用这个思想，下不再赘述)：

𝑆𝑘 (Δ𝑘 ) 𝑆𝑘 (𝑋)

𝑖𝑑Δ𝑘
𝜎 : Δ𝑘 → 𝑋

ℎ𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
(𝜎 × 𝑖𝑑𝐼)#ℎ𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘

𝑆𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼) 𝑆𝑘+1(𝑋 × 𝐼)

𝜎#

ℎ𝑘 (Δ𝑘) ℎ𝑘 (𝑋)

(𝜎×𝑖𝑑𝐼 )#

(2) 如果我们取 𝜉𝑘 ∈ 𝑆𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼)来表示 ℎ𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
，并且定义

ℎ𝑘 (𝑋) : 𝑆𝑘 (𝑋) → 𝑆𝑘+1(𝑋 × 𝐼), 𝜎 ↦→ (𝜎 × 𝑖𝑑𝐼)#𝜉𝑘

则可以说明

ℎ𝑘 : 𝑆𝑘 → 𝑆𝑘+1(− × 𝐼)

是一个自然变换. 下面交换图告诉你一切(给定 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 )：

𝑆𝑘 (Δ𝑘 ) 𝑆𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼)

𝑖𝑑Δ𝑘
𝜉𝑘

𝑆𝑘 (𝑋) 𝑆𝑘+1(𝑋 × 𝐼)

𝜎 (𝜎 × 𝑖𝑑𝐼)#𝜉𝑘

𝑆𝑘 (𝑌 ) 𝑆𝑘+1(𝑌 × 𝐼)

𝑓 ◦ 𝜎 (( 𝑓 ◦) × 𝑖𝑑𝐼)#𝜉𝑘

ℎ𝑘 (Δ𝑘)

𝜎# ( 𝑓 ◦𝜎)#
(𝜎×𝑖𝑑𝐼 )#

( 𝑓×𝑖𝑑𝐼 )# (𝜎×𝑖𝑑𝐼 )#

∈ ∈

ℎ𝑘 (𝑋)

𝑓#

( 𝑓×𝑖𝑑𝐼 )#

∈ ∈

ℎ𝑘 (𝑌 )

∈ ∈

(3) 我们断言如果对任意的 𝑘，ℎ𝑘−1和 ℎ𝑘 都已经按上面方式定义好了

𝑆𝑘 (Δ𝑘 ) 𝑆𝑘−1(Δ𝑘 )

𝑆𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼) 𝑆𝑘 (Δ𝑘 × 𝐼)

𝜕𝑘 (Δ𝑘)

ℎ𝑘 (Δ𝑘)
𝑖1 (Δ𝑘)#−𝑖0 (Δ𝑘)#

ℎ𝑘−1 (Δ𝑘)

𝜕𝑘+1 (Δ𝑘×𝐼)

并且 𝜉𝑘 = ℎ𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
满足

(⋆) 𝜕𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼)ℎ𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
= 𝑖1(Δ𝑘 )#𝑖𝑑Δ𝑘

− 𝑖0(Δ𝑘 )#𝑖𝑑Δ𝑘
− ℎ𝑘−1(Δ𝑘 )𝜕𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
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则有

𝜕𝑘+1ℎ𝑘 = (𝑖1)# − (𝑖0)# − ℎ𝑘−1𝜕𝑘

下面的交换图告诉你一切：

𝑆𝑘 (Δ𝑘 ) 𝑆𝑘−1(Δ𝑘 )

𝑆𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼) 𝑆𝑘 (Δ𝑘 × 𝐼)

𝑆𝑘 (𝑋) 𝑆𝑘−1(𝑋)

𝑆𝑘+1(𝑋 × 𝐼) 𝑆𝑘 (𝑋 × 𝐼)

𝜕𝑘 (Δ𝑘)

ℎ𝑘 (Δ𝑘) (𝑖1 (Δ𝑘))#−(𝑖2 (Δ𝑘))#

𝜎#

ℎ𝑘−1 (Δ𝑘)

𝜎#
𝜕𝑘+1 (Δ𝑘×𝐼)

(𝜎×1𝐼 )#

(𝜎×1𝐼 )#
𝜕𝑘 (𝑋)

ℎ𝑘 (𝑋) (𝑖1 (𝑋))#−(𝑖2 (𝑋))#
ℎ𝑘−1 (𝑋)

𝜕𝑘+1 (𝑋×𝐼)

(4) 当 𝑘 = 0时，我们把具体的态射给构造出来以说明存在性：

𝑆0(Δ0) 0

𝑆1(Δ0 × 𝐼) 𝑆0(Δ0 × 𝐼) 0

ℎ0 (Δ0)
𝑖1 (Δ0)#−𝑖0 (Δ0)# 0

𝜕1 (Δ0×𝐼)

还是考虑 𝑖𝑑Δ0 送到 𝑆0(Δ0 × 𝐼)中是什么，由于 Δ0 → 𝑋 就是一个点，所以通过 𝑖1(Δ0)# − 𝑖0(Δ0)#
送下去之后就是两个点相减，我们记为 𝑄 − 𝑃，则我们需要找到一个 𝜉0 ∈ 𝑆1(Δ0 × 𝐼)通过边缘
算子送过去就是 𝑄 − 𝑃.

所以我们直接构造

𝜉0 : (𝑡0, 𝑡1) ↦→ (1, 𝑡1)

从而满足

𝜕1ℎ0 = (𝑖1)# − (𝑖0)# − ℎ−1𝜕0
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(5) 最后我们假设已经定义了所有的满足条件的 ℎ𝑙 (𝑙 < 𝑘)，现在我们来构造 ℎ𝑘，我们的目的就是

构造出 𝜉𝑘 来满足 (⋆)，现在考虑下图：

𝑆𝑘 (Δ𝑘 ) 𝑆𝑘−1(Δ𝑘 )

𝑆𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼) 𝑆𝑘 (Δ𝑘 × 𝐼) 𝑆𝑘−1(Δ𝑘 × 𝐼)

𝜕𝑘 (Δ𝑘)

ℎ𝑘 (Δ𝑘)
𝑖1 (Δ𝑘)#−𝑖0 (Δ𝑘)#

ℎ𝑘−1 (Δ𝑘)

𝜕𝑘+1 (Δ𝑘×𝐼) 𝜕𝑘 (Δ𝑘×𝐼)

我们只需要说明存在 𝜉𝑘 使得

𝜕𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼)𝜉𝑘 = 𝜕𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼)ℎ𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
= 𝑖1(Δ𝑘 )#𝑖𝑑Δ𝑘

− 𝑖0(Δ𝑘 )#𝑖𝑑Δ𝑘
− ℎ𝑘−1(Δ𝑘 )𝜕𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘

也就是

𝑖1(Δ𝑘 )#𝑖𝑑Δ𝑘
− 𝑖0(Δ𝑘 )#𝑖𝑑Δ𝑘

− ℎ𝑘−1(Δ𝑘 )𝜕𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
∈ Im 𝜕𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼)

注意到 Δ𝑘 × 𝐼 显然是 Star-shaped，于是其同调群为 0(𝑘 ≥ 1)，于是在此处正合，从而

Im 𝜕𝑘+1(Δ𝑘 × 𝐼) = Ker 𝜕𝑘 (Δ𝑘 × 𝐼)

所以我们只需要说明

𝜕𝑘 (Δ𝑘 × 𝐼)
(
𝑖1(Δ𝑘 )#𝑖𝑑Δ𝑘

− 𝑖0(Δ𝑘 )#𝑖𝑑Δ𝑘
− ℎ𝑘−1(Δ𝑘 )𝜕𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘

)
= 0

观察下图

𝑆𝑘 (Δ𝑘 ) 𝑆𝑘−1(Δ𝑘 ) 𝑆𝑘−2(Δ𝑘 )

𝑆𝑘 (Δ𝑘 × 𝐼) 𝑆𝑘−1(Δ𝑘 × 𝐼)

𝜕𝑘 (Δ𝑘)

𝑖1 (Δ𝑘)#−𝑖0 (Δ𝑘)#

𝜕𝑘−1 (Δ𝑘)

ℎ𝑘−1 (Δ𝑘)
𝑖1 (Δ𝑘)#−𝑖0 (Δ𝑘)#

ℎ𝑘−2 (Δ𝑘)

𝜕𝑘 (Δ𝑘×𝐼)

归纳假设告诉我们

𝜕𝑘ℎ𝑘−1 = (𝑖1)# − (𝑖0)# − ℎ𝑘−2𝜕𝑘−1

所以

𝜕𝑘 (Δ𝑘×𝐼)ℎ𝑘−1(Δ𝑘 )𝜕𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
= 𝑖1(Δ𝑘 )#𝜕𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘

−𝑖0(Δ𝑘 )#𝜕𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘
−ℎ𝑘−2(Δ𝑘 )𝜕𝑘−1(Δ𝑘 )𝜕𝑘 (Δ𝑘 )𝑖𝑑Δ𝑘

所以只需要证明

𝜕𝑘 (Δ𝑘 × 𝐼) (𝑖1(Δ𝑘 )# − 𝑖0(Δ𝑘 )#) (𝑖𝑑Δ𝑘
) = (𝑖1(Δ𝑘 )# − 𝑖0(Δ𝑘 )#)𝜕𝑘 (Δ𝑘 ) (𝑖𝑑Δ𝑘

)

而这时 (𝑖1)#, (𝑖0)#作为 chain map所自动得到的，得证.

□
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16 Acyclic Model Theorems

所谓 Acyclic Model Theorem实际上源于下面的问题：如果我们有一族从 𝒞到 Abel群范畴的协
变函子，和它们之间的自然变换，使得下图有 𝜕𝑘−1 ◦ 𝜕𝑘 = 0并且 𝜕′𝑘−1 ◦ 𝜕

′
𝑘 = 0

𝐾𝑘 𝐾𝑘−1 𝐾𝑘−2

𝐾′
𝑘 𝐾′

𝑘−1 𝐾′
𝑘−2

𝜕𝑘

∃? 𝑓𝑘

𝜕𝑘−1

𝑓𝑘−1 𝑓𝑘−2

𝜕′
𝑘

𝜕′
𝑘−1

则是否存在 𝑓𝑘 使得下图交换？类似的问题是如果 𝜕𝑘−1 ◦ 𝜕𝑘 = 0 并且 𝜕′𝑘−1 ◦ 𝜕′𝑘 = 0 并且 𝑓𝑘−1 =

𝜕′𝑘ℎ𝑘−1 + ℎ𝑘−2𝜕𝑘−1

𝐾𝑘 𝐾𝑘−1 𝐾𝑘−2

𝐾′
𝑘+1 𝐾′

𝑘 𝐾′
𝑘−1

𝜕𝑘

∃?ℎ𝑘 𝑓𝑘

𝜕𝑘−1

ℎ𝑘−1 𝑓𝑘−1 ℎ𝑘−2

𝜕′
𝑘+1 𝜕′

𝑘

则是否存在 ℎ𝑘 使得

𝑓𝑘 = 𝜕
′
𝑘+1ℎ𝑘 + ℎ𝑘−1𝜕𝑘

为了处理这两个问题，我们先给出一些定义.

定义 16.1

给定一个范畴 𝒞，一个函子 𝐹 : 𝒞 → (Ab)，我们选出一个子集M ⊆ ob(𝒞)，取

U = {𝑈𝑀 ⊆ 𝐹 (𝑀) | 𝑀 ∈ M}

定义一个函子
𝐹U : 𝒞 → (Ab)

𝑥 ↦→ Z
⊕

{(𝜑,𝑚) |𝜑∈Hom𝒞 (𝑀,𝑋),𝑚∈𝑈𝑀 ,𝑀∈M}

在态射上的作用为：

𝐹U ( 𝑓 ) : 𝐹U (𝑋) → 𝐹U (𝑌 ), (𝜑, 𝑚) ↦→ ( 𝑓 ◦ 𝜑, 𝑚)

我们还有一个自然变换
𝜋 : 𝐹U → 𝐹

𝐹U (𝑋) → 𝐹 (𝑋)
(𝜑, 𝑚) ↦→ 𝐹 (𝜑) (𝑚)

我们称 𝐹 是U-expressible，如果 𝜋是一个自然同构，我们称 𝐹 是 weakly U-expressible，如果
存在一个自然变换 𝜏 : 𝐹 → 𝐹U，使得 𝜋 ◦ 𝜏 = 1.
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下面我们来陈述 Acyclic Model Theorem：

定理 16.1: Acyclic Model Theorem - A

如果 𝐾𝑘 是U-expressible的，并且对任意的 𝑀 ∈ M 都有

𝐾′
𝑘 (𝑀) 𝐾′

𝑘−1(𝑀) 𝐾′
𝑘−2(𝑀)

𝜕′
𝑘
(𝑀) 𝜕′

𝑘−1 (𝑀)

正合，则存在 𝑓𝑘 .

定理 16.2: Acyclic Model Theorem - B

如果 𝐾𝑘 是U-expressible的，并且对任意的 𝑀 ∈ M 都有

𝐾′
𝑘+1(𝑀) 𝐾′

𝑘 (𝑀) 𝐾′
𝑘−1(𝑀)

𝜕′
𝑘+1 (𝑀) 𝜕′

𝑘
(𝑀)

正合，则存在 ℎ𝑘 .

实际上还能加强：

定理 16.3: Acyclic Model Theorem - A plus

如果 𝐾𝑘 是 weakly U-expressible的，并且对任意的 𝑀 ∈ M 都有

𝐾′
𝑘 (𝑀) 𝐾′

𝑘−1(𝑀) 𝐾′
𝑘−2(𝑀)

𝜕′
𝑘
(𝑀) 𝜕′

𝑘−1 (𝑀)

正合，则存在 𝑓𝑘 .

定理 16.4: Acyclic Model Theorem - B plus

如果 𝐾𝑘 是 weakly U-expressible的，并且对任意的 𝑀 ∈ M 都有

𝐾′
𝑘+1(𝑀) 𝐾′

𝑘 (𝑀) 𝐾′
𝑘−1(𝑀)

𝜕′
𝑘+1 (𝑀) 𝜕′

𝑘
(𝑀)

正合，则存在 ℎ𝑘 .

我们证明 A版本和 B-plus版本以学习两种证明方法，均可迁移到 A-plus和 B.
下面我们先证明 𝐴：

证明: 当 𝜋是自然同构的时候，我们注意到

𝐾𝑘 (𝑋) =
⊕

𝜑∈Hom𝒞 (𝑀,𝑋),𝑢∈𝑈𝑀⊆𝐾𝑘 (𝑀),𝑀∈M
Z𝐾𝑘 (𝜑)𝑢

是自由生成的，所以我们仿照上一节的思路来证明.

50



(1) 对于 𝑀 ∈ M，𝑢 ∈ 𝑈𝑀 ⊆ 𝐾𝑘 (𝑀)，考虑交换图

𝐾𝑘 (𝑀) 𝐾𝑘−1(𝑀) 𝐾𝑘−2(𝑀)

𝐾′
𝑘 (𝑀) 𝐾′

𝑘−1(𝑀) 𝐾′
𝑘−2(𝑀)

𝜕𝑘 (𝑀) 𝜕𝑘−1 (𝑀)

𝑓𝑘−1 (𝑀) 𝑓𝑘−2 (𝑀)

𝜕′
𝑘
(𝑀) 𝜕′

𝑘−1 (𝑀)

想构造出 𝑓𝑘，首先我们至少要对 𝑢满足交换律：

𝑢 𝜕𝑘 (𝑀)𝑢

𝜉𝑢 𝑓𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢

𝜕𝑘 (𝑀)

𝑓𝑘−1 (𝑀)

𝜕′
𝑘
(𝑀)

也就是说要存在一个 𝜉𝑢 ∈ 𝐾′
𝑘 (𝑀)满足

𝜕′𝑘 (𝑀)𝜉𝑢 = 𝑓𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢

等价于说

𝑓𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢 ∈ Im 𝜕′𝑘 (𝑀) = Ker 𝜕′𝑘−1(𝑀)

注意到

𝜕′𝑘−1(𝑀) 𝑓𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢 = 𝑓𝑘−2(𝑀)𝜕𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢 = 0

所以 𝜉𝑢 是存在的.

(2) 现在选定我们的 𝜉𝑢. 假设 𝑓𝑘 确实是自然变换，考虑 𝜑 ∈ Hom𝒞 (𝑀, 𝑋)，𝑢 ∈ 𝑈𝑀，我们来说明
𝑓𝑘 完全由 𝜉𝑢 = 𝑓𝑘 (𝑀)𝑢来决定.

𝐾𝑘 (𝑀) 𝐾𝑘 (𝑋)

𝑢 𝐾𝑘 (𝜑)𝑢

𝐾′
𝑘 (𝑀) 𝐾′

𝑘 (𝑋)

𝜉𝑢 𝐾′
𝑘 (𝜑)𝜉𝑢

𝐾𝑘 (𝜑)

𝑓𝑘 (𝑀)
𝑓𝑘 (𝑋)

𝐾 ′
𝑘
(𝜑)

交换图告诉我们

𝑓𝑘 (𝑋)𝐾𝑘 (𝜑) (𝑢) = 𝐾′
𝑘 (𝜑)𝜉𝑢

因为 𝐾𝑘 (𝜑) (𝑢) 是 𝐾𝑘 (𝑋) 的生成元，所以在生成元上的作用完全决定了整个的作用，故 𝑓𝑘 被

决定.
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(3) 我们现在来说明按照
𝑓𝑘 (𝑋) : 𝐾𝑘 (𝜑) (𝑢) ↦→ 𝐾′

𝑘 (𝜑)𝜉𝑢
定义的 𝑓𝑘 确实是一个自然变换，从而结论得证.所以给定 𝑔 : 𝑋 → 𝑌，我们要说明下图最前面

的正方形面交换
𝐾𝑘 (𝑀)

𝐾𝑘 (𝑋) 𝐾𝑘 (𝑌 )

𝐾′
𝑘 (𝑀)

𝐾′
𝑘 (𝑋) 𝐾′

𝑘 (𝑌 )

𝐾𝑘 (𝜑) 𝐾𝑘 (𝑔◦𝜑)

𝑓𝑘 (𝑀)
𝐾𝑘 (𝑔)

𝑓𝑘 (𝑋)

𝑓𝑘 (𝑌 )

𝐾 ′
𝑘
(𝜑) 𝐾 ′

𝑘
(𝑔◦𝜑)

𝐾 ′
𝑘
(𝑔)

要说明交换只需要说明在生成元上交换即可，注意蓝色面在生成元 𝑢 上是交换的，从而我们

考虑元素的图表：

𝑢

𝐾𝑘 (𝜑)𝑢 𝐾𝑘 (𝑔 ◦ 𝜑)𝑢

𝜉𝑢

𝐾′
𝑘 (𝜑)𝜉𝑢 𝐾′

𝑘 (𝑔 ◦ 𝜑)𝜉𝑢

𝐾𝑘 (𝜑) 𝐾𝑘 (𝑔◦𝜑)

𝑓𝑘 (𝑀)
𝐾𝑘 (𝑔)

𝑓𝑘 (𝑋)

𝑓𝑘 (𝑌 )

𝐾 ′
𝑘
(𝜑)

𝐾 ′
𝑘
(𝑔◦𝜑)

𝐾 ′
𝑘
(𝑔)

由于红面关于 𝑢也是交换的，所以确实是交换的.

(4) 我们最后来说明定义的 𝑓𝑘 确实满足函子上的交换图表，只需要在生成元上验证，即对于任意

的 𝑋 ∈ ob(𝒞)，𝜑 ∈ Hom𝒞 (𝑀, 𝑋) 都有下图在生成元 𝐾𝑘 (𝜑)𝑢上交换

𝐾𝑘 (𝑀) 𝐾𝑘−1(𝑀)

𝐾𝑘 (𝑋) 𝐾𝑘−1(𝑋)

𝐾′
𝑘 (𝑀) 𝐾′

𝑘−1(𝑀)

𝐾′
𝑘 (𝑋) 𝐾′

𝑘−1(𝑋)

𝜕𝑘 (𝑀)

𝐾𝑘 (𝜑)

𝑓𝑘 (𝑀)

𝐾𝑘−1 (𝜑)

𝑓𝑘−1 (𝑀)
𝜕𝑘 (𝑋)

𝑓𝑘 (𝑋) 𝑓𝑘−1 (𝑋)
𝜕′
𝑘
(𝑀)

𝐾 ′
𝑘
(𝜑) 𝐾 ′

𝑘−1 (𝜑)

𝜕′
𝑘
(𝑋)
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我们只需要把元素的交换图画出来就立刻得到结论：

𝑢 𝜕𝑘 (𝑀)𝑢

𝐾𝑘 (𝜑)𝑢 𝜕𝑘 (𝑋)𝐾𝑘 (𝜑)𝑢

𝜉𝑢 𝑓𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢

𝐾′
𝑘 (𝜑)𝜉𝑢 ?

𝜕𝑘 (𝑀)

𝐾𝑘 (𝜑)

𝑓𝑘 (𝑀)

𝐾𝑘−1 (𝜑)

𝑓𝑘−1 (𝑀)
𝜕𝑘 (𝑋)

𝑓𝑘 (𝑋) 𝑓𝑘−1 (𝑋)
𝜕′
𝑘
(𝑀)

𝐾 ′
𝑘
(𝜑)

𝐾 ′
𝑘−1 (𝜑)

𝜕′
𝑘
(𝑋)

问号处是说前面的图交换当且仅当

𝜕′𝑘 (𝑋)𝐾
′
𝑘 (𝜑)𝜉𝑢 = 𝑓𝑘−1(𝑋)𝜕𝑘 (𝑋)𝐾𝑘 (𝜑)𝑢

注意到除了前表面其他五个面都是关于 𝑢交换的，于是交换性立刻得到.

□

我们发现在 A的证明中，完全没有用到 𝐾𝑘
U
这样子的东西，实际上只在第一步中利用 𝜋 是自

然同构来说明 𝐾𝑘 (𝑋) 是一个由若干元素生成的自由群，如果我们有自由的条件(满足一定自然性)，
那确实就不需要这个 𝜋和其他构造，所以可以对U-expressible的条件进行一定的减弱，我们来通过
对定理 B-plus的证明来说明这一点.
证明: 我们还是分步骤来证明：

(1) 首先我们来说明可以对于 𝑢 ∈ 𝑈𝑀 来定义 𝜉𝑢(希望这个东西就是 ℎ𝑘 (𝑀)𝑢)使得满足

𝜕′𝑘+1(𝑀)𝜉𝑢 = 𝑓𝑘 (𝑀)𝑢 − ℎ𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢

我们考虑交换图：

𝐾𝑘 (𝑀) 𝐾𝑘−1(𝑀) 𝐾𝑘−2(𝑀)

𝐾′
𝑘+1(𝑀) 𝐾′

𝑘 (𝑀) 𝐾′
𝑘−1(𝑀)

𝜕𝑘 (𝑀)

ℎ𝑘 (𝑀) 𝑓𝑘 (𝑀)

𝜕𝑘−1 (𝑀)

ℎ𝑘−1 (𝑀) 𝑓𝑘−1 (𝑀) ℎ𝑘−2 (𝑀)

𝜕′
𝑘+1 (𝑀) 𝜕′

𝑘
(𝑀)

由于下面的行是正合的，所以要说明

𝑓𝑘 (𝑀)𝑢 − ℎ𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢 = 𝜕′𝑘+1(𝑀)𝜉𝑢 ∈ Im = Ker

只需要说明

𝜕′𝑘 (𝑀) ( 𝑓𝑘 (𝑀)𝑢 − ℎ𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢) = 0
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这等价于说明

𝑓𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢 = 𝜕′𝑘 (𝑀)ℎ𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢+0 = 𝜕′𝑘 (𝑀)ℎ𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢+ ℎ𝑘−2(𝑀)𝜕𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢

这利用 𝑓𝑘−1 = ℎ𝑘−2𝜕𝑘−1 + 𝜕′𝑘ℎ𝑘−1立刻得到. 于是所需要的 𝜉𝑢 是存在的.

(2) 我们定义一个从 𝐾U
𝑘

→ 𝐾′
𝑘+1的自然变换 ℎ̃𝑘，定义如下：

ℎ̃𝑘 (𝑋) : 𝐾U
𝑘
(𝑋) → 𝐾′

𝑘+1(𝑋)
(𝜑, 𝑢) ↦→ 𝐾′

𝑘+1(𝜑)𝜉𝑢

定义的合理性利用如下交换图：

𝐾𝑘
U (𝑋) 𝐾𝑘 (𝑋)

(𝜑, 𝑢) 𝐾𝑘 (𝜑)𝑢

𝐾′
𝑘+1(𝑋)

𝐾′
𝑘+1(𝜑)𝜉𝑢

𝜋(𝑋)

现在我们来说明这确实是一个自然变换，只需要对于 𝑔 : 𝑋 → 𝑌 验证下图交换：

𝐾𝑘
U (𝑋) 𝐾′

𝑘+1(𝑋)

(𝜑, 𝑢) 𝐾′
𝑘+1(𝜑)𝜉𝑢

𝐾𝑘
U (𝑌 ) 𝐾′

𝑘+1(𝑌 )

(𝑔 ◦ 𝜑, 𝑢) 𝐾′
𝑘+1(𝑔 ◦ 𝜑)𝜉𝑢

交换性几乎是显然的.

(3) 我们来说明
𝑓𝑘 ◦ 𝜋 = 𝜕′𝑘+1 ◦ ℎ̃𝑘 + ℎ𝑘−1 ◦ 𝜕𝑘 ◦ 𝜋
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给定 𝜑 : 𝑀 → 𝑋，我们考虑交换图：

𝐾𝑘−1(𝑀)

𝐾𝑘 (𝑀) 𝐾𝑘−1(𝑋)

𝐾𝑘 (𝑋)

𝐾′
𝑘 (𝑀)

𝐾′
𝑘+1(𝑀) 𝐾′

𝑘 (𝑋)

𝐾′
𝑘+1(𝑋) 𝐾𝑘

U (𝑋)

𝐾𝑘−1 (𝜑)

ℎ𝑘−1 (𝑀)

𝜕𝑘 (𝑀)

𝐾𝑘 (𝜑)

𝑓𝑘 (𝑀) ℎ𝑘−1 (𝑋)

𝜕𝑘 (𝑋)

𝑓𝑘 (𝑋)

𝐾 ′
𝑘
(𝜑)𝜕′

𝑘+1 (𝑀)

𝐾 ′
𝑘+1 (𝜑) 𝜕′

𝑘+1 (𝑋)

𝜕𝑘 (𝑋)◦𝜋(𝑋)

𝜋(𝑋)

𝑓𝑘◦𝜋

ℎ̃𝑘 (𝑋)

我们直接计算

𝑓𝑘 (𝑋)𝜋(𝑋) (𝜑, 𝑢) = 𝑓𝑘 (𝑋)𝐾𝑘 (𝜑)𝑢
= 𝐾′

𝑘 (𝜑) 𝑓𝑘 (𝑀)𝑢
= 𝐾′

𝑘 (𝜑) (𝜕
′
𝑘+1(𝑀)𝜉𝑢 + ℎ𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢)

= 𝐾′
𝑘 (𝜑)𝜕

′
𝑘+1(𝑀)𝜉𝑢 + 𝐾′

𝑘 (𝜑)ℎ𝑘−1(𝑀)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢
= 𝜕′𝑘+1(𝑋)𝐾

′
𝑘+1(𝜑)𝜉𝑢 + ℎ𝑘−1(𝑋)𝐾𝑘−1(𝜑)𝜕𝑘 (𝑀)𝑢

= 𝜕′𝑘+1(𝑋) ℎ̃𝑘 (𝑋) (𝜑, 𝑢) + ℎ𝑘−1(𝑋)𝜕𝑘 (𝑋)𝐾𝑘 (𝜑)𝑢
= 𝜕′𝑘+1(𝑋) ℎ̃𝑘 (𝑋) (𝜑, 𝑢) + ℎ𝑘−1(𝑋)𝜕𝑘 (𝑋)𝜋(𝑋) (𝜑, 𝑢)

所以在生成元上成立，于是恒有

𝑓𝑘 (𝑋)𝜋(𝑋) = 𝜕′𝑘+1(𝑋) ℎ̃𝑘 (𝑋) + ℎ𝑘−1(𝑋)𝜕𝑘 (𝑋)𝜋(𝑋)

即

𝑓𝑘 ◦ 𝜋 = 𝜕′𝑘+1 ◦ ℎ̃𝑘 + ℎ𝑘−1 ◦ 𝜕𝑘 ◦ 𝜋

我们现在令

ℎ𝑘 = ℎ̃𝑘 ◦ 𝜏

在上式两边复合 𝜏就得到

𝑓𝑘 = 𝜕
′
𝑘+1 ◦ ℎ𝑘 + ℎ𝑘−1 ◦ 𝜕𝑘

定理得证.

□

我们完成了定理证明，无圈模型定理定理实际上相当于为我们提供了一个自动证明机，使得我

们不需要再去通过归纳方式手动构造需要的映射，比如我们如果取 𝒞 为拓扑空间范畴，𝐾𝑘 = 𝑆𝑘，
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𝐾′
𝑘 = 𝑆𝑘 (− × 𝐼)，M = {Δ𝑘 }，𝑈Δ𝑘

= {𝑖𝑑Δ𝑘
}，我们会发现

𝐾𝑘
U

= Z⊕{(𝜑,𝑖𝑑Δ𝑘 ) |𝜑∈Hom𝒞 (Δ𝑘→𝑋)} = 𝑆𝑘 (𝑋) = 𝐾𝑘 (𝑋)

于是自然是 U-expressible的，并且我们注意到 𝐾′
𝑘 在模型 Δ𝑘 上是 acyclic的，所以我们直接套用定

理 B就立刻得到了我们上一节的结论.
于是我们看到无圈模型定理的威力在于只要你在最简单的几何对象(即所谓模型，如单纯形)上

定义好了某种运算或映射，并且证明了它在这些模型上是同伦正确的，那么这个运算就能自动推广

到所有空间，且在同伦意义下是唯一的.
以下是该定理在现代数学中的主要应用(from Gemini-3)：

1. 艾伦伯格-齐尔伯定理 (Eilenberg-Zilber Theorem)——积空间的同调

这是无圈模型定理最经典的应用，旨在解决积空间 𝑋 × 𝑌 的同调计算问题。

• 背景：我们希望建立奇异链复结 𝑆∗(𝑋 × 𝑌 ) 与张量积复结 𝑆∗(𝑋) ⊗ 𝑆∗(𝑌 )之间的联系。

• 定理应用：利用模型 (Δ𝑝,Δ𝑞)的无圈性，可以证明存在自然的链同伦等价：

𝑆∗(𝑋 × 𝑌 ) ≃ 𝑆∗(𝑋) ⊗ 𝑆∗(𝑌 )

其中的链映射包括 Alexander-Whitney映射（对角线近似）和 Shuffle映射（洗牌积）。

• 结果：这直接导出了代数拓扑中的 Künneth 公式，使得我们可以通过因子的同调群计算
积空间的同调群。

2. 上同调运算的构造 (Steenrod Squares / Power Operations)

该定理在同伦论的高阶结构构造中起着基础性作用。

• 背景：奇异上同调环中的杯积（Cup Product）在链水平上不是严格交换的，即 𝑢 ⌣ 𝑣 ≠

±𝑣 ⌣ 𝑢，它仅是“同伦交换”的。

• 定理应用：为了度量这种交换性的缺失，需要构造高阶同伦算子。无圈模型定理保证了
存在一个 𝑆2-等变的链映射逼近对角线映射：

Δ : 𝑆∗(𝑋) → 𝑆∗(𝑋) ⊗ 𝑆∗(𝑋)

由于模型（单纯形）是可缩的，不存在拓扑阻碍，因此可以逐维构造这些高阶同伦。

• 结果：这导致了 Steenrod平方运算 (𝑆𝑞𝑖)的定义，它们是区分同伦类型的精细不变量。

3. 不同同调理论的比较 (Comparison Theorems)

当需要证明针对一般空间的两种不同同调定义等价时，该定理提供了标准范式。

• 背景：例如比较奇异同调（Singular Homology）与切赫同调（Čech Homology）或Alexander-
Spanier上同调。
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• 定理应用：只要空间是局部可缩的（例如流形或 CW 复形），我们可以将局部开集视为
“模型”。由于两种理论在模型上都归结为点的同调（无圈），因此它们是全局链同伦等

价的。

• 结果：这在德拉姆定理（De Rham Theorem）的证明中至关重要，连接了微分形式的分析
性质与空间的拓扑性质。

4. 群同调定义的独立性 (Group Homology)

这是无圈模型定理在纯代数语境下的体现。

• 背景：群 𝐺 的同调 𝐻∗(𝐺,Z) 定义为平凡模 Z在群环 Z𝐺 上的投射消解（Projective Reso-
lution）的同调。

• 定理应用：这里的“模型”对应于自由模的基。定理断言，任意两个投射消解之间都存
在链映射，且在链同伦意义下是唯一的。

• 结果：证明了群同调（以及 Tor和 Ext函子）不依赖于具体消解的选择。

5. 单纯集合与拓扑空间的等价性 (Simplicial Sets vs. Top)

在现代同伦论中，通常利用单纯集合来代替拓扑空间进行组合研究。

• 背景：考虑几何实现函子 | · | : sSet → Top和奇异单纯形函子 Sing : Top → sSet。

• 定理应用：要证明对于任意 CW 复形 𝑋，自然映射 |Sing(𝑋) | → 𝑋 是弱同伦等价，或者

证明单纯集合 𝐾 的同调同构于 |𝐾 |的奇异同调。

• 结果：无圈模型定理将这些证明归结为验证标准单纯形 Δ𝑛上的性质，从而建立了组合拓

扑与经典拓扑之间的桥梁。
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