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前言

统一度量衡：

• T0 为拓扑区分点.

• T1 为单点集是闭集.

• T2 为开集分离点.

• T3 为闭集与点分离+ T0.

• T3.5 为完全正则+ T0(也称为 Tychonoff 空间).

• T4 为闭集分离 + T1.
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Chapter 1: 初等数学拾遗

1.1 拓扑群

所谓拓扑群即拓扑空间范畴中的群对象，具体来说，在一个有终对象 Z 和有限乘积的范畴 C

中讨论的群对象包含如下资料，一个 G ∈ ob(C ) 以及三个态射：

m : G×G→ G, i : G→ G, e : Z → G

分别编码了群乘法，取逆和单位元，并且满足群公理(结合律，逆元律，幺元律).我们可以用交换图

来刻画这些律，结合律：

G×G×G G×G

G×G G

m×id

id×m m

m

逆元律：
G

G×G Z G×G

G

(id,i) (i,id)

m
e

m

幺元律：
G

Z ×G G× Z

G

∼= ∼=

id

m◦(e×id) m◦(id×e)

很显然拓扑空间范畴中的终对象就是单点空间，拓扑空间范畴中的群对象就是所谓拓扑群. 简单来

说，拓扑群就是一个拓扑空间，带有群结构，并且满足群的乘法运算 m : G → G → G, (g, h) 7→ gh

与逆元运算 i : G→ G, g 7→ g−1 都是连续的.

1



CHAPTER 1. 初等数学拾遗 2

定义 1.1.1: 齐性空间

拓扑空间 X，若任意的 a, b ∈ X，存在 σ ∈ Aut(X)，使得 σ(a) = b，则称 X 是齐齐齐性性性空空空间间间.

很显然拓扑群都是齐性空间，因为左右平移映射都是同胚. 要达成这个只需要看到

G→ G×G→ G, x 7→ (x, s) 7→ xs

为群乘法复合含入，从而连续，并且显然可见逆映射也是连续的，故同胚.

命题 1.1.1: 子集乘法相关

G 是拓扑群，A,B 是子集，则若 A 是开集，AB 与 BA 都是开集a；若 A 是闭集 B 是有限

集，则 AB 和 BA 都是闭集；若 A,B 都是紧集，则 AB 是紧集b.

a注意到 AB =
⋃
b∈B

Ab 为开集的并.

b只需要看到 A×B 是紧集，而 AB 为 A×B 的群乘法连续像，所以紧.

由于拓扑群是齐性的，所以任意一个点处的邻域基本质上都可以有幺元处邻域基得到，所以我

们很多时候只需要看幺元处邻域基满足什么性质就可以得到很多东西.

命题 1.1.2: 邻域开根号性质

给定 e 的一个开邻域 V，一定会存在 e 的另外一个开邻域 U 使得a

U2 := {u1u2 | u1, u2 ∈ U} ⊂ V

我们还可以要求上面的“平方根”是对称的b，即 U = U−1. 由此可以归纳地得到对任意 n，

都存在对称的 e 的开邻域 U 使得 Un ⊂ V .

a这一点是来自于群乘法在 (e, e) 7→ e 处的连续性.
b如 U2 ⊂ V，取 U0 = U ∩ U−1 即可.

那群里面元素既然都可以取逆，现在给定一个 e 的邻域 U，我们能不能说 U−1 也是 e 的一个

邻域呢? 这个是可以的，是拓扑群的定义中我们还有一条到现在都没有用过，即取逆的运算 i 是连

续的，并且注意到 i−1 = i，所以 i 还是一个同胚，所以 i 把开集送到开集，于是我们知道

U−1 = i(U)

由左乘映射和右乘映射的同胚性质，我们知道对于 e的邻域 U，有 gUg−1 = Rg−1 ◦Lg(U)也是 e的

邻域. 那么拓扑群既然是一个群，它的子群与商群扮演了一种什么样的角色呢？

定义 1.1.2: 开子群与闭子群

我们称一个子群 H < G 是开开开子子子群群群，如果 H 作为 G 的一个子集是开集. 闭闭闭子子子群群群同理定义.
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对拓扑群而言，开子群与闭子群有很好的性质：

命题 1.1.3

所有开子群都是闭子群. 所有有限指数闭子群都是开子群. 含有幺元的任意一个邻域的子群一

定是开的.

证明: 假设 H < G是开子群，要说明 H 是闭的只需要说明 G\H 是开的，考虑 G对 H 的陪集分

解

G/H =
⋃
i∈I

giH

其中 gi 是一个陪集代表元系，并且不妨设 g1H = H，则知

G\H =
⋃

i∈I,i ̸=1

giH

由左乘映射是同胚，注意到对于任意的 gi，都有 giH 是开集，所以 G\H 是一族开集的并，于是还
是开集，故 H 是闭集，于是开子群同时也是闭子群. 后面命题同理可证.

对于一般的 G 的子群，不一定是开的或者闭的，但是无论如何，我们都可以赋予子空间拓扑.

给定 H < G，我们可以给左陪集空间 G/H 赋予商拓扑 ρ : G → G/H，即 V ⊂ G/H 开当且仅当

ρ−1V 开，G/H 称为相对 H 的左陪集空间.

命题 1.1.4

H < G，则商映射 ρ : G→ G/H 是开映射，并且 H 是开子群当且仅当 G/H 有离散拓扑.

证明: 只证明开映射，设 S 是 G 的开集，注意到

ρ−1(ρ(S)) = SH

是开集.

如果给定 G 的一个正规子群 N，我们可以对商群 G/N 赋予商拓扑.

定理 1.1.1

G 是拓扑群，N ◁G，则 G/N 是拓扑群.

命题 1.1.5: 拓扑群同态基本定理

φ : G1 → G2 为拓扑群的开连续同态，则 G1/Kerφ ∼= Imφ 为拓扑群同构.
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命题 1.1.6

若 H ≤ L ≤ G，则 (G/H)/(L/H) ∼= G/L.

一个很好的定理是：

定理 1.1.2: 紧的判定

G 是拓扑群，H < G，若 H 与 G/H 都是紧的，则 G 是紧的.

但是我们经常会遇到非紧的拓扑群，所以局部紧可能是更广泛的条件.

定理 1.1.3: 局部紧的刻画

G 是拓扑群，H < G，则

(1) G 局部紧 ⇐⇒ e 存在紧邻域.

(2) G 局部紧，H 闭 =⇒ H 是局部紧的.

(3) G 局部紧 =⇒ G/H 是局部紧的.

(4) G/H 与 H 都是局部紧的 =⇒ G 是局部紧的.

现在我们可以考虑拓扑群的积，这里的积是作为拓扑空间的积.

命题 1.1.7: 拓扑群的积还是拓扑群

{Gi}i∈I 是一组拓扑群，则 G =
∏
i∈I

Gi 是拓扑群.

于是我们由点集拓扑知识立刻得到：

定理 1.1.4

{Gi}i∈I 是一组拓扑群，则

(1)
∏
i∈I

Gi 紧 ⇐⇒ 每个 Gi 都紧.

(2)
∏
i∈I

Gi 局部紧 ⇐⇒ 每个 Gi 都局部紧，并且除有限个以外都紧.

拓扑群的分离性有非常好的性质：
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定理 1.1.5: 拓扑群的分离

拓扑群若 T0 则 T3.5. 若 G 的任意左陪集空间 G/H 是 T0 则 T3.

Hausdorff 是最基本的性质.

定理 1.1.6: 拓扑群的 Hausdorff 刻画

G 是拓扑群，F 是 e 的邻域基，TFAE：

(1) G 是 Hausdorff 空间.

(2) δ : G→ G×G, x 7→ (x, x) 是闭映射.

(3) {e} 是闭集.

(4) f : H → G 是连续同态，则 Ker f 是 H 的闭集.

(5)
⋂
U∈F

U = {e}.

(6) e 的一切开邻域之交是 {e}.

命题 1.1.8

G，{Gi} 都是拓扑群，H < G，则

(1) G 是 Hausdorff =⇒ H 是 Hausdorff.

(2) G/H 是 Hausdorff ⇐⇒ H 是 G 的闭子群.

(3) H 和 G/H 都 Hausdorff =⇒ G 是 Hausdorff.

(4)
∏
i∈I

Gi Hausdorff ⇐⇒ 每个 Gi 都 Hausdorff.

下面我们谈连通性，由于开子群必为闭子群，有限指数闭子群必为开子群，所以：

命题 1.1.9

G 连通则没有真开子群或者有限指数的闭子群.

我们要了解商群与乘积的连通性.
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命题 1.1.10: 连通

G,Gi 都是拓扑群，H < G，则

(1) G 连通 =⇒ G/H 连通.

(2) H 与 G/H 连通 =⇒ G 连通.

(3)
∏
i∈I

Gi 连通 ⇐⇒ Gi 都连通.

我们记拓扑空间 X 在 x 点处的连通分支为 Comp(x). 熟知连通分支为非空闭集，并且所有分

支构成 X 的分划. 若每个分支都只有一个点则称 X 是完全不连通的.

命题 1.1.11: 完全不连通

G,Gi 都是拓扑群，H < G，则

(1) G 完全不连通 =⇒ G/H 完全不连通.

(2) H 与 G/H 完全不连通 =⇒ G 完全不连通.

(3)
∏
i∈I

Gi 完全不连通 ⇐⇒ Gi 都完全不连通.

下面是连通的主定理：

定理 1.1.7

G 是拓扑群，G0 = Comp(e)，则

(1) G0 ◁G 是闭连通正规子群.

(2) G/G0 是完全不连通的 Hausdorff 拓扑群.

(3) G0 的全体陪集构成 G 的所有分支.

(4) G 的每个开子群都包含 G0.

最后提一嘴拓扑群的作用.

定义 1.1.3: 拓扑齐性空间

G 作用在拓扑空间 M 上，若对任意的 x ∈M，在 G 之下的轨道就是 M，则称 M 为相对于

G 的拓拓拓扑扑扑齐齐齐性性性空空空间间间.
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我们可以很明显看到

Gx = {s ∈ G : sx = x}

为 x 处的稳定子群，若 y = tx，则

Gy = tGxt
−1

这都与一般群作用并无二样.

命题 1.1.12

Hausdorff 空间 M 是拓扑群 G 上的齐性空间，x ∈ M，则 G/Gx → M, gGx 7→ gx 是连续映

射.

命题 1.1.13

G 为局部紧群，若存在 G 的开子群 H 使得 G/H 可数，H/G0 是紧集，则给定齐性的局部紧

Hausdorff 空间 M，有 M 与 G/Gx 同胚.

推论 1.1.1

G 为局部紧群，M 为齐性的局部紧 Hausdorff 空间，若 G 是紧群或者只有可数连通分支，则

G/Gx
∼= M .

定义 1.1.4: 完全不连续

离散群 Γ 作用在拓扑空间 M 上，如果 Γ 中任意不同元素构成的序列 {γn}，满足对任意的
x ∈M，{γnx} 没有极限，则称 Γ 在 M 上的作用是完完完全全全不不不连连连续续续的.

定义 1.1.5: 基本区域

设离散群 Γ 作用在拓扑空间 M 上，T 在 M 上的作用基基基本本本区区区域域域是指 M 的子集 F，满足

(1) Γ(F ) =M .

(2) ∀γ ∈ Γ, γ ̸= e，γF ∩ F = ∅.
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1.2 Haar测度与群上积分

1.3 群的合成列

1.4 可解群与幂零群

1.5 群的极限与完备化

1.6 环的极限与完备化

1.7 模的张量积

1.8 模的合成列

1.9 半单模

本节中约定 M 为非零的左 R-模，定义环 A = EndR(M)op，则 M 对下述乘法自然成为右

A-模：

(m, a) 7→ a(m), m ∈M,a ∈ A

这是因为

((m, a), b) 7→ (a(m), b) 7→ b(a(m)) = (b ◦ a)(m) = (m, ab)

从而 M 构成了 (R,A)-双模，同理对右 R-模可做类似定义，此处不表. 若无特别说明，本节中所考

虑的均为左 R-模.
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1.10 分次代数

定义 1.10.1: 分次模与分次代数

令 I 为一个交换幺半群，以 + 表二元运算，0 表幺元. 则交换环 R 上的分分分次次次模模模是配备直和分

解的模 M =
⊕
i∈I

Mi. 对两个分次模 M,N 而言，张量积诱导自然的分次结构

(M ⊗N)k =
⊕

i,j∈I,i+j=k

Mi ⊗Nj

称 x ∈ Mi − {0} 为 M 中次数为 i 的齐齐齐次次次元元元，也即 deg(x) = i，对 0 不定义次数，分分分次次次子子子

模模模即 M 中满足

N =
⊕
i∈I

(N ∩Mi)

的子模. 交换环 R 上的分分分次次次代代代数数数是配备直和分解的 R-代数 A =
⊕
i∈I

Ai，其乘法满足 Ai ·

Aj ⊂ Ai+j 并且 1 ∈ A0. 因此 A0 是子代数. 同态 φ : A → B 若想为分次代数的同态，需

要满足 φ(Ai) ⊂ Bi. 分分分次次次理理理想想想即 A 中满足 a =
⊕
i∈I

(a ∩ Ai) 的理想，可见当 a ̸= A 时，

A/a =
⊕
i

Ai/a ∩ Ai 仍然是分次代数. 当 (I,+) ⊂ (Z,+) 时称之为分次对象.

容易证明下面的引理：

引理 1.10.1: 分次结构由齐次元决定

I-分次代数(或分次模)中的双边理想(或子模)是分次的，当且仅当它能由齐次元生成.

1.11 张量代数

R 为交换环，本节中记 ⊗ := ⊗R，定义模 M 的 n 重张量积为

T n(M) :=M ⊗ · · · ⊗M︸ ︷︷ ︸
n

, n ≥ 1

T 0(M) := R

我们诱导出自然同态

µi,j : T
iM ⊗ T jM → T i+jM

这是一个同构.
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定义 1.11.1: 张量代数

定义 R-模 M 的张张张量量量代代代数数数为 T (M) :=
∞⊕
n=0

T n(M)，其乘法和幺元分别由诸 µi,j 与 R =

T 0(M) ↪→ T (M) 给出. 它带有自然的 R-模单同态 M = T 1(M) ↪→ T (M). 可见 T (M) 为分次

代数.

乘法在元素层面展开无非是

(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) · (y1 ⊗ · · · ⊗ ym) = x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ ym

结合律由张量积的性质立刻得到，并且易见此等构造使得 T 与 T n 均为函子.

定理 1.11.1: 张量代数的泛性质与伴随

张量代数满足如下泛性质：对任意 R-代数 A 与 R-模同态 f : M → A，存在唯一的 R-代数同

态 φ : T (M)→ A 使得下图交换

M T (M)

A
f

∃!φ

换言之，函子间有伴随关系

T ⊣ U

其中 U 是从 R-代数到 R-模的遗忘函子.

其证明是近乎显然的，同时近乎显然的是下面的论断：

命题 1.11.1: 张量代数的构造与基变换交换

对环同态 R → S，存在唯一的分次 S-代数同构 ψM : T (M ⊗ S) → T (M) ⊗ S，使得图表在
S-模中交换

M ⊗ S

T (M ⊗ S) T (M)⊗ S

可见函子的同构 T (−⊗ S) ∼= T (−)⊗ S.

由于 T 是左伴随，所以容易看见：
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推论 1.11.1

存在分次代数的自然同构 lim−→T (Mi) ∼= T
Ä
lim−→Mi

ä
. 特别地，模的商同态 M ↠M/N 有

T (M)→ T (M)/⟨N⟩ ∼= T (M/N)

其中 ⟨N⟩ 是 N 生成的齐次理想.

1.12 对称代数与外代数

定义 1.12.1: 对称代数与外代数

以齐次生成元定义 T (M) 的双边分次理想

ISym(M) := ⟨x⊗ y − y ⊗ x : x, y ∈M⟩

I∧(M) := ⟨x⊗ x : x ∈M⟩

对应的商代数有自然的分次结构：

Sym(M) := T (M)/ISym(M)∧
(M) := T (M)/I∧(M)

分别称为 M 的对对对称称称代代代数数数与外外外代代代数数数.

我们知道有

ISym(M) =
⊕
n

InSym(M)

I∧(M) =
⊕
n

In∧(M)

有自然的分次结构，这些理想由二次齐次元生成，所以自然有从 M → T (M) 诱导的单同态

M ↪→ Sym(M), M ↪→
∧

(M)

并且我们易见 Sym 与
∧
是函子性的，对称代数的群乘法习惯写作

(x, y) 7→ xy

当 x, y ∈M 时有 xy = yx，可见 Sym(M) 是 T (M) 的交换化. 外代数的乘法习惯写作

(x, y) 7→ x ∧ y

注意到对每个 x, y ∈M，都有

x⊗ y + y ⊗ x = (x+ y)⊗ (x+ y)− x⊗ x− y ⊗ y ∈ ISym(M)
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所以可见

x ∧ y = −y ∧ x

可见
∧

(M)是 T (M)的反交换化. 所以可以发现奇数次齐次元可表作 ω =
k∑

i=1

ti∧ηi，其中 deg(ti) =

1，deg(ηi) ∈ 2Z，反交换性告诉我们

ω ∧ ω =
∑
i,j

ti ∧ ηi ∧ tj ∧ ηj =
∑
i,j

ti ∧ tj ∧ ηi ∧ ηj

=
∑
i

(ti ∧ ti) ∧ (ηi ∧ ηi) +
∑
i<j

(ti ∧ tj + tj ∧ ti) ∧ (ηi ∧ ηj)

= 0 + 0 = 0

Example 1.12.1

若 M 为秩 1 自由模 Rx，则作为分次代数有 Sym(M) = R[x] 而
∧

(M) = R⊕Rx.

由命题 1.11.1 我们自然可以得到下面的结论：

引理 1.12.1: 对称代数与外代数的构造与基变换交换

对环同态 R→ S，有

Sym(−⊗ S) ∼= Sym(−)⊗ S,
∧

(−⊗ S) ∼=
∧

(−)⊗ S

并且该同构保持分次结构.

一如多元张量积，M 的 n-次对称幂与外幂也可以由泛性质刻画，令 A 为任意 R-模，令 A 为

任意 R-模，令

Sym(M × n,A) := {B ∈ Mul(M, · · · ,M ;A) : B(· · · , x, y, · · · ) = B(· · · , y, x, · · · )}

Alt(M × n,A) := {B ∈ Mul(M, · · · ,M ;A) : B(· · · , x, x, · · · ) = 0}

为多重线性函数的子集，容易看出 Sn 会自然作用在其上为

(σB)(x1, · · · , xn) = B(xσ−1(1), · · · , xσ−1(n))

对 B ∈ Sym(M × n,A)，我们有
σ(B) = B

而对 B ∈ Alt(M × n,A)，我们有
σ(B) = sgn(σ)B

当 n = 0 的时候，定义 Sym(M × 0, A) = Alt(M × 0, A) = A，注意 Sym0 =
0∧

= R，我们会得到

下面的命题：
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命题 1.12.1

对任意 M 和 n ≥ 1 如上，我们有函子的同构

HomModR
(Symn(M),−)→ Sym(M × n,−), φ 7→ ((x1, · · · , xn) 7→ φ(x1 · · · xn))

与

HomModR
(

n∧
(M),−)→ Alt(M × n,−), φ 7→ ((x1, · · · , xn) 7→ φ(x1 ∧ · · · ∧ xn))

利用张量积的泛性质和各种定义其实立刻得到，上述定理在 n = 2 的情况下本质上就是再说这

个图：
M

M FM

A

其中箭头满足一定条件，F 取对称幂或者外幂.

令 R −CAlgZ 表示交换 Z-分次 R-代数构成的范畴，R −CAlg−Z 表示反交换，满足奇数次齐

次元素的平方(外积意义下)为 0，的 Z-分次 R-代数所成范畴，我们立刻导出如下结果：

定理 1.12.1: 对称代数与外代数是左伴随

模同态 M → Sym(M) 与 M →
∧

(M) 诱导出函子的同构

HomR−CAlgZ(Sym(−),−) ∼= HomR−Mod(−, U(−))

HomR−CAlg−
Z
(
∧

(−),−) ∼= HomR−Mod(−, U(−))

所以可以看出这两种构造都是左伴随，所以保持余极限. 特别地，保持商结构.

1.13 行列式，迹与判别式

R 为交换环，本节中记 ⊗ := ⊗R，设 E 是秩 n 的自由 R-模，n ∈ Z≥0，我们知道
max∧

(E) :=
n∧
(E)

是秩 1 自由 R-模，故其上的自同态必为纯量乘法 x 7→ rx 的形式，因而有

EndR(
max∧

(E)) = R
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此时如果我们考虑 φ ∈ EndR(E)，由外幂的函子性立刻得到一个

max∧
(φ) :

max∧
(E)→

max∧
(E)

其具体作用为
max∧

(φ)(x1 ∧ · · · ∧ xn) = φ(x1) ∧ · · · ∧ φ(xn)

我们就定义 φ 的行列式为

det(φ) :=
max∧

(φ) ∈ EndR(
max∧

(E)) = R

若取定 E 的基 x1, · · · , xn，并设

φ(xj) =
n∑

i=1

aijxi

那么利用反交换多重线性映射的性质可见

(detφ)(x1 ∧ · · · ∧ xn) =

(∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n

)
x1 ∧ · · · ∧ xn

于是你会发现在这个意义下

detφ =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n

而后者实际上就是是 det((aij))，与我们熟知的矩阵行列式相容.

定理 1.13.1: 伴随矩阵

取定自由 R-模 E 的基 x1, · · · , xn，我们可以将 EndR(E) 中的元素等同于 Mn(R) 的元素，对

每个 A ∈Mn(R) 定义其伴伴伴随随随矩矩矩阵阵阵为

A∨ := (Aji)1≤i,j≤n, Aij = (−1)i+jMij

Mij 与 Aij 即熟知的余子式与代数余子式，地我们有：

(1) φ, ψ ∈ EndR(M) 恒有 det(φψ) = det(φ) det(ψ)，并且 det(idE) = 1.

(2) 矩阵转置 A 7→ tA 不改变行列式.

(3) 伴随矩阵满足 AA∨ = det(A)In = A ∨ A.

(4) 自同态 φ ∈ EndR(E) 可逆当且仅当 detφ ∈ R×，此时相应的矩阵 A 满足 A−1 =

(detA)−1A∨.

证明几乎是直白的但繁琐的，相信即可. 对任意的 R-模 M，若令 E∨ := HomR(E,R)，则有良

定义的 R 模同态

R ← E∨ ⊗ E → EndR(E)

f(x) 7→ f ⊗ x 7→ [v 7→ f(v)x]
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设 E 为秩 n 自由模，我们知道 E∨ 也是秩 n 自由模，并且有

E∨ ⊗ E ∼= EndR(E)

实际上如果放在线性空间中即

αT ⊗ β ∈Mn×n

我们无需选择基就可以对 φ ∈ EndR(E) 定义行列式，这在之前已经说过，同时我们还可以定义迹，

定义为

tr(φ) ∈ R

为 φ 在模同态

EndR(E)→ E∨ ⊗ E → R

下的像，最后可以定义特征多项式

char(φ,X) := det(X · id− φ) ∈ R[X]

这里将 φ 等同于 EndR[X](E ⊗R R[X]) 中相应的元素. 在需要突出 E 或者 R 的地位时，我们就写作

detR(φ|E), trR(φ|E), charR(φ|E)

对任意的 φ, ψ ∈ EndR(E)，都有

det(φψ) = det(φ) det(ψ), det(idE) = 1, det(0) = 0

det(rφ) = rn det(φ), r ∈ R

tr(rφ+ sψ) = r tr(φ) + s tr(ψ), r, s ∈ R

tr(id) = n

下面考虑 R-代数 A 并且假设 A 是有限秩的自由 R-模.

定义 1.13.1: 范数与迹

对如上的 A 与 a ∈ A，我们可以定义自同态 ma ∈ EndR(A) 为左乘 x 7→ ax，并定义 a 的迹迹迹

trA/R(a) 与范范范数数数 NA/R(a) 还有特特特征征征多多多项项项式式式 charA/R(a,X) 为

trA/R(a) := tr(ma), NA/R(a) := det(ma)

charA/R(a,X) := char(ma, X) = detR[X](mX−a|A[X]) = NA[X]/R[X](X − a)

我们很容易看到下面的引理.

引理 1.13.1: 秩的传递性

设 A 为交换 R-代数，E 为自由 A-模，若将 A 视为自由 R-模，则 E 视为自由 R-模也是自

由的，若取 E 在 A 上的基 (ei)i∈I 与 A 在 R 上的基 (aj)j∈I，则 (eiaj)i∈I,j∈J 构成 E 在 R 上

的基，因此

rankR(E) = rankR(A)rankA(E)
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由此我们有

定理 1.13.2: 行列式与迹的传递性

设 A 为交换 R-代数，同时是有限秩自由 R-模，E 为一个有限秩 A-模，将给定的 φ ∈
EndA(E) 看做 EndR(E) 的元素，则

trR(φ) = trA/R(trA(φ)), detR(φ) = NA/R(detA(φ))

char(φ,X) = NA[X]/R[X](charA(φ,X))

如果你可以说服自己相信这件事，我们立刻可以得到：

推论 1.13.1: 范与迹的传递性

设 A-代数 B 同时也是有限秩自由 A-模，则对任意的 b ∈ B 满足

trB/R(b) = trA/R(trB/A(b)), NB/R(b) = NA/R(NB/A(b))

charB/R(b,X) = NA[X]/R[X](charB/A(b,X))

定义 1.13.2: 判别式

设 A 为 R-代数，作为 R-模有基 x1, · · · , xn，定义相应的判判判别别别式式式为

d(x1, · · · , xn) := detR(trA/R(xixj)) ∈ R

对称 R 双线性型 (x, y) 7→ trA/R(xy) 称为 A 的迹迹迹型型型式式式，不同的基 xi, yj 可以通过转移矩阵 T

联系，即 y⃗ = T x⃗，可见

d(y1, · · · , yn) = det(T )2d(x1, · · · , xn)

因此 dA := d(x1, · · · , xn) mod (R×)2 为 R/(R×)2 中的元素仅与代数 A 有关，称为 A 的判判判

别别别式式式. 特别地，dA 在 R 中生成的主理想是良定义的，称为判判判别别别式式式理理理想想想.

1.14 无穷 Galois 对应

定义 1.14.1: Krull 拓扑

对于 Galois 扩张 E/F，赋予 Gal(E/F ) 拓扑结构，使得它在任意元素 σ 处的一组邻域基为

σGal(E/K), K/F 为有限 Galois 子扩张

称之为 Gal(E/F ) 上的 Krull 拓拓拓扑扑扑.
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直观地把握，Krull 拓扑的效果相当于说若存在充分大的有限 Galois 子扩张 K/F 使得 σ|K =

τ |K 时，σ 充分接近 τ . 由于 Gal(E/K) 是正规子群，定义也可以用 Gal(E/K)σ 改述. 由于邻域基

需对有限交封闭，这一点我们可以由

Gal(E/K) ∩Gal(E/K ′) = Gal(E/KK ′)

来得到，注意到 KK ′/F 仍然是有限 Galois 扩张. 对任意的有限子扩张 L/F，总可以取 L 在 E 中

的正规闭包 L′ ⊃ L，可见 L′/F 仍然是有限扩张，并且是正规可分扩张即 Galois 扩张，故可见

Gal(E/L′) ⊂ Gal(E/L)

因此邻域基也可以取作 σGal(E/L)，其中 L取遍所有有限子扩张. 我们可见在这个拓扑下取逆映射

和乘法映射都是连续的，故 Gal(E/F ) 确实是拓扑群.

引理 1.14.1

对任意 Galois 扩张 E/F，拓扑群 Gal(E/F ) 是投射有限群，确切地说，存在拓扑群的自然同

构

Gal(E/F )
∼→ lim←−

K/F : 有限 Galois 子扩张

Gal(K/F )

我们相信这件事情，下面的引理刻画了 Galois 群的拓扑性质：

引理 1.14.2

拓扑群 G := Gal(E/F ) 满足一下性质：

(1) G 是 Hausdorff 紧空间，并且当 E/F 有限时取离散拓扑.

(2) 对任意有限子扩张 L/F，子群 Gal(E/L) 为开子群.

(3) 任意开子群 H 都是闭的，并且满足 |G/H| <∞.

(4) 对任意子扩张 L/F，子群 Gal(E/L) 为闭子群.

(5) 若赋予 E 离散拓扑，则作用映射 Gal(E/F )× E → E 是连续的.

于是我们可以得到本节主定理：
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定理 1.14.1: 无穷 Galois 对应

设 E/F 是 Galois 扩张，则我们有互逆的双射

{中间域 K} ←→ {闭子群 H ⊂ Gal(E/F )}
K/F 7−→ Gal(E/K)

EH/F 7−→ H

并满足以下性质：

(1) 对应是反包含的.

(2) 双射对于 Gal(E/F ) 在两边的左作用是等变的，并且给出正规闭子群 H ◁Gal(E/F ) 和

Galois 子扩张 K/F 的一一对应.

(3) 对任意中间域 K 皆有双射

Gal(E/F )/Gal(E/K)→ HomF (K,E), [σ] 7→ σ|K

当 K/F 是 Galois 扩张时，上式导出拓扑群的同构

Gal(E/F )/Gal(E/K) ∼= Gal(K|F )

其中左式赋予商拓扑.

(4) 开子群对应到有限子扩张.

证明略去，当 E/F 是有限时，一切回归到有限 Galois 对应.

推论 1.14.1: 基变换

取定扩域 Ω/F，设 L/F 是其中的 Galois扩张而 M/F 是任意子扩张，则 LM/M 也是 Galois

扩张，并且有拓扑群的同构

Gal(LM/M)
∼→ Gal(L/L ∩M) ⊂ Gal(L/F ), σ 7→ σ|L

ML

L M

F

pp

pp
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推论 1.14.2

考虑 Ω/F 的 Galois 子扩张 E/F 与 E ′/F . 此时 EE ′/F 也是 Galois 扩张，并且有拓扑群之

间的单同态

Gal(EE ′/F )→ Gal(E/F )×Gal(E ′/F ), σ 7→ (σ|E, σ|E′)

若 E ∩ E ′ = F 则为同构.

EE ′

E E ′

F

pp

pp

pp

定理 1.14.2: 正规扩张的结构

设 E/F 为正规扩张，则

(1) E/EAutF (E) 是 Galois 扩张.

(2) EAutF (E) 等于 F 在 E 中的纯不可分闭包.

(3) E/EAutF (E) 的 Galois 群等于 AutF (E).

因此可见正规扩张 E/F 分为两段，第一段是纯不可分扩张 EAutF (E)/F，第二段是 Galois 扩张

E/EAutF (E)，可以知道 E = E♭E♯，其中 E♭ 是可分闭包，E♯ 是纯不可分闭包.

命题 1.14.1

设 E/F 是代数扩张，若每个非常数多项式 P ∈ F [X] 在 E 中皆有根，则 E 是代数闭域.

证明: 我们只需要将 E 嵌入 F 的代数闭包 F，要证明命题，只需要证明对 F [X] 中每个非常数多

项式在 F 中的分裂域 K 来证明 K ⊂ E，根据上述讨论，我们知道

K = K♭K♯

所以只需要处理 K/F 可分与纯不可分的情况：

(1) 考虑 K/F 可分的情况，这是有限可分扩张，所以是单扩张，故存在 u ∈ K 使得 K = F (u)，

按条件知道极小多项式 Pu 在 E 中有根 v，故存在 σ ∈ HomF (K,F ) 使得 σ(u) = v，正规性

保证了 K = σ(K) = σ(F (u)) = F (σ(u)) = F (v) ⊂ E.

(2) 当 K/F 纯不可分，设 p = char(F ) > 0，令 x ∈ K，令极小多项式 Px 按条件在 E 中有根，

而纯不可分性质蕴含 Px 在 F 中恰有一根，知 x ∈ E.

综上知道所有 K 中可分与不可分元都在 E 中，所以 K 在 E 中，得证.
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这个命题告诉我们 Atiyah 上的经典代数闭包存在性的证明只需要进行第一段即可.



Chapter 2: 同调代数速通

2.1 加性范畴与Abel范畴

定义 2.1.1: Pre-additive Category

A category C is called Pre-additive Category if it satisfies the following conditions:

(1) For any objects A,B ∈ ob(C ), the morphisms Hom(A,B) is an abelian group.

(2) The composition of morphisms is bilinear, i.e.

f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h, (f + g) ◦ h = f ◦ h+ g ◦ h

定义 2.1.2: Additive Category

A category A is called Additive Category, if it is a pre-additive category with zero objects

and finite biproducts.

Remark 2.1.1
Remember that a zero object is both a initial object and a terminal object. And a biproduct is

both a product and a coproduct, denoted by ⊕. In detail, we have the diagram:

B

A A⊕B A

B A⊕B

iB 0

iA

0

pA

pB 1A⊕B iA

iB

satisfying

pA ◦ iA = 1A, pB ◦ iB = 1B, iA ◦ PA + iB ◦ pB = 1A⊕B

21
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In fact, every morphism from A⊕B to A⊕B can be expressed as

f =

(
pAfiA pAfiB

pBfiA pBfiB

)

So iApA + iBpB = 1 is just (
1 0

0 0

)
+

(
0 0

0 1

)
=

(
1 0

0 1

)
有限情况下直积等于余积等于双积.

命题 2.1.1: 加性范畴的性质

C 是加性范畴，A,B ∈ C，则零零零态态态射射射 A→ 0→ B 是 HomC (A,B) 这个 Abel 群的零元. 并且

加性范畴中的有限积对象也是余积对象.

定义 2.1.3: 加性函子

两个加性范畴 A ,B 间的函子 F 称为加加加性性性函函函子子子，指对任意的 A,B,C ∈ A，F 诱导态射群之

间的群同态，即 F : HomA (A,B)→ HomB(FA, FB) 是群同态.

命题 2.1.2: 加性函子的性质

F : A → B 是加性范畴间的加性函子，则

(1) F (0) ∼= 0，即保持零对象.

(2) F (0AB) = 0F (A)F (B)，即保持零态射.

(3) F 保持有限直和.

定义 2.1.4: 核与余核，像与余像

含零对象的范畴 C 中，映射 f : A→ B 有如下的拉回与推出：

Ker f 0 0 Coker f

A B A B

i

⌟ ⌟

f f

p

分别称 (Ker f, i) 为 f : A → B 的核核核，(Coker f, p) 为 f : A → B 的余余余核核核. 而 f 的像像像定义为 f

余核的核，余余余像像像定义为 f 的核的余核，即

Im f = Ker(Coker f), Coim f = Coker(Ker f)
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定义 2.1.5: Abel 范畴

一个 Abel 范范范畴畴畴是指满足如下两个条件的加性范畴：

(1) 所有态射都存在核与余核.

(2) 所有的 monic 都是余核的核，epi 都是核的余核.

Example 2.1.1

交换群范畴，左右 R-模范畴都是 Abel 范畴的重要例子.

命题 2.1.3

加性范畴的对偶范畴就是加性范畴，Abel 范畴的对偶范畴也是 Abel 范畴.

引理 2.1.1

在加性范畴中，所有核都是 monic，余核都是 epi.

证明: 对于核而言
X

Ker f A B

g i◦g

i f

若 i ◦ g = 0，则使得上图交换的 X → Ker f 存在且唯一，注意 0 和 g 都满足，所以 g = 0，故

monic. 余核同理.

定义 2.1.6

Let f : x→ y be a morphism in an abelian category.

(1) We say f is injective if Ker(f) = 0.

(2) We say f is surjective if Coker(f) = 0.

if x → y is injective, then we say x is a subobject of y and we use the notation x ⊂ y. If

x→ y is surjective, the we sat that y is a quotient of x. If x ⊂ y, we denote

y/x = Coker(x→ y)
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引理 2.1.2

Let f : x→ y be a morphism in an abelian category A . Then

(1) f is injective if and only if f is a monomorphism.

(2) f is surjective if and only if f is an epimorphism.

(3) f is an isomorphism if and only if f is injective and surjective.

证明: Believe it.

命题 2.1.4: 余像-像分解

Abel 范畴中的任何态射 f : A→ B 可以有典范的分解

A→ Coim f → Im f → B

证明: 看下图

Ker f A B Coker f

Coim f Im f

f

p

t

k

由余像的泛性质可以分解出 k，故有

t ◦ k ◦ p = t ◦ f = 0

由余核是 epi 知道 t ◦ k = 0，由核的泛性质诱导 Coim f → Im f .

命题 2.1.5: 像与余像的泛性质

考虑 f : A→ B 的像与余像存在，则有如下泛性质：

A B A B

Im f Coim f

S Q

f

f ′

g

f

p

q

i

f ′′

j

分别刻画了最小子对象和最大商对象的性质.



CHAPTER 2. 同调代数速通 25

定理 2.1.1: 同构与满单分解

Abel 范畴中态射 f : A→ B 诱导的典范映射 Coim f → Im f 是同构，从而任意态射都可以分

解为满态射 A→ Im f 与单态射 Im f → B.

证明: 对 Coim f → B 作典范的分解，得到

A B

Coim f ′′

Coim f

f

d◦p

p

t
f ′′

d

由于满射复合还是满射，所以 A → Coim f ′′ 是满射，从而由余像泛性质得到 Coim f ′′ → Coim f，

从而由泛性质唯一性得到 t ◦ d = id，再注意到 d 是满射，故

d ◦ t ◦ d = d ◦ id = id ◦ d =⇒ d ◦ t = id

从而得到 Coim f ∼= Coim f ′′，由下面的引理表示 f ′′ 是单射，从而 Coim f → Im f 是单射，同理可

证满射，故同构. 满单分解也立刻得到.

引理 2.1.3

Abel 范畴中若 f : A→ B 满足 Coim f ∼= A，这说明 f 是单射. 若 Im f ∼= B，这说明 f 是满

射.

证明: 只证明 coimgae 情况，由于

Ker f
i→ A

p→ Coim f

复合为零，故

p ◦ i = 0

由于 p 是同构，所以 i = 0，所以 Ker f = 0，故 f 单.

定理 2.1.2: Abel 范畴等价定义

A category A is called Abelian Category if it is an additive category with all kernels and

cokernels, and the natural map

Coim f → Im f

is an isomorphism for all morphisms f of A .
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引理 2.1.4

Let A be an abelian category. All finite limits and finite colimits exist in A .

证明: Because finite products and equalizers exist.

定义 2.1.7: Complex and Exact

Let A be an additive category. Consider a sequence of morphisms

· · · → x→ y → z → · · ·

in A . We say such a sequence is a complex if the composition of any two consecutive arrows

is zero. If A is abelian then we say the sequence is exact at y if

Im(x→ y) = Ker(y → z)

推论 2.1.1: 正合的刻画

考虑 Abel 范畴中态射 A→ B → C，TFAE：

(1) Ker(B → C) = Im(A→ B).

(2) Coker(A→ B) = Coim(B → C).

(3) A→ B → C 与 Ker(B → C) = K → b→ C = Coker(A→ B) 都是零映射.

命题 2.1.6

设 A→ C ← B 的拉回为 P，则

(1) 0→ K → P → B 正合，则 0→ K → A→ C 正合. 特别地，P → B 单则 A→ C 单.

(2) 0→ A→ C → F 正合，则 0→ P → B → F 正合，特别地 A→ C 单则 P → B 单.

证明: 只需要分别证明 K = Ker(A→ C) 与 P = Ker(B → F ) 即可

X X

0 K P B 0 P B F

0 K A C 0 A C F

0

0

=

⌟ ⌟

=

交换图道尽一切.
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Remark 2.1.2

此为一般范畴的通用结论.

命题 2.1.7: 拉回与正合

给定 Abel 范畴中的一个图表(不一定交换)：

P A

B C

f

g r

s

其自然对应了一列映射

0→ P → A⊕B → C → 0

中间两个映射为 (f, g) 与 (r,−s)T，则 P → A ⊕ B → C 是零映射当且仅当图表交换，左正

合当且仅当 P 是拉回，右正合当且仅当 C 是推出，正合当且仅当同时是拉回和推出.

推论 2.1.2: 满射的拉回是满射

图表沿用上面命题，设 A→ C ← B 的拉回为 P，A→ C 满则有 P → B 满.

证明: 若 A→ C 满，则很显然

(r,−s)T : A⊕B → C

是满射，从而

0→ P → A⊕B → C → 0

正合，从而 C 是推出，于是立刻可以由泛性质得到结论.

Remark 2.1.3

此为 Abel 范畴的特殊结论.

2.2 (AB5) 条件与 Grothendieck 范畴

定义 2.2.1: 内射对象与投射对象

A 是 Abel 范畴，对象 P 若使得 HomA (P,−) : A → Ab 正合，则称 P 是投投投射射射对对对象象象; 若 P 使

得 HomA (−, P ) 正合，则称为内内内射射射对对对象象象. 一个 Abel 范畴有有有足足足够够够内内内射射射对对对象象象指它的任意对象都

能单射入一个内射对象; 有有有足足足够够够投投投射射射对对对象象象指它的任意对象可以被一个投射对象满射.
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定义 2.2.2: 生成元

范畴 C 的生生生成成成元元元系系系是指指标 I 为小范畴的 C 的一簇对象 {Gi}i∈I 使得任意态射 f : X → Y

是同构当且仅当对每个 i ∈ I 有 HomC (Gi, X) → HomC (Gi, Y ) 是同构. 如果 {Gi}i∈I 中只有
一个元素 G，将其称为生生生成成成元元元. 范畴 C 的一个余余余生生生成成成元元元(系系系)是 C op 的一个生成元(系).

Remark 2.2.1

生成元与余生成元分别指使得HomC (G,−),HomC (−, G)为忠实函子的对象G. 投射生成元与内

射余生成元分别指使函子为正合忠实函子的对象.

定义 2.2.3: (AB5) 与 Grothendieck 范畴

若 Abel 范畴 A 满足 (AB5): 余完备且滤过余极限正合. 并且存在生成元，则称之为

Grothendieck 范范范畴畴畴.

Example 2.2.1

环 R 上的模范畴，特别地交换群范畴都是 Grothendieck 范畴，在 ModR 上 R 就是生成元.

定理 2.2.1: Baer 判别法

如 A 为 Grothendieck 范畴，g 为其生成元，则只要 I ∈ A 满足对 g 的任意子对象 h，任意

φ : h→ I 都可以延拓至 g → I，就有 I 内射.

由 Baer 判别法可以知道：

定理 2.2.2

Grothendieck 范畴有足够的内射对象.

推论 2.2.1

Grothendieck 范畴有内射余生成元.

定理 2.2.3: Freyd-Mitchell

A 是一个 Abel小范畴，则存在环(含幺但未必交换) R和一个正合全忠实函子 ι : A →ModR

使得

HomA (M,N) ∼= HomR(ιM, ιN)

这个定理允许我们把图像放到模范畴中使用元素去追图而不是在 Abel 范畴中迷失于繁琐的泛

性质追图.
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2.3 基本同调符号

We first start in module category.

定义 2.3.1: Chain Complex

A chain complex C. of R-modules is a family {Cn}n∈Z of R-modules, together with R-module

maps d = dn : Cn → Cn−1 such that each composite d ◦ d : Cn → Cn−2 is zero. The maps dn

are called the differentials of C.. The kernel of dn is the module of n-cycles of C., denoted

Zn = Zn(C.). The image of dn+1 : Cn+1 → Cn is the module of n-boundaries of C., denoted

Bn = Bn(C.). Because d ◦ d = 0, we have

0 ⊆ Bn ⊆ Zn ⊆ Cn

for all n. The nth homology module of C. is the subquotient Hn(C.) = Zn/Bn of Cn. Because

the dot in C. is annoying, we will often write C for C..

There is a category Ch(ModR) of chain complexes of (right) R-modules. The objects are, of

course, chain complexes. A complex morphism u : C.→ D. is a chain complex map, that is, a family

of R-module homomorphisms un : Cn → Dn commuting with d in the sense that un−1dn = dnun. That

is, such that the following diagram commutes:

Cn+1 Cn Cn−1

Dn+1 Dn Dn−1

d

u

d

u u

d d

A morphism C. → D. of chain complexes is called a quasi-isomorphism (Bourbaki uses ho-

mologism) if the maps Hn(C.) → Hn(D.) are all isomorphisms. Easy to show that Hn is a functor

from Ch(ModR)→ModR.

The following variant notation is obtained by reindexing with superscripts; Cn = C−n. A cochain

complex C · of R-modules is a family {Cn} of R-modules, together with maps dn : Cn → Cn+1 such

that d ◦ d = 0. Zn(C ·) = Ker(dn) is the module of n-cocycles, Bn(C ·) = im(dn−1) ⊆ Cn is the module

of n-coboundaries, and the subquotientHn(C ·) = Zn/Bn of Cn is the nth cohomology module of C ·.

Morphisms and quasi-isomorphisms of cochain complexes are defined exactly as for chain complexes.

A chain complex C· is called bounded if almost all the Cn are zero; if Cn = 0 unless a ≤ n ≤ b,

we say that the complex has amplitude in [a, b]. A complex C· is bounded above (resp. bounded

below) if there is a bound b (resp. a) such that Cn = 0 for all n > b (resp. n < a). The bounded (resp.

bounded above, resp. bounded below) chain complexes form full subcategories of Ch = Ch(R-mod)

that are denoted Chb, Ch−, and Ch+, respectively.

Similarly, a cochain complex C · is called bounded above if the chain complex Cn = C−n is
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bounded below, that is, if Cn = 0 for all large n; C · is bounded below if C· is bounded above, and

bounded if C· is bounded. The categories of bounded (resp. bounded above, resp. bounded below,

resp. non-negative) cochain complexes are denoted Chb, Ch−, Ch+, and Ch≥0, respectively.

Now we put those things into abelian category.

The zero object in Ch is the complex ”0” of zero modules and maps. Given a family {Aα} of

complexes of R-modules, the product
∏

Aα and coproduct (direct sum)
⊕

Aα exist in Ch and are

defined degreewise: the differentials are the maps∏
α

dα :
∏
α

Aα,n →
∏
α

Aα,n−1 and
⊕
α

dα :
⊕
α

Aα,n →
⊕
α

Aα,n−1,

respectively. These suffice to make Ch into an additive category.

定义 2.3.2: subcomplex and quotient complex

A chain complex B is called a subcomplex of C if each Bn is a submodule of Cn and the

differential on B is the restriction of the differential on C, that is, when the inclusions in :

Bn ⊆ Cn constitute a chain map B → C. In this case we can assemble the quotient modules

Cn/Bn into a chain complex

· · · → Cn+1/Bn+1
d−→ Cn/Bn

d−→ Cn−1/Bn−1
d−→ · · ·

denoted C/B and called the quotient complex. If f : B → C is a chain map, the kernels

{Ker(fn)} assemble to form a subcomplex of B denoted Ker(f), and the cokernels {coker(fn)}
assemble to form a quotient complex of C denoted coker(f).

A subcategory B of A is called an abelian subcategory if it is abelian, and an exact sequence

in B is also exact in A.
If A is any abelian category, we can repeat the discussion to define chain complexes and chain

maps in A— just replace ModR by A! These form an additive category Ch(A), and homology

becomes a functor from this category to A. In the sequel we will merely write Ch for Ch(A) when
A is understood.

Now, you can convince yourself with the following theroem.

定理 2.3.1

The category Ch = Ch(A) of chain complexes is an abelian category.

A double complex (or bicomplex) in A is a family {Cp,q} of objects of A, together with maps

dh : Cp,q → Cp−1,q and dv : Cp,q → Cp,q−1
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such that dh ◦ dh = dv ◦ dv = dv ◦ dh + dh ◦ dv = 0. It is useful to picture the bicomplex C. as a lattice.

Cp−1,q+1 Cp,q+1 Cp+1,q+1

Cp−1,q Cp,q Cp+1,q

Cp−1,q−1 Cp,q−1 Cp+1,q−1

dv

dh

dv

dh

dv

dv

dh

dv

dh

dv

dh dh

in which the maps dh go horizontally, the maps dv go vertically, and each square anticommutes. Each

row C∗q and each column Cp∗ is a chain complex.

We say that a double complex C is bounded if C has only finitely many nonzero terms along

each diagonal line p + q = n, for example, if C is concentrated in the first quadrant of the plane (a

first quadrant double complex).

Remark 2.3.1
Because of the anticommutativity, the maps dv are not maps in Ch, but chain maps f∗q from

C∗q to C∗,q−1 can be defined by introducing ± signs:

fp,q = (−1)pdvp,q : Cp,q → Cp,q−1.

Using this sign trick, we can identify the category of double complexes with the categoryCh(Ch)

of chain complexes in the abelian category Ch.

To see why the anticommutative condition dvdh+dhdv = 0 is useful, define the total complexes

Tot(C) = TotΠ(C) and Tot⊕(C) by

TotΠ(C)n =
∏

p+q=n

Cp,q and Tot⊕(C)n =
⊕

p+q=n

Cp,q.

The formula d = dh + dv defines maps

d : TotΠ(C)n → TotΠ(C)n−1 and d : Tot⊕(C)n → Tot⊕(C)n−1

such that d◦d = 0, making TotΠ(C) and Tot⊕(C) into chain complexes. Note that Tot⊕(C) = TotΠ(C)

if C is bounded, and especially if C is a first quadrant double complex. The difference between TotΠ(C)

and Tot⊕(C) will become apparent when we discuss spectral sequences.

Remark 2.3.2

TotΠ(C) and Tot⊕(C) do not exist in all abelian categories; they don’t exist when A is the

category of all finite abelian groups. We say that an abelian category is complete if all infinite

direct products exist (and so TotΠ exists) and that it is cocomplete if all infinite direct sums

exist (and so Tot⊕ exists). Both these axioms hold in R-mod and in the category of chain

complexes of R-modules.
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若给定两个 R-模复形 C• 与 D•，我们可以定义其张量积 (C ⊗ D)•,• 为双复形 {Cp ⊗R Dq}p,q，
水平与竖直微分分别为 d⊗ 1 与 (−1)p ⊗ d.

If C is a chain complex and n is an integer, we let τ≥nC denote the subcomplex of C defined by

(τ≥nC)i =


0 if i < n

Zn if i = n

Ci if i > n.

Clearly Hi(τ≥nC) = 0 for i < n and Hi(τ≥nC) = Hi(C) for i ≥ n. The complex τ≥nC is called

the canonical truncation of C below n, and the quotient complex τ<nC = C/(τ≥nC) is called the

(good) truncation of C above n; Hi(τ<nC) is Hi(C) for i < n and 0 for i ≥ n.

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

· · · Cn+1 Zn 0 · · ·

τ≥n τ≥n τ≥n

Some less useful variants are the brutal truncations σ<nC and σ≥nC = C/(σ<nC). By definition,

(σ<nC)i is Ci if i < n and 0 if i ≥ n. These have the advantage of being easier to describe but the

disadvantage of introducing the homology group Hn(σ≥nC) = Cn/Bn.

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

· · · Cn+1 Cn 0 · · ·

σ<n σ<n σ<n

Shifting indices, or translation, is another useful operation we can perform on chain and

cochain complexes. If C is a complex and p an integer, we form a new complex C[p] as follows:

C[p]n = Cn+p (resp. C[p]n = Cn−p)

with differential (−1)pd. We call C[p] the p -th translate of C . The way to remember the shift is that

the degree 0 part of C[p] is Cp. The sign convention is designed to simplify notation later on. Note

that translation shifts homology:

Hn(C[p]) = Hn+p(C) (resp. Hn(C[p]) = Hn−p(C)).

We make translation into a functor by shifting indices on chain maps. That is, if f : C → D is a

chain map, then f [p] is the chain map given by the formula

f [p]n = fn+p (resp. f [p]n = fn−p).
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2.4 长正合列

定理 2.4.1: Long Exact Sequence

Let 0 → A·
f−→ B·

g−→ C· → 0 be a short exact sequence of chain complexes. Then there are

natural maps ∂ : Hn(C)→ Hn−1(A), called connecting homomorphisms, such that

. . .
g−→ Hn+1(C)

∂−→ Hn(A)
f−→ Hn(B)

g−→ Hn(C)
∂−→ Hn−1(A)

f−→ . . .

is an exact sequence.

Similarly, if 0 → A·
f−→ B·

g−→ C · → 0 is a short exact sequence of cochain complexes, there are

natural maps ∂ : Hn(C)→ Hn+1(A) and a long exact sequence

. . .
g−→ Hn−1(C)

∂−→ Hn(A)
f−→ Hn(B)

g−→ Hn(C)
∂−→ Hn+1(A)

f−→ · · · .

证明: Applying snake lemma to the following diagram

(E1) 0 Zn(A) Zn(B) Zn(C)

0 An Bn Cn 0

0 An−1 Bn−1 Cn−1 0

(E2)
An−1

dAn

Bn−1

dBn

Cn−1

dCn

0

d d d

we can get the row (E1) and (E2) are exace. Notice we can easily induce homomorphism

d :
An

dAn+1

→ Zn−1A

from differential d. Thus we can apply snake lemma again on the diagram

Hn(A) Hn(B) Hn(C)

An

dAn+1

Bn

dBn+1

Cn

dCn+1

0

0 Zn−1A Zn−1B Zn−1C

Hn−1(A) Hn−1(B) Hn−1(C)

d d d

Thus we get the exact sequence

. . .
g−→ Hn+1(C)

∂−→ Hn(A)
f−→ Hn(B)

g−→ Hn(C)
∂−→ Hn−1(A)

f−→ . . .
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We shall now explain what we mean by the naturality of ∂. There is a category S whose objects

are short exact sequences of chain complexes (say, in an abelian category C ). Commutative diagrams

0 A B C 0

0 A′ B′ C ′ 0

give the morphisms in S (from the top row to the bottom row). Similarly, there is a category L of

long exact sequences in C.

命题 2.4.1: naturality of ∂

The long exact sequence is a functor from S to L . That is, for every short exact sequence there

is a long exact sequence, and for every map of short exact sequences there is a commutative

ladder diagram

· · · Hn(A) Hn(B) Hn(C) Hn−1(A) · · ·

· · · Hn(A
′) Hn(B

′) Hn(C
′) Hn−1(A

′) · · ·

∂ ∂

∂ ∂

证明: Just embed into ModR and push elements to chase.

The data of the long exact sequence is sometimes organized into the mnemonic shape

H∗(A) H∗(B)

H∗(C)

∂

This is called an exact triangle for obvious reasons. This mnemonic shape is responsible for the

term ”triangulated category”.
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2.5 δ-函子

定义 2.5.1: δ-函子

A (covariant) homological (resp. cohomological) δ-functor between A and B is a collection of

additive functors Tn : A → B (resp. T n : A → B) for n ≥ 0, together with morphisms

δn : Tn(C)→ Tn−1(A)

(resp. δn : T n(C) → T n+1(A)) defined for each short exact sequence 0 → A → B → C → 0

in A. Here we make the convention that T n = Tn = 0 for n < 0. These two conditions are

imposed:

1. For each short exact sequence as above, there is a long exact sequence

· · · → Tn+1(C)
δ−→ Tn(A)→ Tn(B)→ Tn(C)

δ−→ Tn−1(A) · · ·

(resp.

· · · → T n−1(C)
δ−→ T n(A)→ T n(B)→ T n(C)

δ−→ T n+1(A) · · · ).

In particular, T0 is right exact, and T 0 is left exact.

2. For each morphism of short exact sequences from 0 → A′ → B′ → C ′ → 0 to 0 → A →
B → C → 0, the δ’s give a commutative diagram

Tn(C
′) Tn−1(A

′) T n(C ′) T n−1(A′)

Tn(C) Tn−1(A) T n(C) T n−1(A)

δ δ

δ δ

这个看似复杂的定义来自短正合列推出正合列的普遍观察.

定义 2.5.2: δ-函子之间的态射

对两个上同调 δ-函子 (F n, δF ), (G
n, δG) : A → B，它们间的态态态射射射指一族自然变换 tn : F n →

Gn 使得对于任意 A 中的短正合列 0→ A→ B → C → 0 有交换图

F n(C) F n+1(A)

Gn(C) Gn+1(A)

δF

tn tn+1

δG

同样也可以定义同调 δ-函子之间的态射，略下不表.
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定义 2.5.3: 万有 δ-函子与可拭性

若 δ-函子 F = (F n, δF ) : A → B 满足对任意 δ-函子 G = (Gn, δG) : A → B 和自然变换

t : F 0 → G0，都存在唯一的 δ-函子态射 {tn}n≥0 使得 t0 = t，则称 F 为一个万万万有有有 δ-函函函子子子. 若

δ-函子 F 满足对每个 n > 0 和任意的 A ∈ A，存在单射 u = u(A, n) : A ↪→ B 使得 F nu = 0，

则称 F 为可可可拭拭拭的的的(effaceable). We call F coeffaceable if for every A there is a surjection

u : P → A such that F (u) = 0.

定理 2.5.1: 可拭函子均万有

可拭的 δ-函子都是万有 δ-函子.

证明: 设已有 G, t : F 0 → G0，我们归纳地构造 tn，对 A ∈ A，取嵌入 u : A ↪→ B使得 F n+1u = 0，

令 C = Cokeru，则有正合列 0→ A→ B → C → 0. 作用 δ 函子得到的长正合列得到

F nB → F nC → F n+1A→ 0

由正合得到

F n+1A ∼= Coker(F nB → F nC)

定义自然变换 tn+1
A 为使得下图交换的唯一态射

Coker(F nB → F nC) Coker(GnB → GnC)

F n+1A Gn+1A

tn

δF∼= δG

tn+1
A

即 tn+1
A = δG ◦ tn ◦ δ−1F ，可以验证此构造满足万有性.

推论 2.5.1

取同调函子和取上同调函子都是万有的 δ-函子.

证明: 只需要验证可拭. 给定任意复形 C.，定义复形

Di = Ci(i ̸= n+ 1), Dn+1 = Cn+1 ⊕Ker dn

定义 d′n+1 : Dn+1 → Cn+1, (c, k) 7→ dn+1(c) + k，其他地方的微分 d′i = di，则我们考虑

Cn+1 ⊕Ker dn Cn Cn−1
d′n+1 dn

有 Im d′n+1 = Im dn+1 +Ker dn = Ker dn，故 Hn(D.) = 0，所以 Hn(C.→ D.) = 0. 故可拭，知万有.
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2.6 链同伦

定义 2.6.1: 分裂

A complex C is called split if there are maps sn : Cn → Cn+1 such that d = d ◦ s ◦ d. The maps

sn are called the splitting maps. If in addition C is acyclic (exact as a sequence), we say that

C is split exact.

分裂实际上是在局部提供了一个拟逆，我们考虑 p = ds : Cn → Cn，会注意到 p2 = d◦s◦d◦s =
d ◦ s = p，故 p 是一个幂等算子，若我们在模范畴内考虑，幂等算子自然提供了一个分解，对任意

的 x ∈ Cn，有

x = p(x) + (x− p(x))

其中 p(x) ∈ Im p，x− p(x) ∈ Ker p，故

Cn = Im p⊕Ker p

其中

Im p = Im ds = Im d

道理在于 Im ds ⊂ Im d，而 ds 在 Im d 上是恒等态射. 所以得到直和分解

Cn = Im dn+1 ⊕Ker(dn+1 ◦ sn)

我们如果令 q = sn−1dn，也有 q2 = q 是幂等算子，所以有另外的直和分解

Cn = Im q ⊕Ker q

此外，ds 在 Im d 上恒等也可以说明 s 在 d 的像上是单射，所以 Im q = Im sn−1dn ∼= Im dn，并且

Ker sn−1dn = Ker dn = Zn，我们有分解

Cn
∼= Im dn ⊕ Zn = Bn−1 ⊕ Zn

我们再考虑 r = dn+1 ◦ sn，这仍然是一个幂等算子，注意

Im r = Im dn+1sn = Im dn+1 = Bn ⊂ Zn

于是我们可以把 r 限制在 Zn 上变成 r : Zn → Zn，仍然是幂等，所以有分解

Zn = Im r ⊕ (Zn ∩Ker r) = Bn ⊕ (Zn ∩Ker r)

由于

Hn = Zn/Bn = Bn ⊕ (Zn ∩Ker r)/Bn = Zn ∩Ker r

故

Zn = Bn ⊕Hn
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从而

Cn = Bn−1 ⊕Hn ⊕Bn

这就是分裂给我们的直和分解，如果是正合分解的，那就是 Hn = 0，即

Cn = Bn−1 ⊕Bn

这就归结到我们熟知的正合列中的分裂诱导直和的情况.

Now suppose that we are given two chain complexes C and D, together with randomly chosen

maps sn : Cn → Dn+1. Let fn be the map from Cn to Dn defined by the formula fn = dn+1sn+sn−1dn.

Cn+1 Cn Cn−1

Dn+1 Dn Dn−1

d d

fs s

d d

Dropping the subscripts for clarity, we compute

df = d(ds+ sd) = dsd = (ds+ sd)d = fd.

Thus f = ds+ sd is a chain map from C to D.

定义 2.6.2: 零伦与收缩

We say that a chain map f : C → D is null homotopic if there are maps sn : Cn → Dn+1

such that f = ds+ sd. The maps {sn} are called a chain contraction of f .

The chain contraction construction gives us an easy way to proliferate chain maps: if g : C → D

is any chain map, so is g + (sd + ds) for any choice of maps sn. However, g + (sd + ds) is not very

different from g, in a sense that we shall now explain.

定义 2.6.3: 链同伦

We say that two chain maps f and g from C to D are chain homotopic if their difference

f − g is null homotopic, that is, if

f − g = sd+ ds.

The maps {sn} are called a chain homotopy from f to g. Finally, we say that f : C → D is a

chain homotopy equivalence (Bourbaki uses homotopyism) if there is a map g : D → C

such that gf and fg are chain homotopic to the respective identity maps of C and D.

定义链同伦的一大好处是我们可以有更多手段处理同调群.

引理 2.6.1: 链同伦诱导相同的同调群映射

If f : C → D is null homotopic, then every map f∗ : Hn(C) → Hn(D) is zero. If f and g are

chain homotopic, then they induce the same maps Hn(C)→ Hn(D).
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证明: It is enough to prove the first assertion, so suppose that f = ds+sd. Every element of Hn(C)

is represented by an n-cycle x. But then f(x) = d(sx). That is, f(x) is an n-boundary in D. As such,

f(x) represents 0 in Hn(D).

2.7 投射消解和内射消解

定义 2.7.1: 投射消解

Let M be an object of A. A left resolution of M is a complex P with Pi = 0 for i < 0,

together with a map ε : P0 →M so that the augmented complex

· · · d−→ P2
d−→ P1

d−→ P0
ε−→M → 0

is exact. It is a projective resolution if each Pi is projective.

引理 2.7.1: R-模存在投射消解

Every R-module M has a projective resolution. More generally, if an abelian category A has

enough projectives, then every object M in A has a projective resolution.

证明: See the diagram.

0 0 0 0

M3 M1

. . . P3 P2 P1 P0 M 0

M2 M0

0 0 0 0

d d d ε0

定义 2.7.2: 内射消解

Let M be an object of A. A right resolution of M is a cochain complex I · with I i = 0 for

i < 0 and a map M → I0 such that the augmented complex

0→M → I0
d−→ I1

d−→ I2
d−→ · · ·

is exact. This is the same as a cochain map M → I, where M is considered as a complex

concentrated in degree 0. It is called an injective resolution if each I i is injective.
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同理可以证证明：

引理 2.7.2: R-模存在内射消解

If the abelian category A has enough injectives, then every object in A has an injective resolution.

前面定义了足够投射和足够内射. 那么这些对象很多的时候我们就能对一个一般的对象作投射

和内射消解. 一个好的 Abel 范畴应该是这样的.

定理 2.7.1

有足够投射对象的 Abel 范畴的任意对象存在投射消解，有足够内射对象的 Abel 范畴的任意

对象存在内射消解.

下面是重要的比较定理：

定理 2.7.2: 投射的Comparison

Let P.
ε−→ M be a projective resolution of M and f ′ : M → N a map in A. Then for every

resolution Q.
η−→ N of N there is a chain map f : P. → Q. lifting f

′ in the sense that η◦f0 = f ′◦ε.
The chain map f is unique up to chain homotopy equivalence.

定理 2.7.3: 内射的Comparison

Let N → I · be an injective resolution of N and f ′ : M → N a map in A. Then for every

resolution M → E there is a cochain map F : E → I · lifting f ′. The map F is unique up to

cochain homotopy equivalence.

0 M E0 E1 E2 · · ·

0 N I0 I1 I2 · · ·

f ′

d

∃

d

∃ ∃

d d

其证明是归纳构造的，过程略去，相信即可.
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引理 2.7.3: Horseshoe Lemma

Suppose given a diagram

0

· · · P ′2 P ′1 P ′0 A′ 0

A

· · · P ′′2 P ′′1 P ′′0 A′′ 0

0

ε′

iA

πA

ε′′

where the column is exact and the rows are projective resolutions. Set Pn = P ′n ⊕ P ′′n . Then the

Pn assemble to form a projective resolution P of A, and the right-hand column lifts to an exact

sequence of complexes

0→ P ′
i−→ P

π−→ P ′′ → 0,

where in : P ′n → Pn, πn : Pn → P ′′n are the natural inclusion and projection, respectively.

证明: 由于 A→ A′′ 是满射，P ′′0 是投射模，这告诉我们存在提升 f2 : P
′′
0 → A，而原本的 A′ → A

记为 f1，我们定义 ε(p′, p′′) = f1(p
′) + f2(p

′′)，很显然这使得下图交换.

0 0 0

0 Ker(ε′) P ′0 A′ 0

0 Ker(ε) P0 A 0

0 Ker(ε′′) P ′′0 A′′ 0

0 0 0

ε′

ε

ε′′

The right two columns of (*) are short exact sequences. The Snake Lemma 1.3.2 shows that the left

column is exact and that coker(ε) = 0, so that P0 maps onto A. This finishes the initial step and

brings us to the situation
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0

· · · P ′1 Ker(ε′) 0

Ker(ε)

· · · P ′′1 Ker(ε′′) 0

0

d′

d′′

The filling in of the ”horseshoe” now proceeds by induction.

2.8 导出函子

定义 2.8.1: 左导出函子

Let F : A → B be a right exact functor between two abelian categories. If A has enough

projectives, we can construct the left derived functors LiF (i ≥ 0) of F as follows. If A is

an object of A, choose (once and for all) a projective resolution P → A and define

LiF (A) = Hi(F (P )).

定义 2.8.2: 右导出函子

Let F : A → B be a left exact functor between two abelian categories. If A has enough injectives,

we can construct the right derived functors RiF (i ≥ 0) of F as follows. If A is an object of

A, choose an injective resolution A→ I . and define

RiF (A) = H i(F (I .)).

Note that since 0→ F (A)→ F (I0)→ F (I1) is exact, we always have R0F (A) ∼= F (A).

Note that since F (P1)→ F (P0)→ F (A)→ 0 is exact, we always have L0F (A) ∼= F (A).

如果函子反变，那么右正合函子需要做内射消解，左正合函子需要做投射消解. 比较定理和链

同伦保持同调群告诉我们导出函子是良定义的，即不依赖具体的消解的选择.

推论 2.8.1

If A is projective, then LiF (A) = 0 for i ̸= 0.
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证明: Consider projective resolution

· · · → 0→ · · · → 0→ 0→ A→ A→ 0

引理 2.8.1: 函子性

If f : A′ → A is any map in A, there is a natural map LiF (f) : LiF (A
′)→ LiF (A) for each i.

对右导出有同样的结果.

证明: Let P ′ → A′ and P → A be the chosen projective resolutions. The comparison theorem yields

a lift of f to a chain map f̃ from P ′ to P , hence a map f̃∗ from HiF (P
′) to HiF (P ). Any other lift

is chain homotopic to f̃ , so the map f̃∗ is independent of the choice of f̃ . The map LiF (f) is f̃∗.

定理 2.8.1: 导出函子是加性函子

Each LiF is an additive functor from A to B.

证明: The identity map on P lifts the identity on A, so LiF (idA) is the identity map. Given maps

A′
f−→ A

g−→ A′′ and chain maps f̃ , g̃ lifting f and g, the composite g̃f̃ lifts gf . Therefore g∗f∗ = (gf)∗,

proving that LiF is a functor. If f1 : A
′ → A are two maps with lifts f̃1, the sum f̃1 + f̃2 lifts f1 + f2.

Therefore (f1 + f2)∗ = f1∗ + f2∗, proving that LiF is additive.

定理 2.8.2: 导出函子是万有 δ-函子

F : A → B 有足够投射(resp. 内射)对象，导出函子 L•F (resp. R
•F ) 总是万有(resp. 上)同调

δ-函子.

证明: 以左导出为例，首先证明是 δ-函子，给定正合列 0 → A′ → A → A′′ → 0，取 A′ 与 A′′ 的

投射消解 P ′• 与 P ′′•，马蹄引理给出 A 的投射消解 P• = P ′• ⊕ P ′′• 使得有正合列

0→ P ′• → P ′• ⊕ P ′′• → P ′′• → 0

由于 F 是加性函子，所以作用之后仍然保持直和，从而保护正合，从而再取同调得到. 其函子性来

自于同调的函子性. 万有性质只需要检查可拭，注意前面已经证明投射对象 P 的导出函子 LiFP =

0(i > 0)，而任意对象都可以被投射对象打满，从而得证.
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Remark 2.8.1

这个推论告诉我们，协变函子 F,G的导出函子 RnF 与 RnG同构当且仅当 R0F ∼= R0G. 这个

事实在层上同调的研究中有十分广泛的应用.

利用 δ-函子可以得到：

定理 2.8.3: 导出函子基本性质

设 A ,B 是 Abel 范畴，A 有足够内射对象，F : A → B 是协变左正合函子，则

(1) RnF 是加性函子，并且 R0F = F .

(2) 每个短正合列 0→ A→ B → C → 0 诱导长正合列

· · · → RnF (A)→ RnF (B)→ RnF (C)
δn→ Rn+1F (A)→ · · ·

(3) 对到 0→ A′ → B′ → C ′ → 0 的态射，则有交换图

RnF (C) Rn+1F (A)

RnF (C ′) Rn+1F (A′)

δn

δn

推论 2.8.2: 导出与有限直和交换

由于导出函子是加性函子，所以与有限直和是交换的.

定理 2.8.4: 维数移动

(1) 若 0 → M → P → A → 0 正合，满足 LiFP = 0(∀i ≥ 1)，我们称这样的 P 是 F -零零零调调调

的的的，则 Li+1FA ∼= LiFM(∀i ≥ 1)，且 L1FA ∼= Ker(FM → FP ).

(2) 若更进一步，有正合列 0→ M → Pm → Pm−1 → · · · → P0 → A→ 0，其中 Pi 均 F -零

调，则有

Li+m+1FA ∼= LiFM, ∀i ≥ 1

并且

Lm+1FA ∼= Ker(FM → FPm)

证明: (1) 由于是 δ-函子，所以诱导长正合列

Li+1FP → Li+1FA→ LiFM → LiFP

前后都是 0，所以同构.

(2) 分裂成一堆短正合列然后用 (1) 归纳立刻得到.
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定理 2.8.5: FHHF Theorem

Suppose F: A → B is a covariant functor of abelian categories, and let X• be a bounded-below

complex in A.

1. If F is right exact, describe a natural morphism F (Hn(X•))→ Hn(F (X•)).

2. If F is left exact, describe a natural morphism Hn(F (X•))→ F (Hn(X•)).

3. If F is exact, show that the morphisms in (1) and (2) are isomorphisms.

证明: 给定一个复形：

X0 X1 X2 · · · Xn · · ·d0 d1 d2 dn−1 dn

通过作用一个协变函子，我们会得到

FX0 FX1 FX2 · · · FXn · · ·Fd0 Fd1 Fd2 Fdn−1 Fdn

如果 F 是右正合的，则可以得到下面的正合：

Bn Zn Hn(X•) 0

F (Bn) F (Zn) F (Hn(X•)) 0

F F F F

我们现在尝试去构造自然变换，注意到上面的正合列告诉我们

F (Hn(X•)) ∼=
F (Zn)

ImFin

还有：

Xn−1 Bn Zn Xn Xn+1

FXn−1 FBn FZn FXn FXn+1

dn−1 in jn dn

Fdn−1 Fin Fjn Fdn

我们有

Hn(F (X•)) =
KerFdn

ImFdn−1

由于

F (dn) ◦ F (jn) = F (dn ◦ jn) = F (0) = 0 =⇒ ImFjn ⊆ KerFdn

从而诱导出自然的态射

Fjn : F (Zn)→ KerFdn

并且有

Fjn(ImFin) = ImFjn ◦ Fin = ImF (jn ◦ in)
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设 kn = jn ◦ in : Bn → Xn，我们知道

Zn−1 Xn−1 Bn 0

FZn−1 FXn−1 FBn 0

pn−1

Fpn−1

右正合保持满射，有

dn−1 = kn ◦ pn−1 =⇒ Fdn−1 = F (kn) ◦ F (pn−1)

由 Fpn−1 满射，我们知道

ImFdn−1 = ImFkn = Fjn(ImFin)

所以会有自然的映射 fiFjn : F (Hn(X•)) ∼=
F (Zn)

ImFin
→ KerFdn

ImFdn−1
= Hn(F (X•))

对左正合情况同理. 正合时是同构，机械验证即可.

定理告诉我们正合函子可以和同调交换，所以立刻得到正合函子还可以和导出函子交换：

定理 2.8.6: 正合函子可以和导出函子交换

A ,B,C 是 Abel 范畴，若 U : B → C 是正合函子，则

U(LnF ) ∼= Ln(UF ), U(RnG) ∼= Rn(UG)

2.9 映射锥与映射柱

定义 2.9.1: 映射锥

Let f : B. → C. be a map of chain complexes. The mapping cone of f is the chain complex

cone(f) whose degree n part is Bn−1 ⊕ Cn . In order to match other sign conventions, the

differential in cone(f) is given by the formula

d(b, c) = (−d(b), d(c)− f(b)), (b ∈ Bn−1, c ∈ Cn).

That is, the differential is given by the matrix

[
−dB 0

−f +dC

]
:

Bn−1 Bn−2

⊕ ⊕

Cn Cn−1

−

−

+
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Any map f∗ : H∗(B) → H∗(C) can be fit into a long exact sequence of homology groups by use

of the following device. There is a short exact sequence

0→ C → cone(f)
δ−→ B[−1]→ 0

of chain complexes, where the left map sends c to (0, c), and the right map sends (b, c) to −b. Recalling
that Hn+1(B[−1]) ∼= Hn(B), the homology long exact sequence (with connecting homomorphism ∂ )

becomes

· · · → Hn+1(cone(f))
δ∗−→ Hn(B)

∂−→ Hn(C)→ Hn(cone(f))
δ∗−→ Hn−1(B)

∂−→ · · · .

The following lemma shows that ∂ = f∗, fitting f∗ into a long exact sequence.

引理 2.9.1

The map ∂ in the above sequence is f∗.

证明: If b ∈ Bn is a cycle, the element (−b, 0) in the cone complex lifts b via δ. Applying the

differential we get (db, fb) = (0, fb). This shows that

∂[b] = [fb] = f∗[b].

推论 2.9.1: 拟同构与映射锥零调

A map f : B → C is a quasi-isomorphism if and only if the mapping cone complex cone(f) is

exact. This device reduces questions about quasi-isomorphisms to the study of split complexes.
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定义 2.9.2: 映射柱

A related construction is that of the mapping cylinder cyl(f) of a chain complex map f :

B∗ → C∗ . The degree n part of cyl(f) is Bn ⊕Bn−1 ⊕ Cn , and the differential is

d(b, b′, c) = (d(b) + b′,−d(b′), d(c)− f(b′)).

That is, the differential is given by the matrix

dB idB 0

0 −dB 0

0 −f dC

 :

Bn Bn−1

⊕ ⊕

Bn−1 Bn−2

⊕ ⊕

Cn Cn−1

+

−

+

−

+

The cylinder is a chain complex because

d2 =

d
2
B dB − dB 0

0 d2B 0

0 fdB − dCf d2C

 = 0.

引理 2.9.2

The subcomplex of elements (0, 0, c) is isomorphic to C, and the corresponding inclusion α :

C → cyl(f) is a quasi-isomorphism.

证明: The quotient cyl(f)/α(C) is the mapping cone of −idB, so it is null-homotopic. The lemma

now follows from the long exact homology sequence for

0 −→ C
α−→ cyl(f) −→ cone(−idB) −→ 0.

Here is how to use mapping cylinders to fit f∗ into a long exact sequence of homology groups.

The subcomplex of elements (b, 0, 0) in cyl(f) is isomorphic to B , and the quotient cyl(f)/B is the

mapping cone of f . The composite B → cyl(f)
β−→ C is the map f , where β is the equivalence of

exercise 1.5.4, so on homology f∗ : H(B)→ H(C) factors through H(B)→ H(cyl(f)) . Therefore we
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may construct a commutative diagram of chain complexes with exact rows:

C

0 B cyl(f) cone(f) 0

0 C cone(f) B[−1] 0.

f
β

α

δ

The homology long exact sequences fit into the following diagram:

· · · Hn(B) Hn(cyl(f)) Hn(cone(f)) Hn−1(B) · · ·

· · · Hn+1(B[−1]) Hn(C) Hn(cone(f)) Hn(B[−1]) · · ·

−∂

∼
f

∼

−∂

∼

∂ δ

∂

引理 2.9.3

This diagram is commutative, with exact rows.

证明: It suffices to show that the right square (with −∂ and δ ) commutes. Let (b, c) be an n -cycle

in cone(f) , so d(b) = 0 and f(b) = d(c) . Lift it to (0, b, c) in cyl(f) and apply the differential:

d(0, b, c) = (0 + b,−db, dc− fb) = (b, 0, 0).

Therefore ∂ maps the class of (b, c) to the class of b = −δ(b, c) in Hn−1(B).

The cone and cylinder constructions provide a natural way to fit the homology of every chain

map f : B → C into some long exact sequence (see 1.5.2 and 1.5.7). To show that the long exact

sequence is well defined, we need to show that the usual long exact homology sequence attached to

any short exact sequence of complexes

0→ B
f−→ C

g−→ D → 0

agrees both with the long exact sequence attached to f and with the long exact sequence attached

to g. We first consider the map f . There is a chain map φ : cone(f) → D defined by the formula

φ(b, c) = g(c) . It fits into a commutative diagram with exact rows:

0 C cone(f) B[−1] 0

0 B cyl(f) cone(f) 0

0 B C D 0

α

δ

β φ

f g
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Since β is a quasi-isomorphism, it follows from the 5-lemma and 1.3.4 that φ is a quasi-isomorphism

as well. The following exercise shows that φ need not be a chain homotopy equivalence.

To continue, the naturality of the connecting homomorphism ∂ provides us with a natural iso-

morphism of long exact sequences:

· · · Hn(B) Hn(cyl(f)) Hn(cone(f)) Hn−1(B) · · ·

· · · Hn(B) Hn(C) Hn(D) Hn−1(B) · · ·

∂

∼= ∼=

∂

∼

∂ ∂ ∂

∂

2.10 Tor 和 Ext 与平衡性

定义 2.10.1: Ext 与 Tor

对 R-模 M，左正合函子 G = HomR(−,M) 的右导出函子记为 Ext•R(−,M) := R•G，右正合

函子 F = −⊗R M 的左导出函子记为 TorR• (−,M) := L•F . 不会引起歧义时常省略 R.

但是注意到 Hom 与 ⊗ 有两个输入，很自然会提出下面的问题，即对 HomR(−, N) 右导出后输

入M 和对 HomR(M,−)右导出后输入 N 是否一样？同理对 −⊗RN 左导出后代入M 和对M⊗R−
左导出后代入 N 是否一样？本小节证明它们确实是一样的，这种性质称为平衡性. 首先给定 M 与

N 的投射消解 P• →M 与 Q• → N，考虑下图：

...
...

...

M ⊗Q2 P0 ⊗Q2 P1 ⊗Q2 · · ·

M ⊗Q1 P0 ⊗Q1 P1 ⊗Q1 P2 ⊗Q1 · · ·

M ⊗Q0 P0 ⊗Q0 P1 ⊗Q0 P2 ⊗Q0 · · ·

P0 ⊗N P1 ⊗N P2 ⊗N · · ·

为了避免各种复杂的操作，我们提前调用一下谱序列的包，我们对 Pi ⊗ Qj 这个第一象限双复形在

两个方向上计算 E1-页，首先在 ↓ 方向，由于 Pi 是投射模，从而平坦，故 E1-页为

0 0 0 · · ·

0 0 0 · · ·

P0 ⊗N P1 ⊗N P2 ⊗N · · ·
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容易看出 E2-页收敛，故

↓E
2
p,0 = Hp(P• ⊗N) = Torp(M,N)

现在在 ← 方向计算 E1-页得到
...

...
...

M ⊗Q2 0 0

M ⊗Q1 0 0

M ⊗Q0 0 0

同样 E2-页收敛，故

←E
2
0,q = Hq(M ⊗Q•)

所以可以得到

Hn(P• ⊗N) ∼= ↓E
2
p,0
∼= Hn(Tot(P• ⊗Q•)) ∼= ←E

2
0,q
∼= Hn(M ⊗Q•)

于是我们看出 Tor确实不依赖对输入变量的选择. 下面我们来说明 Ext的平衡性，对于M,N 而言，

我们考虑 M 的投射消解 P• →M 与 N 的内射消解 N → I•，考虑下面的双复形：

...
...

...

Hom(M, I2) Hom(P0, I
2) Hom(P1, I

2) · · ·

Hom(M, I1) Hom(P0, I
1) Hom(P1, I

1) Hom(P2, I
1) · · ·

Hom(M, I0) Hom(P0, I
0) Hom(P1, I

0) Hom(P2, I
0) · · ·

Hom(P0, N) Hom(P1, N) Hom(P2, N) · · ·

由于 Hom(Pi,−) 与 Hom(−, Ij) 都是正合函子，先在 ↑ 方向上计算 E1-页得到：

0 0 0 · · ·

0 0 0 · · ·

Hom(P0, N) Hom(P1, N) Hom(P2, N) · · ·

所以可以看出 E2-页收敛，有

↑E
n,0
2 = Hn(Hom(P•, N))
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再在 → 方向计算 E1-页得到

...
...

...

Hom(M, I2) 0 0

Hom(M, I1) 0 0

Hom(M, I0) 0 0

同理 E2-页收敛，得到

→E
0,n
2 = Hn(Hom(M, I•))

所以可以得到

Hn(Hom(P•, N)) = ↑E
n,0
2
∼= Hn(Tot(Hom(P•, I

•))) ∼= →E
0,n
2 = Hn(Hom(M, I•))

所以得到了 Ext 的平衡性，于是我们可以自由地计算 Tor 与 Ext.

2.11 左导出函子的性质，Tor，挠与平坦

我们要说明一个非常重要的引理，即零调分解引理.

引理 2.11.1: 零调消解引理

设 F : A → B 是 Abel 范畴上的右正合函子，A 有足够的投射对象，如果

· · · → X2 → X1 → X0 →M → 0

是一个 A 中正合列，且每个 Xn 都是 F -零调的(即 LkF (Xn) = 0 对所有 k > 0)，则

LnF (M) ∼= Hn(F (X•))

Remark 2.11.1

这个引理的强大在于允许我们使用更广泛的正合消解来计算导出函子.

证明: 对于 n = 0，由于 F 是右正合函子，作用于正合列后末端保持正合：

F (X1)
F (d1)−−−→ F (X0)

F (ε)−−→ F (M)→ 0

因此 H0(F (X•)) = F (X0)/imF (d1) ∼= F (M) ∼= L0F (M)，结论成立.对于 n ≥ 1，令 Kn = ker(dn) =

im(dn+1).我们可以截取出如下正合列：

0→ Kn
in−→ Xn−1

dn−1−−−→ Xn−2 → · · · → X1
d1−→ X0

ε−→M → 0
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由于 Xi 均为 F -零调对象，直接利用定理 2.8.4 可直接得出：

LnF (M) = L(n−1)+1F (M) ∼= Ker(F (Kn)
F (in)−−−→ F (Xn−1)) (2.1)

接下来计算复形同调群 Hn(F (X•)) = KerF (dn)/ImF (dn+1).考虑原长正合列在 Xn 处的分解：

Xn+1
dn+1−−−→ Xn

πn−→ Kn → 0

由 F 的右正合性，应用后此序列依然在末端正合：

F (Xn+1)
F (dn+1)−−−−→ F (Xn)

F (πn)−−−→ F (Kn)→ 0

这说明 F (πn) 必为满射，并且 KerF (πn) = ImF (dn+1). 同时，由于 dn = in ◦ πn，故有 F (dn) =

F (in) ◦ F (πn). 对于任意 x ∈ F (Xn)，

x ∈ KerF (dn) ⇐⇒ F (πn)(x) ∈ KerF (in)

即 KerF (dn) 正好是 KerF (in) 在映射 F (πn) 下的原像. 所以有交换图：

FXn FKn FXn−1

KerFdn KerFin

Fπn Fin

Fπn

由同态定理可以得到：

Hn(F (X•)) =
KerF (dn)

ImF (dn+1)
=

KerF (dn)

KerF (πn)
∼= F (πn)(KerF (dn)) = KerF (in)

结合公式 (2.1)，我们得到 ∀n ≥ 1：

LnF (M) ∼= KerF (in) ∼= Hn(F (X•))

证明完毕.

引理 2.11.2: 暂时存疑

F 是左伴随，则投射对象的滤过余极限是 F -零调的.

证明: 我们暂时承认它.

定理 2.11.1: 左导出与滤过余极限交换

设 A 与 B 是满足 (AB5) 的 Abel 范畴，A 有足够投射对象，F : A → B 是左伴随，则 L•F

与滤过余极限交换，即对滤过图表 I，有

LnF (colim
i∈I

Ai) = colim
i∈I

(LnF (Ai))
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证明: 由于 F 是左伴随，所以与任意余极限交换，而 (AB5) 保证了滤过余极限是正合的，现在考

虑 Ai 的投射消解 Pi,• → Ai，所以我们有正合消解

colim
i∈I

Pi,• → colim
i∈I

Ai

由于 colim
i∈I

Pi,n 是 F -零调的，所以我们知道

LnF (colim
i∈I

Ai) ∼= Hn(F (colim
i∈I

Ai))

∼= Hn(colim
i∈I

F (Ai))

∼= colim
i∈I

Hn(F (Ai))

∼= colim
i∈I

LFn(Ai)

得证.

推论 2.11.1

由于 tensor 是 hom 的左伴随，所以 Tor 保持滤过余极限，再结合张量积是典范交换的，故

Torn(A, colim
filtered

Bi) = colim
filtered

Torn(A,Bi), Torn(colim
filtered

Ai, B) = colim
filtered

Torn(Ai, B)

命题 2.11.1

投射对象的任意直和(若存在)还是投射对象.

证明: 注意到 P 投射当且仅当对任意的满射 A→ B 都有 Hom(P,A)→ Hom(P,B) 满射，注意到

Hom(
⊕

Pi, A) ∼=
∏

Hom(Pi, A)→
∏

Hom(Pi, B) ∼= Hom(
⊕

Pi, B)

是满射，所以是投射对象.

命题 2.11.2

在余完备的 Abel 范畴 A 中，若有足够投射对象，且任意直和函子是正合函子，若 F 是一个

左伴随，则有

L•F
Ä⊕

Ai

ä
∼=
⊕

L•F (Ai)

Remark 2.11.2

模范畴与层范畴的任意直和都是正合的.

我们熟知下面的引理：
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引理 2.11.3

PID 上自由模的子模都自由，从而 PID 上投射模自由.

命题 2.11.3: Abel 群上的 Torsion

A,B 是 Abel 群，即 Z-模，则

(1) 对 n ≥ 2，有 TorZn(A,B) = 0.

(2) TorZn(Z/mZ, B) =

B/mB, n = 0

mB = {b ∈ B : mb = 0}, n = 1
. 其中 mB 是 B 的 m-挠部分.

证明: 由于 Z 是 PID，所以其上自由模的子模自由，所以考虑 A 的投射消解

0→ Ker ε→ P0
ε→ A→ 0

其中 Ker ε 是投射模 P0 的子模，由于投射 Z-模自由，所以 Ker ε 是自由模的子模，所以自由，从

而投射，所以 A 是有限长度消解，故可以看出来当 n ≥ 2 时导出都是 0，现在只需要计算 n = 0, 1

的情况即可，注意

TorZ0 (Z/mZ, B) = Z/mZ⊗Z B ∼= B/mB

而

TorZ1 (Z/mZ, B) = Ker (mZB → ZB) = mB

故得证.

Remark 2.11.3

注意到我们的论证对于 PID 都是对的.

若我们赋予正整数整数意义下的偏序，则构成一个滤过集，我们有

Q/Z = colim
n

Z/nZ

所以 Q/Z 是一个滤过余极限，于是

TorZ1 (Q/Z, B) = colim
n

TorZ1 (Z/nZ, B) = colim
n

nB = Tor(B)

所谓 Tor(B) 即 B 的挠部分. 这也解释了 Torsion 函子的名字.
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定理 2.11.2: 平坦刻画

下列关于 R-模 M 的条件是等价的：

(1) M 平坦.

(2) 对任意的 n > 0，R-模 N，都有 Torn(M,N) = 0.

(3) 对任意的 R-模 N，Tor1(M,N) = 0.

(4) 对 R 的所有理想 I，都有 Tor1(M,R/I) = 0.

(5) 对 R 的所有有限生成理想 I，都有 Tor1(M,R/I) = 0.

证明: (1) 推 (2) 推 (3) 推 (4) 推 (5) 是显然的，因为平坦模的张量积是正合函子，所以正次数导

出都是 0，现在证 (5) 推 (4)，只需要注意到任意理想都是有限生成理想的滤过余极限，而张量积作

为左伴随和余极限交换，所以自然得证. (4) 推 (3) 我们可以归纳地证明对有限生成模是正确的，由

于 R/I 是一个元素生成的模，所以 k = 1 得证，下面我们假设 < k 时成立，则取 N 是一个 k 个元

素生成的模，R/I 为第 k 个生成元生成的循环子模，则

0→ K → N → R/I → 0

是正合列，其中 K 是前 k − 1 个元素生成的模，而

I = Ker(R→ Coker(K → N))

对其使用长正合列得到

Tor1(M,K)→ Tor1(M,N)→ Tor1(M,R/I)

由归纳假设 Tor1(M,K) = 0，而条件告诉我 Tor1(M,R/I) = 0，于是可以知道有限生成模都是对

的，然后利用滤过余极限得到任意模都是对的. 现在证明 (3) 推 (1)，这只需要注意到对任意的模正

合列

0→ N ′ → N → N ′′ → 0

考虑其长正合列

0 = Tor1(M,N ′′)→M ⊗N ′ →M ⊗N →M ⊗N ′′ → 0

所以平坦.

推论 2.11.2

我们立刻注意到，在任意整环 R 上，平坦都可以推出无挠.
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命题 2.11.4: PID 上平坦等价于无挠

R 是 PID，则

(1) A 是无挠 R-模，则 Torn(A,B) = 0 对任意 n > 0，R-模 B 都成立.

(2) A 是无挠 R-模当且仅当 Tor1(A,B) = 0 对任意 R-模 B 成立.

(3) A 平坦当且仅当无挠.

证明: 由于无挠模是有限生成无挠子模在包含关系下的滤过余极限，所以只需要对有限生成的情

况考虑，而 PID 上有限生成模的结构定理告诉我们有限生成无挠模就是自由模，在 PID 的语境下

自由模和投射模没有区别，所以无挠模是投射模的滤过余极限，故

Torn(A,B) = colimTor(Pi, B) = 0

于是 (1) 得证，而 (2)(3) 是同一个命题的不同叙述，无挠我们已经证明 Tor1(A,B) = 0 对任意 B

成立，而这等价于平坦，所以无挠可以推平坦，下面我们要用平坦推无挠，考虑 r ∈ R，则有

rA = Tor1(A,R/(r))

而平坦告诉我后者为 0，于是无挠.

此外，由于平坦模是 ⊗ 函子的零调对象，所以有零调消解定理我们知道 Tor 函子也可以使用

平坦消解得到.

定理 2.11.3: 平坦消解计算 Tor

A,B 是 R-模，若 A 存在平坦模的消解

· · · →M2 →M1 →M0 → A→ 0

则有

Torn(A,B) = Hn(M• ⊗B)

若 f : R → T 是环同态，并且满足在这个同态下 T 是平坦 R-模，则称 f 是平坦环同态. 很显

然若 f : R → T 是平坦环同态，则 − ⊗R T 是正合函子. 经典例子就是局部化嵌入是平坦环同态：

R→ S−1R.

引理 2.11.4

R→ T 是平坦环同态，若 P 是投射 R-模，则 P ⊗R T 是投射 T -模.

证明: 注意到

P ⊕Q =
⊕

R
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所以

P ⊗R T ⊕Q⊗R T ∼= (
⊕

R)⊗R T ∼=
⊕

(R⊗R T ) ∼=
⊕

T

所以 P ⊗R T 仍然是自由 T -模的直和项，所以投射.

命题 2.11.5: 平坦基变换

设 R→ T 是平坦环同态，则对 R-模 M 和 T -模 N 有

TorRn (M,N) = TorTn (M ⊗R T,N)

作为推论，由于 R→ T 是平坦环同态，则 −⊗R T 正合，则对一切 R-模 M,N 都有

T ⊗R TorRn (M,N) ∼= TorTn (M ⊗R T,N ⊗R T )

证明: 取投射消解 P• →M，则左边是 P• ⊗N 的同调群，由于 T 是平坦 R-模，于是 P• ⊗R T →
M ⊗R T 是投射消解，右边也是 (P• ⊗R T )⊗T N ∼= P• ⊗R N 的同调群，得证. 后面的推论是导出函

子与正合函子交换的直接推论.

推论 2.11.3

由于 R→ S−1R 是平坦环同态，所以

S−1TorRn (M,N) = TorS
−1R

n (S−1M,S−1N)

2.12 右导出函子的性质，Ext 与扩张

同理我们也有对右导出的零调消解引理，即可以用零调对象的消解计算右导出，不再赘述.

对投射情况对偶，我们有

命题 2.12.1

内射对象的任意直积还是内射对象.

环 R 上的模 M 可除是指对任意非零因子 r ∈ R\Ann(M)，总有 rM = M . 放在 Z 上就是指
可以被 n 等分，所以称之为可除.

引理 2.12.1

内射模总是可除的.
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证明: 若 M 是内射模，则对 r /∈ Ann(M)，×r : M →M 是单射，所以由内射知道

HomR(M,M)→ HomR(M,M)

是满射，注意到 HomR(M,M) ∼= M，所以等价于 ×r : M →M 还是满射，故知道可除.

定理 2.12.1: 内射模的同调刻画

下列关于 R-模 N 的条件是等价的：

(1) N 是内射模.

(2) 对所有的 n > 0 以及任意的 R-模 M，Extn(M,N) = 0.

(3) 对任意的 R-模 M，Ext1(M,N) = 0.

(4) 对任意的 R 的理想 I，Ext1(R/I,N) = 0.

证明: (1) 一路推到 (4) 是显然的，(4) 推 (1) 即 Baer 准则.

定理 2.12.2: Dedekind 整环上内射模的刻画

Dedekind 整环上内射等价于可除.

证明: 根据 Baer 准则，为证 M 是内射模，只需证明对 R 的任意非零理想 I 及任意 R-模同态

f : I → M，均可延拓为 R → M 的同态. 即需在 M 中找到 m̂ ∈ M，使得对所有 x ∈ I，均有

f(x) = xm̂. 因为 R 是 Dedekind 整环，对给定的非零理想 I，存在另一个非零理想 J 使得它们互

素(即 I + J = R)，且其乘积 IJ = (c) 为非零主理想. 考虑将 f 限制在 (c) 上. 设 f(c) = m0. 因为

M 是可除模，存在 mc ∈M 使得 cmc = m0. 对于任意 y ∈ (c)，设 y = rc (r ∈ R)，则有：

f(y) = f(rc) = rf(c) = rm0 = rcmc = ymc

由 I + J = R，存在 a ∈ I 与 b ∈ J 使得 a+ b = 1. 在 M 中构造元素 m̂ = f(a) + bmc. 对于任意给

定的 x ∈ I，计算 xm̂：

xm̂ = x(f(a) + bmc) = f(xa) + (xb)mc

由于 x ∈ I 且 b ∈ J，它们的乘积落在交集中，即 xb ∈ IJ = (c). 由前述对理想 (c) 的性质可知，对

于 (c) 中的元素 xb，有 (xb)mc = f(xb). 将其代入上式可得：

xm̂ = f(xa) + f(xb) = f(xa+ xb) = f(x(a+ b)) = f(x · 1) = f(x)

综上所述，我们找到了 m̂ ∈ M 满足 f(x) = xm̂ 对所有 x ∈ I 成立，即同态 f 成功延拓至整个 R.

由 Baer 准则知，M 是内射模.
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推论 2.12.1: PID 上模的刻画

注意到 PID 是 Dedekind 整环，所以 PID 上内射等价于可除. 于是我们彻底分类了 PID 上的

内射模，投射模和平坦模. 即在 PID 上内射等价于可除，平坦等价于无挠，投射等价于自由.

定理 2.12.3: 投射模的同调刻画

下面关于 R-模 M 的条件是等价的：

(1) M 是投射模.

(2) 对所有的 n > 0 以及任意的 R-模 N，都有 Extn(M,N) = 0.

(3) 对任意的 R-模 N，Ext1(M,N) = 0.

容易计算得到：

命题 2.12.2: Ext 的性质

A,B 是 Z-模，即 Abel 群，则

(1) ExtnZ(A,B) = 0，∀n ≥ 2.

(2) 对任意 Abel 群 B，Ext0Z(Z/mZ, B) = mB，Ext1Z(Z/mZ, B) = B/mB.

(3) 对任意 Abel 群 B，Ext0Z(Z, B) = B，Ext1Z(Z, B) = 0.

(4) 对任意 R-模 {Mi}，都有

ExtnR

(⊕
i∈I

MI , N

)
∼=
∏
i∈I

ExtnR(Mi, N)

ExtnR

(
N,
∏
i∈I

MI

)
∼=
∏
i∈I

ExtnR(N,Mi)

(5) 对于有限生成 Abel 群 A，总是可以计算 ExtnZ(A,B).

我们称一个 R-模 A 是有限展示的，如果存在有限秩自由模 Rm 与 Rn 使得存在正合列

Rm → Rn → A→ 0

即 A 是有限生成且约束关系有限的模.
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命题 2.12.3

若 A 是一个有限展示模，则对于 R 的任意乘性子集，有同构

S−1HomR(A,B) ∼= HomS−1R(S
−1A, S−1B)

证明: 很显然当 A = R 的时候是同构的，并且由于 Hom 是加性函子，所以当 A = Rm 的时候也

是同构的，注意下图：

Rm Rn A 0

0 HomR(A,B) HomR(R
n, B) HomR(R

m, B)

0 S−1HomR(A,B) S−1HomR(R
n, B) S−1HomR(R

m, B)

0 HomS−1R(S
−1A, S−1B) HomS−1R(S

−1Rn, S−1B) HomS−1R(S
−1Rm, S−1B)

∼= ∼=

5-引理告诉我们左边是同构.

定理 2.12.4: Ext 与局部化交换

R 是一个 Noether 环，A 是一个有限生成 R-模. 则对任意的乘性子集 S，任意的 R-模 B，

都有

S−1 ExtnR(A,B) = ExtnS−1R(S
−1A, S−1B)

证明: 取 A 的一个自由消解 F• → A，其中 Fi 都是有限生成的自由 R-模，则 S−1F• → S−1A 也

是有限生成自由 S−1R-模的消解(注意局部化是正合函子). 所以

S−1 ExtnR(A,B) = S−1(Hn(HomR(F•, B))) ∼= Hn(S−1HomR(F•, B))

∼= Hn(HomS−1R(S
−1F, S−1B)) = ExtnS−1R(S

−1A, S−1B)

故得证.

下面我们讨论 Ext 与扩张的关系.

定义 2.12.1: Abel 范畴中的扩张

Abel 范畴 A 中过对象 x, y 的扩扩扩张张张指短正合列 0→ y → z → x→ 0 的一个等价类，称前者与

0→ y → z′ → x→ 0 等价当且仅当下图交换

0 y z x 0

0 y z′ x 0

= =

实际上由 5-引理知道 z → z′ 是同构.
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定理 2.12.5: Baer 和

给定 Abel 范畴 A 中的两个对象 x, y，x 过 y 做的所有扩张构成一个 Abel 群，其中单位元

为 0 → y → y ⊕ x → x → 0. 而对两个不同的扩张 z, z′，构造他们的和如下：考虑 p 为

z → x← z′ 的拉回，即

p = {(c, c′) ∈ z ⊕ z′ : c = c′}

将 p 商掉 {(b,−b) : b ∈ y} 定义为 z′′ 即可. 逆元 z → x 为 −(z → x) : z → x.

通过一些繁琐的验证可以得到这个定理，这个定理允许我们将 x 过 y 的所有扩张看成是一个

Abel 群，而下面的定理告诉了我们 Ext 与之的关系.

定理 2.12.6: 模范畴扩张的 Ext 刻画

对两个 R-模 M,N，M 过 N 的扩张在 Baer 和意义下构成的 Abel 群同构于 Ext1R(M,N). 对

应关系为

0→ N → X →M → 0

送到其诱导的长正合列

HomR(N,N)→ Ext1R(M,N)

所诱导的 idN 的像. 反过来对 x ∈ Ext1R(M,N)，与投射模 P 使得

0→ K → P →M → 0

正合，诱导长正合列

Hom(K,N)→ Ext1R(M,N)→ 0Ext1R(P,N) = 0

从而可以任取 x 的原像 β : K → N，考虑 P ← K → N 的推出 X，检查这诱导了

0→ N → X →M → 0

的正合列.

证明略去不表，定理表明若 Ext1(M,N) = 0，则其对应的扩张 Abel 群只有幺元，即只有分裂

正合列，于是我们得到下面的推论：

推论 2.12.2: 投射，内射与分裂

考虑模的短正合列

0→ I →M → P → 0

若 P 是投射模或者 I 是内射模，则此正合列分裂.

证明: 考虑 Ext1(P, I) = 0 立刻得到.
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2.13 万有系数定理

定理 2.13.1: 同调万有系数定理(UCT)

设 P• 是由平坦 R-模构成的链复形，满足 d(Pn) ⊂ Pn−1 也是平坦 R-模，则对 R-模 M 由如

下的短正合列

0→ Hn(P•)⊗R M → Hn(P• ⊗R M)→ TorR1 (Hn−1(P•),M)→ 0

证明: 观察正合列

0→ Kn → Pn → d(Pn)→ 0

对任意模 M 由 Tor 导出的长正合列为

Tor2(d(Pn),M)→ Tor1(Kn,M)→ Tor1(Pn,M)

由于前后都是平坦模的正次数导出，所以自然是 0，所以 Tor1(Kn,M) = 0 对任意 M 成立，所以

Kn 是平坦模. 这样我们再考虑长正合列的另外一部分

0 = Tor1(d(Pn),M)→ Kn ⊗M → Pn ⊗M → d(Pn)⊗M → 0

因此

0→ Kn ⊗M → Pn ⊗M → d(Pn)⊗M → 0

正合，若令 K• 与 d(P•) 的微分为 0 映射，则我们立刻得到一个复形短正合列

0→ K• ⊗M → P• ⊗M → d(P•)⊗M → 0

写出其同调长正合列得到

Hn+1(d(P•)⊗R M) Hn(K• ⊗R M) Hn(P• ⊗R M) Hn(d(P•)⊗R M) Hn−1(K• ⊗R M)

d(Pn+1)⊗R M Kn ⊗R M d(Pn)⊗R M Kn−1 ⊗R M

∂

= =

∂

= =

具体计算可以发现所谓的 ∂ 实际上就是 i⊗ idM，其中 i 为

0→ d(Pn+1)
i→ Kn → Hn(P•)→ 0

由于 kn 和 d(Pn+1) 都是平坦模，所以这是 Hn(P•) 的平坦消解，因此

TorR1 (Hn(P•),M) = Ker (d(Pn+1 ⊗R M)→ Kn ⊗R M) = Ker ∂n

而

Hn+1(P•)⊗R M = TorR0 (Hn+1(P•),M) = Coker (d(Pn+1 ⊗R M)→ Kn ⊗R M) = Coker ∂n+1
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而

Coker ∂n+1 = Im (Hn(K• ⊗R M)→ Hn(P• ⊗R M)) = Ker (Hn(P• ⊗R M)→ Hn(d(P•)⊗R M))

于是得到正合列

0→ Ker f → Hn(P• ⊗R M)→ Im f → 0

其中 f : Hn(P• ⊗R M)→ Hn(d(P•)⊗R M)，故得到

0→ Hn+1(P•)⊗R M → Hn+1(P• ⊗R M)→ TorR1 (Hn(P•),M)→ 0

平移一下下标就得到题目要证的.

推论 2.13.1

如果 Pn 与 d(Pn) 都是投射模，则所得的正合列(非典范地)分裂，换言之

Hn(P• ⊗R M) = (Hn(P•)⊗R M)⊕ TorR1 (Hn−1(P•),M)

由于自由 Abel 子群自由，所以 Z-模的投射消解满足条件.

证明: 由投射，知道短正合列

0→ Kn → Pn → d(Pn)→ 0

分裂，故

Pn
∼= Kn ⊕ d(Pn)

作用 −⊗R M 得到 Kn ⊗R M 是 Pn ⊗R M 的直和分量，而很显然 Ker (Pn ⊗R M → Pn−1 ⊗R M) 是

包含 Kn ⊗R M 的子空间，从而 Kn ⊗R M 是上述核的直和分量，注意到

Ker (Pn ⊗R M → Pn−1 ⊗R M)

Im (Pn+1 ⊗R M → Pn ⊗R M)
= Hn(P• ⊗R M),

Ker(Pn → Pn−1)⊗R M

Im (Pn+1 ⊗R M → Pn ⊗R M)
= Hn(P•)⊗R M

因此知道 Hn(P•)⊗R M 是 Hn(P• ⊗R M) 的直和分量，利用前面的正合立刻得到分裂.

之所以称之为万有系数定理，是因为在代数拓扑中很多同调是 Z-系数的，而万有系数定理允许
我们将 Z 系数的转化为其他 Abel 群系数. 同理我们可以得到上同调的万有系数定理：

定理 2.13.2: 上同调万有系数定理

考虑 R-模 M，对一族由投射模 P• 组成的复形 P•，且满足 d(Pn) 也是投射的，则对任意

R-模 M 都有如下正合列

0→ Ext1R(Hn−1(P•),M)→ Hn(HomR(P•,M))→ HomR(Hn(P•),M)→ 0

由于本身有投射条件，同理可以得到分裂(非典范)

Hn(HomR(P•,M)) ∼= Ext1R(Hn−1(P•),M)⊕ HomR(Hn(P•),M)
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2.14 Künneth 公式

定理 2.14.1: 复形的 Künneth 公式

P•, Q• 为 R-模复形，Pn 与 d(Pn) 平坦，则有短正合列

0→
⊕

p+q=n

Hp(P•)⊗R Hq(Q•)→ Hn

(
Tot⊕ (P• ⊗Q•)

)
→

⊕
p+q=n−1

TorR1 (Hp(P•), Hq(Q•))→ 0

若 Pn 与 d(Pn) 投射，则上述正合列(非典范)分裂.

定理 2.14.2: 上复形的 Künneth 公式

P•, Q
• 为 R-模复形与 R-模上复形，Pn 与 d(Pn) 投射，则有分裂短正合列

0→
∏

p+q=n−1

Ext1R(Hp(P•), H
q(Q•))→ Hn

Ç ∏
Tot (P• ⊗Q•)

å
→

∏
p+q=n

HomR(Hp(P•), H
q(Q•))→ 0

2.15 谱序列 1：滤过

2.16 谱序列 2：双复形

2.17 谱序列 3：正合偶

2.18 同调维数
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2.19 群同调与群上同调

群的同调理论主要研究 ModZ[G] 到自身的两个函子 −G 与 −G.

定义 2.19.1: 群同调和群上同调

对于一个 Z[G]-模 M，我们定义

MG = {x ∈M : gx = x ∀g ∈ G} = HomZ[G](Z,M)

MG =M/ SpanZ[G]{gx− x : x ∈M, g ∈ G} = Z⊗Z[G] M

其中 Z 视为平凡 Z[G]-模. 可见 MG 为 M 的最大平凡子模，MG 为 M 的最大平凡商模. 易

见这两个函子为伴随关系，因为

HomZ[G](AG, B) = HomZ[G](A⊗Z[G] Z, B) = HomZ[G](A,HomZG(Z, B)) = HomZ[G](A,B
G)

因此 −G 是左伴随故右正合，−G 是右伴随故左正合，并且模范畴有足够的投射对象和内射对

象，我们记对应的导出函子为

Hn(G;A) = Rn(−G)(A), Hn(G;A) = Ln(−G)(A)

分别称为群群群上上上同同同调调调函函函子子子和群群群同同同调调调函函函子子子.

或者我们也可以立刻得到

Hn(G;A) = TorZ[G]
n (Z, A), Hn(G;A) = ExtnZ[G](Z, A)

定义 2.19.2: 增广理想

对群 G，定义同态

ε : Z[G]→ Z,
∑
g∈G

ngg 7→
∑
g∈G

ng

令 IG = Ker ε，称为 G 的增增增广广广理理理想想想. 对有限群 G，称 N =
∑
g∈G

g 为 Z[G] 的范范范数数数元元元素素素，不难

检查有 gN = N = Ng，并且有 Z[G]G = Z[G] ·N . 对无限群 G 而言，Z[G]G = 0.

显然可以看出

IG =
⊕

g∈G\{1}

Z(g − 1)

因此有正合列

0→ IG → Z[G]→ Z→ 0

于是我们立刻可以看到

MG = H0(G,M) =M/IGM, MG = H0(G,M) = {x ∈M : IGx = 0}
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定理 2.19.1

对群 G 与 G-模 M，有同调情况下的

H1(G,M) = Ker
(
IG ⊗Z[G] M → IGM

)
与上同调情况下的

H1(G,M) = Coker
(
M → HomZ[G](IG,M)

)
证明: 考虑正合列

0→ IG → Z[G]→ Z→ 0

拉出 Tor 的长正合列：

Tor
Z[G]
1 (Z[G],M)→ Tor

Z[G]
1 (Z,M)︸ ︷︷ ︸

=H1(G,M)

→ IG ⊗Z[G] M → Z[G]⊗Z[G] M︸ ︷︷ ︸
=M

→ Z⊗Z[G] M → 0

由于 Z[G] 是自由 Z[G]-模，所以投射，故 Tor
Z[G]
1 (Z[G],M) = 0，故上面正合列实际为

0→ H1(G,M)→ IG ⊗Z[G] M →M → Z⊗Z[G] M → 0

所以得到同调情况，同理拉出 Ext 的长正合列

0→ HomZ[G](Z,M)→M → HomZ[G](IG,M)→ H1(G,M)→ 0

得到上同调情况.

引理 2.19.1: 交换化

对群 G，我们有同构 IG/I
2
G
∼= G/[G,G].

证明: 你会发现左边是线性化的操作，右边是交换化的操作，本质上都是在做交换化，右边的交

换化自不必说，左边的交换化可以看成如下：

gh− 1 = (g − 1) + (h− 1) + (g − 1)(h− 1) = g − 1 + h− 1 = hg − 1

线性化将乘法变成了加法，从而自然达成了交换化的成就，具体的构造我们只需要注意

φ : IG/I
2
G → G/[G,G], x− 1 7→ x

容易验证这是交换群的同态，并且单射满射都任意验证.

命题 2.19.1

作为 Z[G]-模有同构 H1(G,Z) = Z⊗Z[G] IG
∼= G/[G,G] 为 G 的交换化.
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证明: 仍然是考虑正合列

0→ IG → Z[G]→ Z→ 0

导出长正合列得到

Tor
Z[G]
1 (Z,Z[G]) = H1(G,Z[G])→ H1(G,Z)→ Z⊗Z[G] IG → Z⊗Z[G] Z[G]→ Z⊗Z[G] Z→ 0

由于 Z[G] 是投射模，所以最左边为 0，故得到正合列

0→ H1(G,Z)→ Z⊗Z[G] IG → Z→ Z→ 0

由于 Z→ Z 是同构，所以由正合可以得到

H1(G,Z) = Z⊗Z[G] IG = IG/ SpanZ[G]{(g − 1)x : x ∈ IG} = IG/I
2
G = G/[G,G]

故得证.

所以我们可以看到群的交换化自然地作为群同调的一环出现.

推论 2.19.1: 万有系数定理在群同调的应用

若 A 是平凡 Z[G]-模，则 H0(G,A) = A，对 n ≥ 1 有非典范的同构：

Hn(G,A) ∼= (Hn(G,Z)⊗Z A)⊕ TorZ1 (Hn−1(G,Z), A)

对上同调而言，H0(G,A) ∼= A，对 n ≥ 1 有非典范的同构：

Hn(G,A) ∼= HomZ(Hn(G,Z), A)⊕ Ext1Z(Hn−1(G,Z), A)

证明: 由于平凡 G-模可以看成是 Z-模，于是两个平凡 Z[G]-模的同态和张量本质上就是两个 Z-模
的同态和张量，于是可以都看做在 Z-模上. 由于

Hn(G,A) = TorZ[G]
n (Z, A)

考虑 Z 的 Z[G]-模投射消解 P• → Z，我们知道

Hn(G,A) = Hn(P• ⊗Z[G] A)

注意到

P• ⊗Z[G] A ∼=
(
P• ⊗Z[G] Z

)
⊗Z A

令 C• = P• ⊗Z[G] Z，很明显有
Hn(G,Z) = Hn(C•)

而 C• 作为 Z-模是自由 Z-模构成的复形，所以满足万有系数定理的条件，故

Hn(G,A) = Hn(C• ⊗Z A) = (Hn(C•)⊗Z A)⊕ TorZ1 (Hn−1(C•), A)
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于是得到同调情况，上同调情况同理.

推论 2.19.2

若 A 是平凡 G-模，则

H1(G,A) ∼= G/[G,G]⊗Z A, H1(G,A) ∼= HomZ(G/[G,G], A)

或者可以写成

H1(G,A) ∼= IG ⊗Z[G] A, H1(G,A) = HomZ[G](IG, A)

证明: 只需要注意到

TorZ1 (H0(G,Z), A) = TorZ1 (Z, A) = 0

Ext1Z(H0(G,Z), A) = Ext1Z(Z, A) = 0

于是立刻得到前两个等式，后两个等式注意命题 2.19.1 即可.

2.20 Bar 消解

一个紧要的问题就是为 Z 寻找一个方便计算的 Z[G]-模的消解.

定义 2.20.1: Bar 消解的模

设 G 为一个群，ZG 为其群环. 第 n 阶自由 ZG-模 Fn 定义为由 G 中元素的 n 元组

[g1|g2| . . . |gn] 生成的自由模. 特别地，F0 是由空符号 [] 生成的自由模.

定义 2.20.2: [边缘算子]

定义边缘映射 ∂n : Fn → Fn−1 为如下交错和：

∂n([g1|g2| . . . |gn]) = g1[g2| . . . |gn] +
n−1∑
i=1

(−1)i[g1| . . . |gigi+1| . . . |gn] + (−1)n[g1| . . . |gn−1]

特别地，对于低阶映射展开如下：

• 增广映射 ε(g[]) = 1

• ∂1([g]) = g[]− []

• ∂2([g1|g2]) = g1[g2]− [g1g2] + [g1]

• ∂3([g1|g2|g3]) = g1[g2|g3]− [g1g2|g3] + [g1|g2g3]− [g1|g2]
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定理 2.20.1: Bar 消解

由上述 Fn 和 ∂n 构成的序列：

. . .
∂3−→ F2

∂2−→ F1
∂1−→ F0

ε−→ Z→ 0

是一个链复形，且它是平凡 ZG-模 Z 的一个显式标准自由消解，称为 Bar 消解.

证明: 通过直接代数计算可以验证 ∂n−1 ◦ ∂n = 0，这保证了序列构成一个链复形. 可以构造同伦如

下：

s−1 : Z→ B0, 1 7→ []

与

sn : Bn → Bn+1, g0[g1| · · · |gn] 7→ [g0|g1| · · · |gn]

可以验证

id = ds+ sd

所以正合.

定义 2.20.3: 群上同调与上边缘算子

对 Bar 消解应用 HomZG(−,M) 函子，得到上复形 Cn(G,M) = HomZG(Fn,M)，这等价于所

有从 Gn 映射到 M 的函数 f : Gn →M 的集合. 上边缘算子 dn : Cn → Cn+1 被诱导为：

(dnf)(g1, . . . , gn+1) = g1·f(g2, . . . , gn+1)+
n∑

i=1

(−1)if(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)+(−1)n+1f(g1, . . . , gn)

第 n 阶群上同调群定义为：

Hn(G,M) = Ker(dn)/ im(dn−1)

定理 2.20.2: 低阶群上同调的代数意义

群上同调 Hn(G,M) 在低阶时具有以下经典代数解释：

(1) H1(G,M) 中的 1-cocycle 等价于交叉同态.

(2) H2(G,M) 中的 2-cocycle 条件给出了群扩张的结合律条件.

证明: 对于 n = 1，1-cocycle 要求 d1f = 0，即：

f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1)

此等式正是交叉同态的定义.
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对于 n = 2，2-cocycle 要求 d2f = 0，展开即为：

g1f(g2, g3)− f(g1g2, g3) + f(g1, g2g3)− f(g1, g2) = 0

移项后此等式对应于利用因子集构造群扩张时所必须满足的结合律条件.

定义 2.20.4: 正则 Bar 消解

在 Bar 消解的生成元 [g1| . . . |gn] 中，若存在某个 gi = 1（单位元），则称该生成元是退化

的. 将所有由退化元生成的子复形商去后，剩余的复形称为正正正则则则 Bar 消消消解解解(Normalized Bar

Resolution).

定理 2.20.3

正则 Bar 消解依然是 Z 的自由消解，且使用正则 Bar 消解计算出的同调与上同调群与标准

Bar 消解的结果完全同构. 在应用层面，这意味着在计算上同调函数 f(g1, . . . , gn) 时，只要参

数中包含单位元 1，即可规定其函数值为 0.

2.21 自由

引理 2.21.1

任给集合 X，考虑其生成的自由群 G = F (X)，则对应的增广理想 IG 为以 X − 1 = {x −
1: x ∈ X} 生成的自由 Z[G]-模.

证明: 我们已经知道 IG 由 {g − 1: g ∈ G} 生成，注意到

xy − 1 = x(y − 1) + (x− 1), (x−1 − 1) = −x−1(1− x)

于是知道增广理想可以由 X − 1 生成. 下面证明是自由模，若有关系

0 =
∑
x∈X

bx(x− 1), bx ∈ Z[G]\{0}

将 bx 拆分为 b′x + b′′xx
−1，其中 b′x 中的每一项都不以 x−1 结尾，则上式改写为

0 =
∑
x∈X

b′x(x− 1)−
∑
x∈X

b′′x(x
−1 − 1)

会发现最后一项是 x的只能出在在 b′x(x−1)的展开中，而最后一项是 x−1 的只能出现在 b′′x(x
−1−1)

的展开中，从而 b′x = b′′x = 0，即线性无关.
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定理 2.21.1

对于集合 X，自由群 G = F (X)，对任意的 Z[G]-模 M，都有

Hn(G,M) = Hn(G,M) = 0, n ≥ 2

证明: 考虑正合列

0→ IG → Z[G]→ Z→ 0

导出长正合列

TorGn (Z[G],M)→ TorGn (Z,M)→ TorGn−1(IG,M)

由于 Z[G] 与 IG 都是自由模所以投射，故为 0，中间的即 Hn(G,M)，故为 0，同理导出 Ext 的长

正合列得到 Hn(G,M) = 0.

推论 2.21.1

对集合 X，自由群 G = F (X)，则

Hn(G,Z) =


Z, n = 0

Z
∏

X , n = 1

0, n ≥ 2

, Hn(G,Z) =


Z, n = 0

Z⊕X , n = 1

0, n ≥ 2

证明: n = 0 的情况由推论 2.19.1 立刻得到，而推论 2.19.2 告诉我们

H1(G,Z) = IG ⊗Z[G] Z =
⊕
x∈X

(x− 1)Z[G]⊗Z[G] Z = Z⊕X

H1(G,Z) = HomZ[G](IG,Z) = Hom

(⊕
x∈X

(x− 1)Z[G],Z

)
=
∏
x∈X

HomZ[G](Z[G], x) = Z
∏

X

故得证.

2.22 有限群的上同调

回忆，对有限群 G 而言，我们有范数元素 N =
∑
g∈G

g. 于是对 G-模 M，我们定义了一个同态

N : M →M, x 7→ Nx
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引理 2.22.1

对有限群 G，N ∈ Z[G]，则
IG = Ker

(
Z[G] N→ Z[G]

)
证明: 设 x =

∑
g∈G

ngG，注意到 Nx = 0 当且仅当

∑
g∈G

ngN = 0 =⇒
∑
g∈G

ng = 0

得证.

定义 2.22.1: Tate上同调

对于有限群 G，G-模 A，定义 Tate 上上上同同同调调调为

“Hn(G,A) =



Hn(G,A), n ≥ 1

AG/NA, n = 0

{x ∈ A : Nx = 0}/IGA, n = −1

H−1−n(G,A), n ≤ −2

定理 2.22.1: Tate上同调诱导长正合列

对于有限群 G，G-模的短正合列 0→ A→ B → C → 0 诱导长正合序列

· · · → “Hn−1(G,C)→ “Hn(G,A)→ “Hn(G,B)→ “Hn(C)→ “Hn+1(G,A)→ · · ·

证明: 将 Tor 和 Ext 的长正合列通过蛇引理连接起来即可：“H−1(G,A) “H−1(G,B) “H−1(G,C)
· · · H1(G,C) AG BG CG 0

0 AG BG CG H1(G,A) · · ·“H0(G,A) “H0(G,B) “H0(G,C)

N N N

交换图说明一切.
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3.1 基本内容速览

我们说的数域实指 Q 的有限扩张 K，K 中的元素被称为代数数，Z 在 K 中的代数闭包称为

K 的代数整数. 对于域扩张(未必数域，故未必可分) L/K，我们可以定义 x ∈ L 的范与迹，承接定
义 1.13.1 即可，可见在特征多项式

fx(t) := det(tid− Tx) = tn − a1tn−1 + · · ·+ (−1)nan ∈ K[t]

中，有

a1 = trL/K(x), an = NL/K(x)

我们实际上得到了同态

trL/K : L→ K, NL/K : L× → K×

推论 1.13.1 表明迹与范都是传递的. 若 L/K 还是可分扩张，则我们可以考虑 K 的代数闭包 K，可

见 x 的特征多项式实为

fx(t) =
∏

σ∈HomK(L,K)

(t− σ(x))

故可见

trL/K(x) =
∑

σ∈HomK(L,K)

σ(x), NL/K(x) =
∏

σ∈∈HomK(L,K)

σ(x)

其道理在于对于一般的域扩张 L/K，范数与迹的计算可以拆做两段，对 x ∈ L，我们有

NL/K(x) = NK(x)/K(NL/K(x)(x)), trL/K(x) = trK(x)/K(trL/K(x)(x))

而 L/K(x) 的计算是显然的，因为此时 x 在 K(x) 上的作用是纯纯的乘法，所以

NL/K(x)(x) = x[L:K(x)], trL/K(x) = [L : K(x)]x

故本质上就是计算

NK(x)/K(x), trK(x)/K(x)

而这个的计算完全由极小多项式刻画，设 x ∈ L在K上的极小多项式 Px = Xn+an−1X
n−1+· · ·+a0，

则

NK(x)/K(x) = (−1)na0, trK(x)/K(x) = −an−1

74
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这只需要注意到 1, x, · · · , xn−1 构成了 K(x) 的一组 K-基，而 ×x 在这组基下的矩阵就自然是

A :=

â
0 · · · 0 −a0
1 −a1

. . .
...

1 −an−1

ì
如此就显然. 所以不仅可以见到可分 L/K 的表示，对任意有限扩张我们都可以有统一的表达，

trL/K(x) = [L : K]i
∑

σ∈HomK(L,K)

σ(x), NL/K(x) =
∏

σ∈∈HomK(L,K)

σ(x)[L:K]i

其中 [L : K]i 为 L/K 的不可分次数，即 [L : Ksep]. 于是可见 trL/K 在 L/K 不可分时恒为 0. 可见

有限扩张的迹型式(定义 1.13.2) trL/K 作为双线性型非退化当且仅当 L/K 可分，当的部分源于对偶

基的存在性，即若有限扩张 E/F 可分则为单扩张 E = F (x)，记 x 的极小多项式为 Px，为 n 次，

记

Px

X − x
=

n−1∑
i=0

biX
i ∈ E[X]

若 P ′x(x) ̸= 0，则对 E 的基 1, x, · · · , xn−1，相对于 trE/F 的对偶基为

b0
P ′x(x)

, · · · , bn−1
P ′x(x)

为了看到这就是对偶基，令 x1 = x, · · · , xn 为 x 的所有共轭，我们首先断言

n∑
i=1

Px

X − xi
xji

Px(xi)
= Xj, 0 ≤ j ≤ n− 1

由插值法立刻看到，由 xi 一定是某个 σ(x)，我们可以看到∑
σ∈HomF (E,F )

σ

Å
Px

X − xi
xj

Px(xi)

ã
= Xj

我们把左边写开即

Xj =
∑

σ∈HomF (E,F )

σ

Å
Px

X − xi
xj

Px(xi)

ã
=

∑
σ∈HomF (E,F )

(
xj

P ′x(x)

n−1∑
i=0

biX
i

)

=
n−1∑
i=0

Ñ ∑
σ∈HomF (E,F )

σ

Å
xj · bi

P ′x(x)

ãé
X i

对比两边系数立刻得到

trE/F

Å
xj · bi

P ′x(x)

ã
=

∑
σ∈HomF (E,F )

σ

Å
xj · bi

P ′x(x)

ã
=

1, i = j

0, i ̸= j
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故知为对偶基，从而可知 L/K 可分当且仅当 trL/K 非退化.

我们可以对 n = [L : K] 个元素 α1, · · · , αn 定义判别式为

d(α1, · · · , αn) = det(trL/K(αiαj))

可见若 L/K 不可分则判别式恒为 0，故我们讨论 L/K 可分的情况，此时

d(α1, · · · , αn) = det(trL/K(αiαj)) = det(σi(αj))
2

从而对 L = K(x)，存在幂基 1, x, · · · , xn−1，我们可以计算其判别式

d(1, x, · · · , xn−1) =
∏
i<j

(xi − xj)2 = (−1)
n(n−1)

2 NE/F (P
′
x(x))

第一个等号是因为实际上为 Vandermonde 行列式，第二个等号是因为

NL/K(P
′
x(x)) =

n∏
i=1

P ′x(xi) =
n∏

i=1

∏
j ̸=i

(xi − xj) = (−1)
n(n−1)

2

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj)2

判别式还有妙用，即

dL/K(α1, · · · , αn) ̸= 0 ⇐⇒ α1, · · · , αn 是 K-线性无关的

证明是纯粹的线性代数，我们不再赘述.

现在我们考虑数域的情况，L/K 是数域的有限扩张，OK 与 OL 分别为 K,L 的整数环，任意

看见 OL ∩K = OK，这是由于 OK 是 Z 在 K 中的整闭包，从而自然是整闭的. 由于整数的共轭很

显然还是整数，所以

trL/K(x) ∈ OK , NL/K(x) ∈ OK

实际上上述结论对整闭整环 A，其分式域 K，有限可分扩张 L 与 A 在 L 中的整闭包 B 都成立，

只需要把上面的 OK 与 OL 替换为 A 与 B 即可. 我们容易看到

x ∈ B× ⇐⇒ NL/K(x) ∈ A×

若令 α1, · · · , αn 为 L/K 的一组基，并且 αi ∈ B，若令 d = d(α1, · · · , αn)，则有

dB ⊂ Aα1 + · · ·+ Aαn

这是因为若 α =
n∑

i=1

aiαi ∈ B，其中 aj ∈ K，则 aj 为线性方程组

trL/K(αiα) =
n∑

j=1

trL/K(αiαj)aj

并且由于 trL/K(αiα) ∈ A，由 Cramer 法则知道

aj =
∗ ∈ A

det(trL/K(αiαj))
=
∗
d
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故知道 daj ∈ A，故 dB ⊂
n∑

i=1

Aαi.

B 中的一组元素 ω1, · · · , ωn 若使得

B = Aω1 ⊕ · · · ⊕ Aωn

则称其为 B 在 A 上的一组整基，首先我们要说明对任意的 L 中元素 x，都存在某个 a ∈ A 使得
ax ∈ B，这只需要往 x 的极小多项式

xm + a1x
m−1 + · · ·+ am = 0

上乘一个充分大的数 am 使得 amai ∈ A，把 ai 的分母通分即可. 所以可见 B 在 K-线性下张成整个

L. 所以这种整基自然是 L 的一组 K 基，从而 n = [L : K]，整基的存在使得 B 为一个自由 A-模.

遗憾的是一般来说整基并不存在，但是如果 A 是 PID，那么事情就十分美妙了. 符号同上，

L/K 是有限可分扩张，若 A 是 PID，那么 L 的所有有限生成 B-子模 M 都是秩 n = [L : K] 的自

由 A-模. 特别地，B 的整基存在. 要看到这个，我们先取 L/K 的一组基 α1, · · · , αn，由于乘上一

个 A 中的数不影响它们是一组基，所以不妨设这些基元素都落在 B 中，故

dB ⊂ Aα1 ⊕ · · · ⊕ Aαn

特别地，可见 rankB ≤ [L : K]，而 B 是自由 A-模的子模，从而自由，并且 B 的 A-生成元 K-线

性生成 L，故 rank(B) ≥ [L : K]，故 rank(B) = [L : K]. 现在设 µ1, · · · , µr 是 M 的一组生成元，

知存在 a ∈ A 使得 aM ⊂ B，故 adM ⊂ dB，从而

[L : K] = rank(B) ≤ rank(M) = rank(adM) ≤ rank(dB) = [L : K]

现在我们考虑数域 K，知道 Z ⊂ Q 是 PID，所以所以 K 的有限生成 OK-子模 a 都存在一组

Z-基 α1, · · · , αn，其中 n = [K : Q]，对其可以定义判别式为

d(a) := d(α1, · · · , αn)

特别地，存在 K 的整基，但可能会存在不同的整基，假设 β1, · · · , βn 和 γ1, · · · , γn 都是 K 的整基，

那么由整基的定义我们知道存在元素都在 Z 中的两个矩阵 M,N 使得Ü
β1
...

βn

ê
=M

Ü
γ1
...

γn

ê
,

Ü
γ1
...

γn

ê
= N

Ü
β1
...

βn

ê
于是有 M = N−1，容易看出来 |M | = |N | = ±1. 将 HomQ(K,C) 中的元素称为 K 到 C 的嵌入，
令 σ1, · · · , σn 是 K 到 C 的全部 n 个嵌入，不难发现

(σi(βj)) =M(σi(γj))⇒ dK/Q(β1, · · · , βn) = |M |2dK/Q(γ1, · · · , γn) = dK/Q(γ1, · · · , γn)

故不同的整基具有相同的判别式，知整基的判别式是数域的一个不变量，我们将其称之为域K的判

别式，记为 dK 或者 d(K) 或者 d(OK). 由于它们线性无关，所以域 K 的判别式不为 0，并且 dK
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是一个整数. 同理可知 d(a) 也是不变量，它衡量了 a 的大小. 也即对两个 K 的有限生成 OK-子模

a′ ⊂ a，取 a 的一组 Z-基 α1, · · · , αn，由 PID 上有限生成模的结构定理告诉我们

a′ = A(d1α1)⊕ · · · ⊕ A(dnαn), di ∈ Z

我们可以良定义其指数为

(a : a′) := d1 · · · dn

是一个有限值，也就是说商模 a/a′ 有限，并且容易看到满足：

d(a′) = (a : a′)2d(a)

直观上可以理解出对应的判别式越大，子模在 K 中越稀疏.

由上面结论我们知道 OK 是有限生成 Z-代数，即取整基 α1, · · · , αn，有

OK = Z[α1, · · · , αn]

而 Z 是 Noether 的，所以由 Hilbert 基定理立刻看到 OK 是 Noether 环，此外可见 K = Frac(OK)，

故 OK 是整闭的，最后对于 OK 的任何理想 a，OK/a 都是有限的，所以对于任意素理想 p，都有

OK/p是有限的整环，所以是域.这表明素理想都极大，所以是一维的，综上我们明白数域的代数整

数环是一维整闭诺特整环，即 Dedekind 整环. 交换代数告诉我们 Dedekind 整环中的理想有唯一的

素理想分解，即对 OK 的任意理想 a，都存在唯一的素理想分解

a = pa11 · · · parr

因为都在域 K 中，所以取逆的操作都是合法的，若允许 ai < 0，则导出了所谓分式理想的概念，

我们定义 OK 的分式理想就是一个有限生成 OK-模 M ⊂ K. 一个等价定义是说分式理想是一个

OK-模 M ⊂ K，使得存在 d ∈ OK − {0} 有 dM ⊂ OK . 直观理解就是分式理想就是把一般意义上

的理想统一加上一个分母，分母存在性由诺特性保证.

一个 OK-模 M ⊂ K 称为可逆理想，如果存在 OK-模 N ⊂ K，使得 MN = OK . 事实上这样

的 N 是唯一的并且等于 (OK :M) := {x ∈ K : xM ⊂ OK}. 唯一且等于 (OK :M) 的原因是

N ⊂ (OK :M) = (OK :M)MN = ((OK :M)M)N ⊂ OKN = N

于是我们可以看到所有的分式理想都是可逆理想，反之亦然，从而分式理想和可逆理想是同一种概

念. 可见分式理想在乘法意义下构成一个 Abel 群，我们把这个群记为 IK . 特别地，我们平时所称

的理想，现在称之为整理想是 x = 1的分式理想，任何元素 u ∈ K 都可以生成一个分式理想，记为
(u) 或者 uOK，称之为主理想. 所有的主理想构成 IK 的一个子群，记为 PK . 我们可以看见 OK 的

分式理想都存在素理想的唯一分解，即

M =
∏
p

pap , ap ∈ Z

从而 IK 实际上是一个自由 Abel 群，其基为 SpecOK − {0}.
令 ClK = IK/PK 为 K 的理想类群，容易看到有如下正合列成立：

1→ O×K → K× → IK → Cl(K)→ 1

我们就自然要去研究一头一尾的两个对象，一个是类群，一个是单位.
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3.2 理想类群类数有限

定义 3.2.1: Lattice

令 V 为一个 n-为 R-线性空间，V 的一个格格格为形如

Γ = Zv1 + · · ·+ Zvm

的子群，其中 v1, · · · , vm 线性无关，m-元组 (v1, · · · , vm) 称为基基基，集合

Φ =

{
m∑
i=1

xivi : xi ∈ [0, 1)

}

称为格的一个基基基本本本网网网格格格，格被称为是完完完备备备的，如果 m = n.

我们可见格是 V 的一个离散子群，即格中的每一点都存在一个开邻域不包含其他的点. 可以证

明：

命题 3.2.1

子群 Γ ⊂ V 是格当且仅当它是离散的.

容易看到一个格是完备的当且仅当存在一个有界集 M 在格的平移作用下覆盖整个空间 V .

若 V 配备了一个内积，则我们可以对其定义体积的概念，或者说是 Haar 测度. 取定一组正交

基 e1, · · · , en，定义其体积为 1，对任意 n 个线性无关的元素 v1, · · · , vn，其张成的基本网格

Φ =

{
n∑

i=1

xivi : xi ∈ [0, 1)

}

的体积定义为

vol(Φ) = | detA|

其中 A 是从 ei 到 vi 的转移矩阵，由于

(⟨vi, vj⟩) = AAt

所以我们可以看到体积满足

vol(Φ) = |det(⟨vi, vj⟩)|1/2

令 Γ 为 v1, · · · , vn 生成的格，Φ 为其基本网格，我们认为定义 Γ 的体积就是

vol(Γ) = vol(Φ)

不难看到这是良定义的. 同样可见格越稀疏，其体积越大.

我们称 S 是凸集合，如果

∀x, y ∈ S ⇒ 1

2
(x+ y) ∈ S
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我们称 S 是关于原点对称的，如果

∀x ∈ S ⇒ −x ∈ S

好啦，现在我们可以看到我们需要的很重要的定理了.

定理 3.2.1: Minkowski

设 X 是 Rn 中关于原点对称的凸集，Λ ⊂ Rn 是一个完备格，如果有

vol(X) > 2n vol(Λ)

那么 X ∩ (Λ\{0}) ̸= ∅，即 X 至少含有一个非零格点 γ ∈ Γ. 若 X 还额外是一个紧集，条件

可以减弱为

vol(X) ≥ 2n vol(Λ)

回忆，对数域 K，若 [K : Q] = n，则其复嵌入 HomQ(K,C) 共有 n 个，于是自然会有对角嵌

入

j : K → KC :=
∏
τ

C, a 7→ (τ(a))τ

而复线性空间 KC 自然是有 Hermite 内积

⟨x, y⟩ =
∑
τ

xτyτ

而 Galois 群 Gal(C/R) 由复共轭生成
F : z 7→ z

同时 F 也可以作用在 HomQ(K,C) 上，作用为

F (τ) = τ , τ(a) = τ(a)

我们可以看到 F 自然地作用在
∏
τ

C 上，对 z ∈
∏
τ

C，定义其作用为

(F (z))τ = zτ

可见 F 的作用在内积上是等变的，即

⟨Fx, Fy⟩ = F ⟨x, y⟩

我们同样可以定义 KC 上的迹，定义为

tr : KC → C, z 7→
∑
τ

zτ

这同样是 F 等变的，即

F (tr(z)) = tr(F (z))



CHAPTER 3. 代数数论入门 81

若我们考虑复合

tr ◦j : K ↪→ KC → C

就注意到

trK/Q(a) =
∑
τ

τ(a) = tr(j(a))

我们真正感兴趣的是

KR = KF
C

为 KC 中的 F -不动点，即 zτ = zτ . 我们可以看到 F (j(a)) = j(a)，故 K 仍然可以嵌入 KR 中，将

KC 的 Hermite 内积限制在 KR 上就得到一个实内积，这是因为

F (⟨x, y⟩) = ⟨F (x), F (y)⟩ = ⟨x, y⟩

所以发现 ⟨x, y⟩ 是实数，故实内积，我们将 KR 称为Minkowski 空间，由于 F ◦ tr = tr ◦F，可见
tr 在 KR 上取实值，我们要说明实际上有

KR = K ⊗Q R, KC = K ⊗Q C

要看到这个不妨设 K = Q(x)，x 的极小多项式为 p(X)，则

K ⊗Q C = K[X]/p(X)⊗Q C = C[X]/p(X)

这对应了 p(X) 有多少实根，有多少复根，分别设为 r1 个与 r2 对，则有

K ⊗Q C = Cr1 × C2r2 = Cr1+2r2 = Cn

K ⊗Q C→ KC 的映射可以构造为 a⊗ z 7→ j(a)z，而 F 在其上的作用为

F (a⊗ z) = a⊗ z

可见

(K ⊗Q C)F = K ⊗Q R

而实根与复根就对应了 K → C 的那些实嵌入与复嵌入，分别记为 σ1, · · · , σr1 与 τ1, · · · , τr2 及其共
轭，则

K ⊗Q R = R[X]/p(X) = Rr1 × Cr2 ∼= Rr1 × R2r2 = Rr1+2r2 = Rn

我们现在来说明数域的理想类群是有限的，方法是将 OK 的每个分式理想嵌入 Rn 中成为一个

格. 回忆一下我们有 r1 个实嵌入与 r2 对复嵌入，记为

σ1, · · · , σr1 , σr1+1, · · · , σr1+r2 , σr1+1, · · · , σr1+r2

我们有映射

j : K → KR ∼= Rn

α 7→ (σ1(α), · · · , αr1(α),Re(σr1+1(α)), · · · ,Re(σr1+r2(α)), Im(σr1+1(α)), · · · , Im(σr1+r2(α)))
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任取 OK 的整理想，在前面我们早已说明 a 是秩为 n 的自由 Abel 群，即

a = Zα1 ⊕ · · · ⊕ Zαn

取 e1, · · · , en 为 KR ∼= Rn 的标准基，则我们知道

j(αi) =
n∑

j=1

xijej

其中

xij =


σj(αi), 1 ≤ j ≤ r1

Re(σj(αi)), r1 + 1 ≤ j ≤ r1 + r2

Im(σj(αi)), r1 + r2 + 1 ≤ j ≤ n

于是我们知道

j(a) = Zj(α1) + · · ·+ Zj(αn)

我们下面要说明 j(a) 构成一个完备格，我们已经知道 j(a) 的秩小于等于 n，下面只需要说明 j(a)

的体积大于 0，则自然成为一个完备格.

vol(j(a)) = | det(xij)|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1(α1) · · · σr1(α1) Re(σr1+1(α1)) · · · Re(σr1+r2(α1)) Im(σr1+1(α1)) · · · Im(σr1+r2(α1))

σ1(α2) · · · σr1(α2) Re(σr1+1(α2)) · · · Re(σr1+r2(α2)) Im(σr1+1(α2)) · · · Im(σr1+r2(α2))
...

...
...

...
...

...

σ1(αn) · · · σr1(αn) Re(σr1+1(αn)) · · · Re(σr1+r2(αn)) Im(σr1+1(αn)) · · · Im(σr1+r2(αn))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1(α1) · · · σr1(α1) σr1+1(α1) · · · σr1+r2(α1) Im(σr1+1(α1)) · · · Im(σr1+r2(α1))

σ1(α2) · · · σr1(α2) σr1+1(α2) · · · σr1+r2(α2) Im(σr1+1(α2)) · · · Im(σr1+r2(α2))
...

...
...

...
...

...

σ1(αn) · · · σr1(αn) σr1+1(αn) · · · σr1+r2(αn) Im(σr1+1(αn)) · · · Im(σr1+r2(αn))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2−r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1(α1) · · · σr1(α1) σr1+1(α1) · · · σr1+r2(α1) −2i Im(σr1+1(α1)) · · · −2i Im(σr1+r2(α1))

σ1(α2) · · · σr1(α2) σr1+1(α2) · · · σr1+r2(α2) −2i Im(σr1+1(α2)) · · · −2i Im(σr1+r2(α2))
...

...
...

...
...

...

σ1(αn) · · · σr1(αn) σr1+1(αn) · · · σr1+r2(αn) −2i Im(σr1+1(αn)) · · · −2i Im(σr1+r2(αn))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2−r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1(α1) · · · σr1(α1) σr1+1(α1) · · · σr1+r2(α1) σr1+1(α1) · · · σr1+r2(α1)

σ1(α2) · · · σr1(α2) σr1+1(α2) · · · σr1+r2(α2) σr1+1(α2) · · · σr1+r2(α2)
...

...
...

...
...

...

σ1(αn) · · · σr1(αn) σr1+1(αn) · · · σr1+r2(αn) σr1+1(αn) · · · σr1+r2(αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
所以我们知道

V (j(a)) = 2−r2 | det(σj(αi))|
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设 β1, · · · , βn 是 OK 的一组整基，使得 a = Z(d1β1)⊕ · · · ⊕ Z(dnβn)，由于都是 a 的基，我们知道

| det(σj(αi))| = | det(σj(diβi))|

注意到若定义 Na = [OK : a] 为 a 的范数，则

Na = [OK : a] = |d1d2 · · · dn| =
| det(σj(diβi))|
| det(σj(βi))|

=
| det(σj(αi))|√

|dK |

所以我们最终得到

vol(j(a)) = 2−r2Na
»
|dK |

右边显然不为零，所以体积大于零，于是是满秩的，所以 a 构成一个格.
Remark 3.2.1

理想的 norm 之所以称为 norm 的一部分原因是因为它和元素的 norm 是相容的，指

N(x) = NxOK = |NK/Q(x)|

理想的范数是积性的，即对于理想 a, b，有

Nab = NaNb

要看到这一点，我们只需要看到若理想

a = pν11 · · · pνrr

则中国剩余定理告诉我们

OK/a =
∏
OK/p

νi
i

再由于

Npν = [OK : pν ] = [OK : p][p : p2] · · · [pν−1 : pν ] = (Np)ν

于是发现

N(a) =
∏

N(pν)

此外可见

Na =
d(a)

d(OK)

为判别式除掉域判别式，也就是相对整数环有多稀疏.

引理 3.2.1

存在只跟域 K 相关的常数 M，使得对于任何分式理想 a，都存在 x ∈ a−1 − {0}，使得

N(xa) ≤M

证明: 设 a 是分式理想，考虑 a−1 在映射

K → KR = Rr1 × Cr2 , x 7→ (σ1(x), · · · , σr1(x), σr1+1(x), · · · , σr1+r2(x))
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下的像，构成 KR 中的格，任取 KR 中一个关于原点对称的紧凸集 S，设 M0 是 KR 上函数

|x1 · · ·xr1x2r1+1 · · ·x2r1+r2
|

在 S 上的最大值，取

λ = 2

Å
vol(j(a−1))

m(S)

ã 1
n

所以我们有

m(λS) = 2n vol(j(a−1))

于是由 Minkowski 定理我们知道存在 j(x) ∈ λS ∩ j(a−1)，于是我们知道

N(xa) = |NK/Q(x)|Na =

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

σi(x)

∣∣∣∣∣Na

≤ max
x∈λS
|x1 · · ·xr1x2r1+1 · · ·x2r1+r2

|Na

= λnM0Na = 2n
vol(j(a−1))

m(S)
M0Na

= 2n
2−r2Na−1

√
|dK |

m(S)
M0Na

= 2r1+r2M0

»
|dK |m(S)−1

等式最右边只与 K 相关，命题成立.

事实上，我们还可以取出一些很好的 S 让这个界更好，我们可以取

S = {(x1, · · · , xr1+r2) ∈ KR | |x1|+ · · · |xr1|+ 2(|xr1+1|+ · · ·+ |xr1+r2|) ≤ 1}

在这个条件下，上面证明过程中取的 M0 为 n−n，用一步均值就可以看出来. 此时我们知道上界 M

可以取为 Å
4

π

ãr2 n!
nn

»
|dK |

此即我们常说的 Minkowski bound. 是计算理想类群的常用手段.

引理 3.2.2: 关键引理

给定 M > 0，只有有限多个理想 a 满足 Na ≤M .

证明: 只需要证明只有有限多个素理想满足即可，而我们注意到对于素理想 p，考虑 p ∩ Z = (p)，

我们知道 OK/p 是 Z/pZ 的有限维线性空间，于是

Np = [OK : p] = pn

并且满足 q ∩ Z = (p) 的素理想 q 只有有限个，这是因为

q ⊃ pOK
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也就是说 q | pOK，而 pOK 存在唯一素理想分解，所以只有有限个 q 的范数是 p 的幂，再结合素

数的递增和整数的离散性，我们知道最多有有限个素理想的范数小于等于 M .

令 hK = |Cl(K)| = |IK/PK | 为 K 的理想类群的类数.

定理 3.2.2: 理想类群类数有限

K 是数域，则 hk < +∞.

证明: 有了前面的讨论，证明无非是文字游戏：设 Minkowski bound 为 M，由于满足 norm 小

于等于 M 的整理想是有限的，并且任何一个分式理想 a 都可以乘上一个元素 x ∈ a−1 − {0} 使得
N(xa) ≤M，注意 xa是整理想，所以每一个理想类都会对应某一个满足范数小于M 的整理想，并

且不同的理想类不可能对应同一个整理想，由后者的有限性我们知道理想类是有限的.

3.3 Dirichlet 单位定理

Minkowski 空间也有对应的乘法理论，设 τ 跑遍所有嵌入 τ : K → C. 定义

K×C :=
∏
τ

C×.

由所有嵌入组成的映射

j : K× → K×C =
∏
τ

C×, a 7→ (τ(a))τ

是一个群同态. 事实上，对任意 a, b ∈ K×，

j(ab) = (τ(ab))τ = (τ(a)τ(b))τ = j(a)j(b).

这就是加法映射

j : K →
∏
τ

C

的乘法版本. 在乘法群 K×C 上定义同态

N : K×C → C×, (zτ )τ 7→
∏
τ

zτ .

这是一个群同态，因为

N((zτ )τ (wτ )τ ) =
∏
τ

(zτwτ ) =

(∏
τ

zτ

)(∏
τ

wτ

)

复合映射

K×
j−→ K×C

N−→ C×
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恰好给出通常的域范数

NK|Q : K× → Q×

也就是说，对任意 a ∈ K×，
NK|Q(a) = N(j(a)) =

∏
τ

τ(a)

因此，域范数可以理解为所有嵌入值的乘积，这与加法版本中的迹公式完全平行：

TrK|Q(a) =
∑
τ

τ(a)

为了得到格论结构，需要从乘法群过渡到加法群. 定义

ℓ : C× → R, z 7→ log |z|

这是一个群同态，其中 C× 取乘法结构，R 取加法结构. 因为

ℓ(z1z2) = log |z1z2| = log |z1|+ log |z2| = ℓ(z1) + ℓ(z2)

由此得到逐坐标定义的同态

ℓ : K×C →
∏
τ

R, (zτ )τ 7→ (log |zτ |)τ

这也是一个群同态，因为每个坐标上都是群同态，于是得到复合映射

K×
j−→ K×C

ℓ−→
∏
τ

R

即

a 7→ (log |τ(a)|)τ

对任意 (zτ )τ ∈ K×C，有

Tr(ℓ((zτ )τ )) =
∑
τ

log |zτ | = log

∣∣∣∣∣∏
τ

zτ

∣∣∣∣∣ = ℓ(N((zτ )τ ))

因此

Tr ◦ℓ = ℓ ◦N

作用到 a ∈ K× 上便得到 ∑
τ

log |τ(a)| = log |NK|Q(a)|

这是最重要的公式之一. 上述关系可以用交换图表表示为

K× K×C
∏
τ

R

Q× C× R

j

NK|Q

ℓ

N
Tr

ℓ

其中下方 Q× ↪→ C× 是自然包含. 回忆 F 为复共轭，作用在整个图表的各个对象上：
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• 在 K× 上作用平凡；

• 在 K×C =
∏
τ

C× 上，定义同前：

(Fz)τ = zτ

• 在
∏
τ

R 上，因实数取共轭不变，所以只作用在指标上：

(Fx)τ = xτ

这些映射都与 F 相容，即有

F ◦ j = j, F ◦ ℓ = ℓ ◦ F, N ◦ F = F ◦N, Tr ◦F = Tr

因此整个图表是 G(C|R)-等变的. 对上述图表处处取 F -不动点，得到新的图表. 记

K×R := (K×C )
F

上标 F 表示不动点，同时记 [∏
τ

R

]+
为
∏
τ

R 在指标交换作用下的不动点部分. 于是得到交换图表

K× K×R

[∏
τ

R

]+

Q× R× R

j

NK|Q

ℓ

N
Tr

ℓ

设 K 的 signature 为 (r, s)，即有 r 个实嵌入

ρ1, . . . , ρr : K → R

有 s 对复共轭嵌入

σ1, σ1, . . . , σs, σs : K → C

因此

[K : Q] = r + 2s

考虑按实嵌入与复嵌入对分组，可写为∏
τ

R =
∏
ρ

R×
∏
σ

(R× R)

其中每个 σ 表示一对共轭嵌入 (σ, σ). 复共轭作用 F 在每个 R× R 因子上交换两个坐标：

F (x, y) = (y, x)
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因此不动点条件就是

(x, y) = (y, x)

即

x = y

所以 [∏
τ

R

]+
=
∏
ρ

R×
∏
σ

{(x, x) : x ∈ R}

每个复嵌入对只贡献一个实参数，因此这个空间的维数是 r+ s. 将每个因子 {(x, x) : x ∈ R}用映射

(x, x) 7→ 2x

识别为 R，便得到一个同构 [∏
τ

R

]+
∼= Rr+s

乘 2 是为了保持 tr 映射在这个同构下的值不会改变.

Tr(x1, . . . , xr+s) = x1 + · · ·+ xr+s.

在上述同构 [∏
τ

R

]+
∼= Rr+s

下，对数映射

ℓ : K×R → Rr+s

可具体写为

ℓ(x) =
(
log |xρ1 |, . . . , log |xρr |, log |xσ1|2, . . . , log |xσs|2

)
其中

x = (xτ ) ∈ K×R ⊆
∏
τ

C×

若 a ∈ K×，则
j(a) = (τ(a))τ ∈ K×R

于是对数嵌入可写成

a 7−→
(
log |ρ1(a)|, . . . , log |ρr(a)|, log |σ1(a)|2, . . . , log |σs(a)|2

)
故对任意 a ∈ K×，有

Tr(ℓ(j(a))) = log |NK|Q(a)|.

现在若 u ∈ O×K 是代数整数环的单位，则

u ∈ O×K ⇐⇒ NK|Q(u) ∈ {±1}
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因此等价于

log |NK|Q(u)| = 0

于是单位的对数像满足
r∑

i=1

log |ρi(u)|+
s∑

j=1

log |σj(u)|2 = 0

也就是说，单位群的像落在超平面

H =
{
(x1, . . . , xr+s) ∈ Rr+s

∣∣ x1 + · · ·+ xr+s = 0
}

这个超平面的维数是 r+ s− 1. 我们记 µ(K) 为 K 中的单位根群，它是 O×K 的一个有限子群，我们
通过一些努力可以知道：

定理 3.3.1: Dirichlet 单位定理

K 是数域，r 是实嵌入个数，s 为复嵌入对数，则

O×K = µ(K)× Zr+s−1

其道理在于我们可以通过上述的方式将 O×K 嵌入 H，我们记这个嵌入为 λ，于是只需要证明

Γ = λ(O×K) 是 H 的一个完备格，我们先断言

1→ µ(K)→ O×K
λ→ Γ→ 0

是正合的. 其道理在于 j(Kerλ) 在 KR 中是有界的，而 j(OK) 是格，可见 j(Kerλ) 是有限子群，而

K× 的有限子群只能是单位根群的子群，从而容易得到.
Remark 3.3.1

由上面过程立刻得到如果元素 u ∈ OK 对所有嵌入 σ 都有 |σ(u)| = 1，则 u ∈ µ(K).

我们在证明过程中还需要用到引理：

引理 3.3.1: 定范数元素有限

固定一个整数 a ∈ Z，则在 OK 中满足 |NK/Q(α)| = a 的元素，在模去单位元的相伴关系之后

只有有限多个.

证明: 考虑理想 aOK，商环 OK/aOK 是有限集，所以只有有限多个陪集，而在每个陪集中，至多

只能有一个元素(在相伴意义下)能具有范数 ±a，反之若存在 α, β 在同一个陪集中都满足 |N(α)| =
|N(β)| = a，则

β = α + aγ, γ ∈ OK

注意到 α, β 整除 a(考虑 a = N(α) =
∏
σ

σ(α))

α

β
= 1− a

β
γ ∈ OK
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同理 β/α ∈ OK，故 α/β ∈ O×K，所以相伴.

后面的步骤大概是先把单位群通过对数嵌入 λ : O×K → H 送到迹为零的超平面 H 中，把乘法问

题转化为加法问题；其核正好是单位根群 µ(K)，所以单位群除去扭部分后就等同于像 Γ = λ(O×K).
接着证明 Γ 在 H 中既离散又铺满整个空间，也就是一个完全格：离散性来自整数环在 Minkowski

空间中本身是格，而铺满性则借助 Minkowski 定理和“给定范数模单位只有有限多个元素”这一有

限性结论，构造出一个有界基本区域，其单位平移覆盖整个范数一曲面，从而对数化后得到 Γ 的平

移覆盖整个 H. 因此 Γ ∼= Zr+s−1，最终推出狄利克雷单位定理

O×K ∼= µ(K)× Zr+s−1

我们可以考虑其基本单位 ε1, · · · , εr+s−1，使得它们生成 O×K 的自由部分，记 t = r + s − 1. 在

对数嵌入之下，单位群的像落在超平面

H = {(x1, . . . , xr+s) ∈ Rr+s : x1 + · · ·+ xr+s = 0}

向量

λ(ε1), . . . , λ(εt) ∈ H

张成该格的一个基本网格，其 t 维体积可用来度量这个单位格的大小. 为了计算这个体积，引入向

量

λ0 =
1√
r + s

(1, . . . , 1) ∈ Rr+s

由于 λ0 与 H 正交且范数为 1，所以由 λ(ε1), . . . , λ(εt) 在 H 中张成的 t 维体积，恰好等于由

λ0, λ(ε1), . . . , λ(εt)

在 Rr+s 中张成的 (t + 1) 维平行多面体体积. 因此这个体积可以写成相应行列式的绝对值. 将这些

向量按列排成矩阵之后，对矩阵作初等行变换：把所有行加到某一个固定行上. 由于每一列 λ(εj)

的分量和都等于零，这样变换以后，在该固定行中，除第一列对应的 λ0 之外，其余各项都变为零，

而第一列的该项变为
√
r + s

于是整个行列式按该行展开，得到单位格基本平行多面体的体积等于
√
r + s 乘上由矩阵Ü

λ1(ε1) · · · λ1(εt)
...

...

λr+s(ε1) · · · λr+s(εt)

ê
的任意一个秩为 t 的子式所给出的行列式绝对值. 记这个绝对值为 R，则有

vol
(
λ(O×K)

)
=
√
r + s ·R

这里的 R 称为数域 K 的regulator. 之所以可以取上述矩阵的任意一个秩为 t 的子式，是因为所有

列向量都落在超平面 H 中，从而各行之间满足一个线性关系，即所有行的和为零，所以删去任意

一行所得到的 t × t 子矩阵，其行列式仅差一个符号，因而绝对值相同. 于是 R 的定义与所删去的

那一行无关. 这个结果说明，Dirichlet 单位定理不仅给出单位群的结构，还赋予了其中自由部分一

个自然的欧几里得几何不变量.
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3.4 Dedekind 整环的扩张

考虑数域 K，我们想要研究 OK 的素理想，注意到对任意素理想 p ∈ SpecOK，我们取一个非

零元素 a 出来，知道

0 ̸= NK/Q(a) =
∏
σ

σ(a) ∈ OK ∩ Z

所以知道 OK ∩ Z 是一个素理想 (p)，所以我们想问一个素数 p 在 OK 中将如何表示为不同素理想

的乘积？我们将从更一般的情况来讨论，从任意 Dedekind 整环 O 开始，考虑在其分式域的有限扩
张的整闭包 O.

命题 3.4.1

令 O 为 Dedekind 整环，其分式域为 K，L/K 是有限扩张，O 为 O 在 L 中的整闭包，则

O 仍然是 Dedekind 整环.

虽然对不可分的情况也是成立的，但是该命题在可分扩张的时候比较容易证明，因为此时迹非

退化，从而可以使用判别式来证明 Noether 性，而我们所关心的问题一般也是可分的.

我们可以说明对于 p ∈ O，总是有
pO ̸= O

这是因为可选择 π ∈ p− p2，从而可见

πO = pa

其中 p ∤ a，从而 p+ a = O. 令 1 = b+ s，其中 b ∈ p, s ∈ a，我们知道 s /∈ p，否则 p = O，而

sp ⊂ pa = πO

从而若 pO = O，则

sO = spP ⊂ πP

于是 s = πx，其中 x ∈ O，而可见 x = s/π ∈ K，故 x ∈ O ∩K = O，从而 s ∈ p 矛盾. 从而我们

知道 p 在 O 中会分裂成素理想的乘积

pO = Pe1
1 · · ·Per

r

我们称那些 Pi | p 的素理想 lie over p，而素理想 lie over p 当且仅当

P ∩ O = p

简单记为 P | p，称其指数
ei =: e(Pi|p)

为分歧指数，称其剩余域的扩张次数

fi = [O/Pi : O/p] =: f(Pi|p)
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为惯性次数(inertia degree)，我们要声明分歧指数和惯性次数具有塔性质，即如果 L/T/K 是域

的扩张，P|p|p 是素理想的整除，则我们有

e(P|p) = e(P|p) · e(p|p), f(P|p) = f(P|p) · f(p|p)

命题 3.4.2: 基本恒等式

令 L|K 为可分扩张，则我们有
r∑

i=1

eifi = n

现在如果给定一个可分扩张 L|K，则存在本原元 θ ∈ O使得其极小多项式 p(X) ∈ O[X]，此时

我们有 L = K(θ). 利用这个我们可以计算素理想是如何分裂的. 我们称被 O[θ] 包含的 O 的最大理

想 f 为导子(conductor)，换言之

f = {α ∈ O | αO ⊂ O[θ]}

再换言之

f = AnnO[θ](O/O[θ])

定理 3.4.1: 素理想的分解

令 p 为 O 的素理想，并且 p 与 f 互素，则在 (O/p)[X] 中我们有首一不可约分解

p(X) = p1(X)e1 · · · pr(X)er mod p

则令

Pi = (p, pi(θ))

有 Pi 均为素理想并且

p = Pe1
1 · · ·Per

r

并且满足 f(Pi|p) = deg pi(X).

这里要求与导子互素本质上是为了

O/pO = O[θ]/pO[θ]

与导子互素一般不太容易检查，我们可以考虑 m = #O/O[θ]，会注意到 mO ⊂ O[θ]，故 m ∈ f，所

以只需要 p与mO互素就可以得到和导子互素，所以在实践中我们往往首先检查 p是否与#O/O[θ]
互素. 我们称 p 在 L 中完全分裂，若

p = P1 ·Pn

即所有 e(Pi|p) = f(Pi|p) = 1，而 r = [L : K] = n. 称分解中

p =
r∏

i=1

Pei
i
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的某个满足 ei = 1，并且 O/Pi|O/p 是可分扩张的素理想 Pi 为非分歧，反之称为分歧，若额外还

有 fi = 1，则称为完全分歧. r 也有时称为分裂次数.

实际上，分歧的素理想是比较少的，我们叙述下面的简单情况：

定理 3.4.2: Dedekind判别式定理

L|K 是数域的扩张，d(K) 为 L|K 的判别式，则 p ∈ SpecOK 在 L 中分歧当且仅当 p | d(K).

从而可见只有有限多个素理想是分歧的，绝大部分的素理想都是非分歧的情况.

3.5 Hilbert 分歧理论

本章中考虑 L/K 是 Galois 扩张的情况，我们会发现 G = Gal(L/K) 中的元素 σ 会作用在 OL

上，特别地，对于 p ∈ SpecOK，P 是 p 上的素理想，注意到

σP ∩ OK = σ(P ∩ OK) = p

所以 σP 也是 p 上的素理想，称为 P 的共轭. 可以证明 G 在 {P ∈ SpecOL : P ∩ OK = p} 上的作
用是传递的.

命题 3.5.1

G = Gal(L/K) 在 {P ∈ SpecOL : P ∩ OK = p} 上的作用是传递的.

于是我们可以给出定义：

定义 3.5.1: 分解群与分解域

若 P 是 OL 的素理想，则子群

GP := {σ ∈ G : σP = P}

称为 P 在 K 上的分分分解解解群群群，其不变子域

ZP := LGP

称为 P 在 K 上的分分分解解解域域域.

不难注意到 GσP = σGPσ
−1. 这与 Galois 理论是一样的，毕竟我们会注意到

GP = Gal(L/ZP)

在 Galois 扩张的情况下，设 f1, · · · , fr 与 e1, · · · , er 分别为素理想分解

p = Pe1
r · · ·Per

r
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的惯性度与分歧指数，我们可以说明 f1 = · · · = fr，e1 = · · · = er，这是因为

p = σ(p) =
r∏

i=1

(σPi)
ei

注意到作用可递与素理想的唯一分解，立刻得到分歧指数的相等，再注意到

OL/P ∼= OL/σP, [a] 7→ [σa]

所以 [OL/P : OK/p] = [OL/σP : OK/p]，故惯性度也是都相等的. 所以这是对于 p 在域扩张 L/K

上的一个不变量.

现在我们可以令 PZ = P ∩ ZP，于是我们有素理想的整除链 P | PZ | p，利用域扩张的塔性质
我们可以证明：

命题 3.5.2

L/K 为 Galois 扩张，p 在其上的分歧指数为 e，惯性次数为 f，我们有

(1) PZ 在 L 中惰性，即 P 是唯一 over PZ 的素理想.

(2) P 在 ZP 上的分歧指数为 e，惯性次数为 f .

(3) PZ 在 K 上的分歧指数和惯性度都是 1.

从证明中可见 #GP = [L : ZP] = ef . 由于对 σ ∈ GP，有 σOL = OL 并且 σP = P，于是诱导

了自同构

σ : OL/P→ OL/P, [a] 7→ [σa]

我们将素理想 P 的剩余域记为 κ(P)，同理 κ(p) = OK/p. 记号同上，我们可以证明 κ(P)/κ(p) 是

正规扩张，并且可以得到一个满射

GP → Gal(κ(P)/κ(p))

从而可以得到如下定义：

定义 3.5.2: 惯性群

定义 P 在 K 上的惯惯惯性性性群群群为

IP := Ker (GP → Gal(κ(P)/κ(p)))

定义其不变子域

TP := LIP

为 P 在 K 上的惯惯惯性性性域域域.

显然可见 Gal(L/TP) = IP，我们自然有正合列

1 −→ IP −→ GP −→ Gal(κ(P)/κ(p)) −→ 1
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所以 IP 是 GP 的正规子群，Galois理论告诉我们 TP/ZP 是正规扩张(由 L/ZP 可分还知道是 Galois

扩张)，于是我们有

Gal(κ(P)/κ(p)) =
GP

IP
=

Gal(L/ZP)

Gal(L/TP)
= Gal(TP/ZP)

若额外 κ(P)/κ(p)是可分扩张，结合前面已经说过是正规扩张，则自然是 Galois扩张，所以我们有

(GP : IP) = [TP : ZP] = |Gal(TP/ZP)| = |Gal(κ(P)/κ(p))| = [κ(P) : κ(p)] = f

所以可见

[L : TP] = #Gal(L/TP) = #IP = #
|GP|
f

= e

我们也可以考虑 PT = P ∩ TP，有如下结论：

命题 3.5.3

记号承上，若 κ(P)/κ(p) 是可分扩张，则

(1) P 在 PT 上的分歧指数为 e，惯性度为 1.

(2) PT 在 PZ 上的分歧指数为 1，惯性度为 f .

道理在于考虑 Galois 扩张 L/TP，对于这个扩张而言，P 的分解群 G
L/TP

P 为那些保持 P 不动

的 Gal(L/TP) = IP ⊂ GP 中的元素，那由于全部都落在 GP 中，所以

G
L/TP

P = IP

而 P 的惯性群 I
L/TP

P 为那些使得

a ≡ σ(a) mod P

的 σ ∈ GL/TP

P = IP，而这由 IP 的定义也是自然全部满足的，故

I
L/TP

P = IP

所以会存在正合列

1 −→ I
L/TP

P −→ G
L/TP

P −→ Gal(κ(P)/κ(PT )) −→ 1

告诉我们

Gal(κ(P)/κ(PT )) =
G

L/TP

P

I
L/TP

P

=
IP
IP

= 1

所以 κ(P) = κ(PT )，于是可见

f(P|PT ) = 1

而由于 P 是 PZ 上唯一的素理想，同理也是 PT 上唯一的素理想，所以基本等式告诉我们

e = [L : TP] = e(P|PT )f(P|PT )
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故

e(P|PT ) = e

再利用扩张的塔性质，立刻有

e = e(P|PZ) = e(P|PT )e(PT |PZ), f = f(P|PZ) = f(P|PT )e(PT |PZ)

立刻得到

e(PT |PZ) = 1, f(PT |PZ) = f

于是我们可见整个分歧过程被完美的刻画.

L P PT = Pe {1}

TP PT [κ(PT ) : κ(PZ)] = f IP

ZP PZ p =
r∏

i=1

(Pi)Z GP

K p Gal(L/K)

ramify ee 1

inertia f1 f

split r1 1

其中 K → ZP 只蕴含了分裂出的不同素理想的信息，没有蕴含分歧与惯性指数的信息，而 ZP →
TP 蕴含了惯性指数的信息，TP → L 蕴含了分歧指数的信息，通过这些分解我们将 P | p 的过程完
全分成了 P | PT | PZ | p，分别蕴含了分歧，惯性，分裂的信息.

对于非分歧的素数 P over p，在 Galois 扩张中我们知道 e = 1，从而可见 IP = {1}. 此时有群
同构

GP
∼= Gal(κ(P)|κ(p))

而后者为有限域的 Galois 群，从而是循环群，由 Frobenius 元生成，记 N = NK/Q(p)，生成元表示

为 Å
L|K
P

ã
: κ(P)→ κ(P), a 7→ aN mod P

这是一个 f = f(P|p) 阶元，故这种情况下 GP 是一个 f 阶循环群. 关于这个记号，有如下引理：
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引理 3.5.1: Frobenius 自同构的性质

设 L/K 为数域的 Galois 扩张，P | p，并且 e(P|p) = 1，则

(1) ∀σ ∈ Gal(L|K)，都有

Å
L|K
σ(P)

ã
= σ

Å
L|K
P

ã
α−1.

(2) 若 E 是 L|K 的中间域，令 P ∩ E = PE，则 e(P|PE) = 1，并且Å
L|E
P

ã
=

Å
L|K
P

ãf(PE |p)

(3) 如果 E|K 也是 Galois 扩张，则 e(PE|p) = 1，并且Å
E|K
PE

ã
=

Å
L|K
P

ã∣∣∣∣
E

证明都是直白的，作为应用，我们可以得到：

命题 3.5.4: 完全分裂与非分歧被合成保持

E1/K 与 E2/K 都是 Galois 扩张，令 L = E1E2，则

(1) L/K 也是 Galois 扩张，并且 Gal(L|K) 同构于 Gal(E1|K)×Gal(E2|K) 的一个子群.

(2) K 中素理想 p 在 L 中不分歧 ⇐⇒ p 在 E1 与 E2 中均不分歧.

(3) p 在 L 中完全分裂 ⇐⇒ p 在 E1 与 E2 中均完全分裂.

证明: (1) 是显然的，我们记嵌入映射为

φ : Gal(L|K)→ Gal(E1|K)×Gal(E2|K)

我们看 (2)，设 P | p 为 L 的素理想，领 Pi = P ∩ OEi
，若 σ ∈ DP，则

σ(Pi) = σ(P ∩ OEi
) = P ∩ OEi

= Pi

这说明 σ|Ei
∈ DPi

，于是可见 φ(DP) ⊆ DP1 ×DP2 . 从而对 σ ∈ IP，我们知道对任意的 x ∈ OL，都

有

σ(x)− x ∈ P

从而对任意的 x ∈ OEi
，有

σ|Ei
(x)− x ∈ P ∩ OEi

= Pi

可见 φ(IP) ⊂ IP1 × IP2 . 从而我们能看到 p 在 Ei 中非分歧 ⇐⇒ IP1 = IP2 = {1} =⇒ IP = {1}
=⇒ p 在 L 中非分歧. 反之如果 p 在 L 中非分歧，显然可见在子域里非分歧.

(3) 从上面的引理我们知道

φ

ÅÅ
L|K
P

ãã
=

ÇÅ
L|K
P

ã∣∣∣∣
E1

,

Å
L|K
P

ã∣∣∣∣
E2

å
=

ÅÅ
E1|K
P1

ã
,

Å
E2|K
P2

ãã
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从而 p 在 L 中完全分裂 ⇐⇒ e(P|p) = f(P|p) = 1 ⇐⇒
Å
L|K
P

ã
= 1 ⇐⇒

Å
E1|K
P1

ã
=

1,

Å
E2|K
P2

ã
= 1 ⇐⇒ p 在 E1 与 E2 中完全分裂. 因为生成元为 1 意味着群平凡，从而剩余域也是

平凡扩张.

定理 3.5.1: 分解域与惯性域的最大性质

设 L/K 是数域的 Abel 扩张，p 是 OK 的素理想，P | p 为 L 中的素理想，ZP 与 TP 为分解

域与惯性域，则 ZP 为使得 p 完全分裂的最大中间域，TP 为使得 p 非分歧的最大中间域.(在

Abel 扩张的情况下不同 P 对应的分解群和惯性群是一样的，因为群是交换群.)

证明: 由于 L/K 是 Abel 扩张，从而可见 TP 与 ZP 为 K 的 Galois 扩张. 考虑子域 M 使得 p 在

其上完全分裂，令 L′ =MZP

L

L′

M ZP

K

我们知道
[ZP : K] = p 在 ZP 上的分裂次数

= p 在 L 上的分裂次数

≥ p 在 L′ 上的分裂次数

由前面的命题我们知道完全分裂是可以合成的，从而 p 在 L′ 中也完全分裂，从而我们知道

p 在 L′ 上的分裂次数 = [L′ : K] ≥ [ZP : K]

可见 L′ = ZP 即 M ⊂ ZP. 故分解域是最大的使得 p 完全分裂的中间域. 同理若 M 使得 p 非分歧，

则考虑 L′ =MTP

L

L′

M TP

K

我们有所有分歧指数都是 1，从而

[L′ : K] = f(P ∩ OL′ |p)r(P ∩ OL′ |p) ≤ f(P|p)r(P|p) = [TP : K]
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其中 r(−) 表示分裂次数，故而同理得证.

最后，对于非 Abel扩张也有类似的理论，我们浅尝辄止：令 L/K 为任意的可分扩张，可以嵌

入进一个 K 的 Galois 扩张 N/L/K，令 G = Gal(N/K)，H = Gal(N/L)，令 p 为 K 的素理想，

Pp 为 L 中 over p 的素理想的集合，若 P 为 N 中 over p 的素理想，则

H\G/GP → Pp, HσGP 7→ σP ∩ L

给出了一个良定义的双射.

3.6 初见 p-adic

p-进数滥觞于 Hensel 从函数论的角度对数论的研究，旨在对整数模拟函数的 Taylor 乃至 Lau-

rent 展开，首先我们可见任意的整数都可以展开成 p-进制的情况，如取 p = 3，我们有

17 = 2× 30 + 2× 31 + 1× 32

对这种情况进行模拟与推广，我们自然会有所谓 p-进整数的定义，即形式地定义

Zp := {a0 + a1p+ a2p
2 + · · · | 0 ≤ ai < p, i ∈ N}

若模拟 Laurent 级数允许有限的负指标，则自然得到了 p-进数

Qp := {a−mp−m + · · ·+ a−1p
−1 + a0 + a1p+ · · · | m ∈ N∗, 0 ≤ ai < p}

不难看出有自然的结构

Zp = lim←−Z/pnZ

p-进数的理论在解决丢番图方程时起到了重要的作用，比如随意考虑一个方程

F (X1, · · · , Xn) = 0

其中 F ∈ Z[X1, · · · , Xn]，直接解这个方程的整数解想必是不容易的，但是我们可以先考虑 mod p

情况下方程是否有解，如果在 mod p 的情况下都无解那整数情况更是无解. 若 mod p 有解，我

们会进一步考虑 mod p2 乃至更高次幂的情况下是否有解，我们会期盼是否像小数逼近一样可以

得到真正意义上的整数解.

命题 3.6.1

F (X1, · · · , Xn) 为整系数多项式，对固定的整数 p，则 F (X1, · · · , Xn) = 0 有 p-进整数解当且

仅当对任意的 ν ≥ 1，同余方程

F (X1, · · · , Xn) ≡ 0 mod pν

都有解.
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目前 Zp 与 Qp 还只是形式地定义出来，实际上我们可以给其赋予拓扑，拓扑是由其上绝对值生

成的，在 Q 上我们有通常的绝对值 | · |，将其记为 | · |∞，此外还有很多 p-进绝对值，即考虑

|x|p := p−νp(x)

容易验证这是一个绝对值，且满足强三角不等式

|a+ b|p ≤ max{|a|p, |b|p}

如用 Cauchy 列的方式定义收敛，我们可以发现 Qp 正是 Q 在 | · |p 下的完备化，而在这个意义下，
p-进整数

Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1}

为 Qp 中的单位圆盘，其单位

Z×p = {x ∈ Zp : |x|p = 1}

为单位圆周上的元素，从而我们可见

Q×p = Z× Z×p

并且 Zp 的非零理想都是主理想，形如 pnZp，并且有同构

Zp/p
nZp
∼= Z/pnZ

我们还有一个典范同构

Zp
∼= Z[[X]]/(X − p)

3.7 赋值与完备化

本节对上面的 p-进某某进行一般化，但是脑中需时刻保有 Qp 的例子，事实上一切命题都可以

从 Qp 情况理解，故证明反而是多余的. 本节中多技术性命题，以 Qp 的情况理解即可，无需花费时

间证明.

定义 3.7.1: 赋值

域 K 上的一个赋赋赋值值值为函数

| · | : K → R

满足 (1) 正定性：|x| ≥ 0，并且取等当且仅当 x = 0，(2) 乘性：|xy| = |x||y|，(3) 三角不等

式：存在 a > 0 使得 |x+ y|a ≤ |x|a + |y|a.

绝对值给出 K 上的度量从而可以诱导拓扑，我们乘两个赋值是等价的，如果他们诱导的拓扑

是相同的.
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命题 3.7.1

K 上的两个赋值 | · |1 与 | · |2 等价当且仅当存在实数 s > 0 使得

| · |1 = | · |s2

于是我们可见如果你想说明两个赋值不是等价的，只需要找到一个 x 使得

|x|1 < 1 and |x|2 ≥ 1

事实上我们可以看到在不同等价类里面的赋值具有某种独立性，逼近定理阐述了这一点

定理 3.7.1: 逼近定理

令 | · |1, · · · , | · |n 为互不等价的赋值，则任给 a1, · · · , an ∈ K，对任意的 ε > 0，存在 x ∈ K
使得

|x− ai|i ≤ ε,∀i = 1, 2, · · · , n

我们称赋值 | · | 是非阿基米德赋值，如果 {|n| : n ∈ N} 是有界的，反之则称为阿基米德赋值.

之前所见的 Q 上的 p-进赋值就是非阿基米德赋值，我们知道 p-进赋值是满足强三角不等式的，而

事实上强三角不等式也刻画了非阿基米德赋值：

命题 3.7.2: 非阿赋值

赋值 | · | 非阿当且仅当满足强三角不等式 |x+ y| ≤ max{|x|, |y|}.

强三角不等式下我们可以看到如果 |x| > |y|，则有

|x| = |x+ y − y| ≤ max{|x+ y|, |y|} ≤ |x|

从而可以看出

|x+ y| = |x|

于是在非阿赋值的情况下我们可以对 f(t) ∈ K[t] 定义绝对值，若

f = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n

定义

|f | = max{|a0|, · · · , |an|}

可见

|f + g| ≤ max{|f |, |g|}, |fg| = |f ||g|

我们可以如此将绝对值延拓到 K(t) 上为 ∣∣∣∣fg
∣∣∣∣ := |f ||g|
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现在我们可以对 Q 上的赋值进行一个刻画:

命题 3.7.3: Q 上赋值

设 | · | 是 Q 上赋值，则要么等价于某个素数 p 的 p-进赋值 | · |p，要么等价于无穷赋值 | · |∞.

令 | · | 为 K 上的一个赋值，我们可以定义

v(x) = − log |x|,∀x ̸= 0

并规定 v(0) =∞，于是我们得到一个函数

v : K → R ∪ {∞}

满足 (1) 正定性：v(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0，(2) 加性：v(xy) = v(x) + v(y)，(3) 强三角不等式：

v(x+ y) ≥| {v(x), v(y)}.
我们将 K 上满足如上性质的函数称为指数赋值，由赋值的情况可见两个指数赋值等价当且仅

当 v1 = sv2. 为了与指数赋值区分，我们将之前所定义的赋值称为乘法赋值或者绝对值. 于是在指

数赋值下我们可以考虑其赋值环.

命题 3.7.4: 赋值环

K 的子集

O = {x ∈ K | v(x) ≥ 0} = {x ∈ K : |x| ≤ 1}

为一个局部整闭整环，其单位为

O× = {x ∈ K | v(x) = 0} = {x ∈ K : |x| = 1}

其唯一的极大理想为

p = {x ∈ K | v(x) > 0} = {x ∈ K : |x| < 1}

赋值环的理论不再赘述，我们将 O/p 称为其剩余域，如果指数赋值 v 的值域是离散的，即

v(K×) = sZ, ∃s ∈ R+

则称其为离散赋值，称其为规范的，如果 s = 1，任何一个离散赋值都可以等价地规范化. 我们称满

足 v(π) = 1 的 O 中的元素为素元(prime element)或者是 uniformizer，从而对任意的 x ∈ K×，
都存在某个 u ∈ O× 与整数 m 使得

x = uπm

我们将离散赋值(不妨设为规范的)的赋值环，即那些指数赋值非负的元素构成的环 O，称为离
散赋值环，简称为 DVR，我们熟知 DVR 是 PID，并且是局部环，O 的所有理想被刻画为

p ⊃ p2 ⊃ · · · ⊃ pn ⊃ · · ·
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这构成了 0 处的一组邻域基，并且容易看见

pn = πnO, pn/pn+1 ∼= O/p = κ(p)

而对于乘法拓扑群 K× 在幺元 1 处的一组邻域基可以如下刻画

O× = U (0) ⊃ U (1) ⊃ U (2) ⊃ · · ·

其中若素元 π 使得 |πn| = q−n，则

U (n) = 1 + pn =

ß
x ∈ K× : |1− x| ≤ 1

qn−1

™
n ≥ 2 时称为高阶单位群，而 n = 1 时称为主单位. 类似于加法情况，我们有

O×/U (n) ∼= (O/pn)× , U (n)/U (n+1) ∼= O/p

将其想象成 Qp 的情况就非常容易记忆，因为我们很容易看出

(Zp)
×/(1 + pnZp) ∼= (Z/pnZ)×, pnZp/p

n+1Zp
∼= Zp/pZp

那既然赋值就有度量，那有度量就可以完备化，设 (K, v) 是一个赋值域，将其完备化记为 “K，
我们可以自然地将其 v 延拓到 “K 上，即

|a| := lim
n→∞

|an|, v̂(a) = − log |a|

若 v 还是非阿的，则我们可以说

v̂(a) := lim
n→∞

v(an)

这是最终常值的，原因在于若

|a− an| → 0 ⇐⇒ v̂(a− an)→∞

则当 n 充分大的时候，v̂(a− an) > v(an)，由强三角不等式可知

v(an) = v̂(an − a+ a) = min{ ˆan − a, v̂(a)} = v̂(a)

于是可见延拓之后的指数赋值的值域与之前相同，即 v̂(“K×) = v(K×)，可见离散赋值的延拓还是离

散赋值，从而 DVR 的结构得以保持.

阿基米德的赋值情况较为简单，我们有如下定理：

定理 3.7.2: Ostrowski

K 是一个阿基米德完备域，赋值为 | · |，则存在一个从 K 到 R 或者 C 的同构 σ 使得存在

s ∈ (0, 1] 满足

|a| = |σ(a)|s, ∀a ∈ K

后者是欧式空间的通常绝对值. 换言之，阿基米德完备域在同构意义下只有 R 和 C.
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既然阿基米德的情况已经了然于胸了，我们下面就专注于非阿的情况.

命题 3.7.5

O ⊂ K 与 “O ⊂ “K 为非阿赋值域及其完备化的赋值环，p 与 p̂ 为对应的极大理想，则我们有“O/p̂ ∼= O/p
若赋值还是离散的，则 “O/p̂n ∼= O/pn, ∀n ≥ 1

本质上和

Zp/pZp
∼= Z/pZ

一个道理.

命题 3.7.6

现在我们如果令 R ⊂ O 为 κ = O/p 的一个代表元系，使得 0 ∈ R，π ∈ O 为一个素元，可
以证明对任意的非零元素 x ∈ “K× 存在一个唯一的分解

x = πm(a0 + a1π + a2π
2 + · · · )

其中 ai ∈ R，a0 ̸= 0，m ∈ Z.

在 Qp 中对应的情况即

x = pm(a0 + a1p+ · · ·+)

因为这种情况下剩余域的代表元系即 {0, 1, · · · , p− 1}.
别忘记我们一直有拓扑结构，所以实际上我们有：

命题 3.7.7

O 是完备离散赋值域 K 的赋值环，则典范映射

O → lim←−
n

O/pn

是代数同构拓扑同胚，典范映射

O× → lim←−
n

O×/U (n)

也是代数同构拓扑同胚.

现在令 K 是一个完备的非阿赋值域，令 O 为其赋值环，极大理想为 p，剩余域为 κ = O/p.
我们称一个多项式 f(x) ∈ O[x] 是本原的，如果 f(x) ̸= 0 mod p，即

|f | = max{|a0|, · · · , |an|} = 1
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在解方程这一块，Hensel 引理扮演了一个极其重要的角色.

定理 3.7.3: Hensel’s Lemma

f(x) ∈ O[x] 为本原多项式，若

f(x) ≡ g(x) · h(x) mod p

其中 g(x), h(x) ∈ κ[x] 是互素的，则 f(x) 可以被分解为

f(x) = g(x)h(x)

其中 g, h ∈ O[x] 使得 deg(g) = deg(g) 并且

g(x) ≡ g(x) mod p, h(x) ≡ h(x) mod p

Remark 3.7.1

注意并没有 deg(h) = deg(h)，因为模 p 约化可能会使得 f 的次数降低，我们只能保证一个因

子的次数.

Hensel 引理允许我们把 Z/pZ 中的解提升为 Zp 解，我们给出初等数论里面学过的 Hensel 引理

版本:

推论 3.7.1: 根的提升版本Hensel引理

令 f(x) ∈ Z[x] ⊂ Zp[x]，若存在 a0 使得

f(a0) ≡ 0 | p, f ′(a0) ̸≡ 0 mod p

则 a0 可以提升为 p-进整数根，或者说可以逐步提升到模 pn 的根，对任意的 n 成立.

证明: 只需要看到

f(x) ≡ (x− a0)h(x) mod p

而由于 f ′(a0) ̸= 0，所以 h(a0) ̸= 0，故 x− a0 和 h(x) 在 (Z/pZ)[x] 中互素，从而由 Hensel 引理知

道可以提升到 Zp 中.

我们可以看到 xp−1− 1 在 Zp/pZp = Fp 中分裂，从而重复使用 Hensel 引理可以知道他在 Zp 上

也分裂，所以我们知道 Qp 中有所有的 p− 1 次单位根.
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推论 3.7.2

令 K 为非阿完备赋值域，则不可约多项式 f(x) = a0+a1x+ · · ·+anxn ∈ K[x] 使得 ana0 ̸= 0，

则有

|f | = max{|a0|, |an|}

特别地，an = 1 且 a0 ∈ O 能推出 f ∈ O[x].

这个推论告诉我们不可约多项式的绝对值由首项系数和常数项所决定，这大大简化了之前需要

每一项系数的公式.

证明: 我们对 f 乘上一个合适的 K 中元素，可以不妨设 f ∈ O[x] 并且 |f | = 1，令 ar 为第一个

使得 |ar| = 1 的系数，则我们有

f(x) ≡ xr(ar + ar+1x+ · · ·+ anx
n−r) mod p

若 max{|a0|, |an|} < 1，则 0 < r < n，这告诉我们 f(x) 在 (O/p)[x] 中可约，由 Hensel 引理知道 f

可约，矛盾.

由这个推论我们可以得到：

定理 3.7.4

令 K 为一个完备域，有赋值 | · |，则对于一个代数扩张 L|K，赋值可以唯一地延拓到 L 上.

当 [L : K] = n 为有限扩张时，延拓由下式给出

|α| = n

»
|NL/K(α)|, ∀α ∈ L

实际上 K 上的指数赋值也可以直接得到了，[L : K] = n 时，延拓 w 由下式给出

w(α) =
v(NL|K(α))

n

下面的命题告诉我们有限维赋范 K-线性空间在拓扑意义上就是 Kn.

命题 3.7.8

K 为完备赋值域，| · | 为赋值，V 是一个 n 维的赋范 K-线性空间，则对任意的基 v1, · · · , vn，
定义其极大范数

||x1v1 + · · ·+ xnvn|| = max{|x1|, · · · , |xn|}

与 V 上原本的范数等价，特别地，V 是完备的，并且同构

Kn → V, (x1, · · · , xn) 7→ x1v1 + · · ·+ xnvn

是一个同胚.
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3.8 局部域

当我们说一个域是整体域，那我们大概是指 Q 或者 Fp(t) 的有限扩张，他们的非阿赋值是离散

的并且有有限的剩余域. 当我们说局部域时，我们指一个带有离散赋值的完备域 K，并且其剩余域

是有限域. 对于局部域，若其上的规范指数赋值记为 vp，令 | · |p 表示其上的绝对值，则有

|x|p = q−vp(x)

其中 q = #κ，为剩余域的大小. 有时我们也把阿基米德局部域 R 与 C 称为局部域.

事实上，我们可以说明局部域来自于整体域的离散赋值完备化.

定理 3.8.1: 局部域的刻画

非阿基米德局部域就是 Qp 和 Fp((t)) 的有限扩张，阿基米德局部域只有 R 与 C.

下面提到局部域若不强调则默认非阿，局部域有很好的拓扑性质，允许在其上做一些分析：

命题 3.8.1

局部域是局部紧的，局部域的赋值环是紧的.

证明: 只需要考虑

O = lim←−O/p
n

后者是紧集(有限自然紧)直积的闭子集，从而是紧的，而 a+O 是任意点 a ∈ K 的一个紧邻域.

我们可以说明一个域 K，如果是局部紧的，并且非离散拓扑，那就同构于

R,C, K/Qp, L/Fp((t))

中的一个，其中 K/Qp 与 L/Fp((t)) 都是有限扩张，即非离散局部紧拓扑域一定同构于某一个局部

域(阿基米德或者非阿基米德). 大概理解为局部紧给我紧和有限性，非离散保证不是平凡拓扑，域

结构迫使拓扑来自绝对值，非阿局部紧进一步迫使赋值离散，剩余域有限.

可见特征 p 的局部域形如 Fq((t))，其中 q = pf . 特征 0 的局部域就是 Qp 的有限扩张，称为

p-进数域.

命题 3.8.2

局部域 K 的乘法群有分解

K× = (π)× µq−1 × U (1)

其中 π 是一个素元，q = #κ 为剩余域的大小，U (1) = 1 + p 为主单位群.

在心中持有例子

Q×p = (p)× {1, 2, · · · , p− 1} × (1 + pZp)
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立即可见此命题. 我们还可以在 K× 上定义全局对数如下：

命题 3.8.3: 对数

对 p-进数域 K，存在唯一的连续群同态

log : K× → K

使得 log p = 0，并且在主单位 1 + x ∈ U (1) 上由下式给出

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− ·

虽然对数是全局存在的，但是逆不一定，不过小范围内总是有的.

命题 3.8.4: 指数

令 K|Qp 为一个 p-进数域，赋值环为 O，极大理想为 p，令 pO = pe，则幂级数

exp(x) = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · , log(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− · · ·

在 n > e/(p− 1) 时给出了代数同构与拓扑同胚

pn U (n)
exp

log

下面我们要说明对局部域 K 而言，U (1) 可以自然地看成一个 Zp-模，其中 p = char(κ). 对

1 + x ∈ U (1) 与任意的 z ∈ Zp，我们注意到 U (1)/U (n+1) 的阶为 qn，其中 q = #O/p = pf，从而自

然成为一个 Z/qnZ 模.

U (1) = lim←−U
(1)/U (n+1), Zp = lim←−Z/qnZ

于是我们可以通过逆像极限来把 Z-模延拓到 Zp-模，对任意的 [m] ∈ Z/qnZ，可见任意的 a ∈
U (1)/U (n+1) 有

[m] · a := am

会发现这不依赖代表元的选取，因为 aq
n

= 1. 于是由于 U (1)/U (n+1) 是 Z/qnZ 模，所以逆向极限之
下有 U (1) 是 Zp 模，可以考虑为

uz = (u mod U (n+1))z mod qn

n ∈ lim←−U
(1)/U (n+1) ⊂

∏
U (1)/U (n+1)

而在这个意义下，函数

f(z) = (1 + x)z

是连续的，这是因为若 z 与 z′ 足够近，则对充分大的 n有 z ≡ z′ mod qnZp，则 (1+x)z ≡ (1+x)z
′

mod U (n+1)，于是可见连续，所以若 Z ∋ zn ≡ z mod qnZp，则有

(1 + x)z = lim
n→∞

(1 + x)zn
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由于局部域是局部紧的，其乘法群是的 0 的开子群，所以乘法群也是局部紧的拓扑群. 根据以

上讨论，我们可以刻画局部域的局部紧乘法子群 K×.

命题 3.8.5

令 K 为一个局部域，q = pf 为剩余域的元素个数，则

(1) 若 K 特征 0，则有代数同构拓扑同胚：

K× ∼= Z⊕ Z
(q − 1)Z

⊕ Z
paZ
⊕ Zd

p

其中 a ≥ 0，d = [K : Qp]

(2) 若 K 特征 p，则有代数同构拓扑同胚：

K× ∼= Z⊕ Z
(q − 1)Z

⊕ ZN
p

回忆我们在前面(命题 3.8.2)就已经说明

K× = (π)× µq−1 × U (1) ∼= Z⊕ Z
(q − 1)Z

⊕ U (1)

所以问题归结到讨论 U (1) 的结构. 对于特征 0 的情况而言，当 n 充分大的时候有

log : U (n) → pn = πnO ∼= O

为代数同构拓扑同胚，而 O 是秩 d = [K : Qp] 的自由 Zp 模，所以

U (n) ∼= Zd
p

而 (U (1) : U (n)) = pa 是有限的，从而由 PID 上有限生成模的结构定理知道

U (1) ∼=
Z
paZ
⊕ Zd

p

其中 Z/paZ 的部分表示 K 中的 p-幂次单位根群. 特征 p 的情况略去不表. 命题本质上在表明主单

位群的结构，对于特征 0 时，有如上结构，告诉我们是有限秩自由群，而对于特征 p 的情况，有

U (1) ∼= ZZ
p

为可数秩自由群.

推论 3.8.1

若自然数 n 在 K 上可逆，则有

(K× : (K×)n) = n(U : Un) =
n

|n|p
#µn(K)

其中 U 是单位群.
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证明: 注意到 K× = (π)× U，由上面命题看到

U ∼= µ(K)× Zd
p resp. U ∼= µ(K)× ZN

p

有正合列

1→ µn(K)→ µ(K)
n→ µ(K)→ µ(K)/µ(K)n → 1

可见

#µn(K) = #
µ(K)

µ(K)n

当 K 特征 0，可见

(U : Un) = #µn(K)#

Å
Zp

nZp

ãd
= #µn(K)pdvp(n) =

#µn(K)

|n|p

而特征 p 时，有

(U : U (n)) = #µn(K) = #µn(K)/|n|p

因为 (n, p) = 1，所以 |n|p = 1.

3.9 Henselian 域

很多关于完备非阿基米德赋值域的代数性质，其实并不真正依赖完备性，而只依赖于 Hensel引

理. 我们将要在本节说明 Hensel 性等价于赋值对任意代数扩张唯一延拓.

设 (K, v) 是一个非阿赋值域，“K 是其完备化，v̂ 是到 “K 的延拓，O 与 “O 分别为其赋值环，取
K 在 “K 中的可分闭包 Kv，记其赋值环为 Ov，极大理想为 pv，有包含关系

K ⊂ Kv ⊂ “K, O ⊂ Ov ⊂ “O
虽然 Kv 一般不完备，但是可以说明 Hensel 引理在其上成立，当 K 特征 0 的时候尤其容易说明，

大致原因在于

O/p = Ov/pv = “O/p̂
若 f ∈ Ov[x] ⊂ “O[x] 在剩余域(由于全部相等，故无需特指)上分裂为两个互素的因子乘积

f(x) = g(x)h(x)

由 Hensel 引理我们知道可以提升为 “O 上的分解
f(x) = g(x)h(x)

其中 g ≡ g mod p̂, h ≡ h mod p̂，并且 deg(g) = deg(g). 一旦把 g 的最高次数选在 O×v 中，结合 f

的系数都在 Ov 中，立刻可以推出 g, h 的所有系数都在 K 上代数，而 K 特征 0，可分闭包就是代

数闭包，从而所有系数都在 Kv 中，而系数都在 “O 中，结合
Kv ∩ “O = Ov
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立刻可见 Hensel 引理在 Ov 上成立. 于是我们可以说服自己非特征 0 的时候也成立.

我们称如上得到的赋值环 Kv 为域 K 相对赋值 v 的 henselization. 他保留了完备化重要的代

数性质，并且是 K 的代数扩张，不依赖拓扑意义上的完备化，这比完备化更适合处理赋值与代数

扩张的问题.

定义 3.9.1: Henselian Field

一个 Henselian 域域域是一个域附带其上的非阿基米德赋值，使得其赋值环满足 Hensel 引理.

我们有时也称其赋值环 henselian.

定理 3.9.1: Henselian 域允许赋值对代数扩张唯一延拓

设 K 是一个 henselian 域，带有赋值 | · |，则对代数扩张 L/K，存在唯一的到 L 上的赋值延

拓. 若 [L : K] = n 为有限扩张，则延拓由

|α| = n

»
|NL/K(α)|

给出. 对任意的代数扩张，延拓赋值的赋值环都是 K 的赋值环在 L 中的整闭包.

这表明 Hensel 性质已经足以替代完备性来控制代数扩张中的赋值结构，定理的逆命题也是正

确的，为了看到这一点，我们需要引牛顿折线法. 令 v 为 K 上的指数赋值，令

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ K[x]

满足 a0an ̸= 0. 对第 i 项考虑点 (i, v(ai)) ∈ R2，然后取这 n + 1 个点的下凸包，会得到一条折线，

称其为牛顿折线.

这样的折线由一系列线段组成，我们按顺序将其记为 S1, S2, · · ·，这些线段的斜率很显然是递增的，
我们有如下的结论：
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命题 3.9.1: 牛顿折线决定根的赋值结构

令 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ K[x] 满足 a0an ̸= 0，v 为 K 上的赋值，w 为 f 的分裂域

L 上的延拓赋值，若 (r, v(ar)) 到 (s, v(as)) 为某段牛顿折线，将其斜率记为 −m，则 f 恰有

s− r 个根 α1, · · · , αs−r 使得

w(α1) = · · · = w(αs−r) = m

证明是纯粹的初等数学，把根的赋值按赋值大小排列分组就可以立刻得到. 牛顿折线可以把多

项式分解成若干同赋值块，设牛顿的折线斜率为

−mr < · · · < −m1

则

f(x) = an

r∏
j=1

fj(x), fj(x) =
∏

w(αi)=mj

(x− αi)

因子 fj 对应着斜率为 −mj 的那一段牛顿折线.

命题 3.9.2

L 是 f 的分裂域，若赋值 v 允许唯一的赋值 w 延拓在 L 上，则分解

f(x) = an

r∏
j=1

fj(x)

是 K[x] 中的分解，即 fj(x) ∈ K[x].

道理很简单，本质上依赖延拓的唯一性，考虑 σ ∈ Gal(L|K)，若 w 是延拓，则 w ◦ σ 也是延
拓，所以可见对任意 x，都有

w(x) = w(σ(x))

于是如果 f 不可约，则牛顿折线只有一段，对不可约情况的次数归纳即可.

推论 3.9.1

令 f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ K[x] 不可约，满足 an ̸= 0，若赋值在分裂域中唯一延拓，

则有

|f | = max{|a0|, |an|}

证明: 由于下凸包只有一条线，所以所有系数的赋值都必然大于

| {v(a0), v(an)}

得证.
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我们之前利用 Hensel引理得到过类似的结论(推论 3.7.2)，并籍此证明了赋值的唯一延拓，现在

我们利用赋值唯一延拓的性质也得到了这个结论，从而可以说明赋值唯一延拓足以推出 Hensel 引

理，从而可以说明为 Henselian 域.

定理 3.9.2: Henselian 域与赋值的唯一延拓

非阿基米德赋值域 (K, | · |) 是 henselian 域当且仅当赋值可以唯一延拓到任意代数扩张上.

我们还可以把情况归结到首一多项式的情况.

命题 3.9.3

一个非阿基米德赋值域 (K, v) 是 henselian 域，如果任意的首一多项式 f(x) ∈ O[x] 在其剩余
域 κ = O/p 中分裂为互素的因子

f(x) ≡ g(x) · h(x) mod p

则 f(x) 可以被分解为

f(x) = g(x)h(x)

其中 g, h ∈ O[x] 为首一多项式使得

g(x) ≡ g(x) mod p, h(x) ≡ h(x) mod p

现在假设 K 是 henselian 域，有指数赋值 v，L/K 为 n 次代数扩张，则 v 可以唯一延拓到 L

上，由

w(α) =
v(NL/K(α))

n

给出，令 λ 为 L 的剩余域 OL/P，则我们有

v(K×) ⊂ w(L×), κ ⊂ λ

其分歧指数为：

e = e(w|v) :=
(
w(L×) : v(K×)

)
其惯性次数为：

f = f(w|v) := [λ : κ]

若 v 是离散赋值，则 w 自然也是，O, p, π 与 OL,P,Π 分别为 K 和 L 的赋值环，极大理想与素元，

则我们有

e = (w(Π)Z : v(π)Z)

因此可见 v(π) = ew(Π)，于是可见

π = εΠe,∃ε ∈ O×L
因此可见这与我们之前所定义的分歧指数是相容的，因为

pOL = Pe
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命题 3.9.4: 赋值域的基本等式

定义符号乘上，则有 [L : K] ≥ ef，并且当 v 是离散赋值且 L|K 是可分扩张时，有

[L : K] = ef

事实上，若 K 的离散赋值是完备的，则即便 L/K 不是可分扩张，也仍然有 [L : K] = ef .

3.10 非分歧扩张与驯分歧扩张

本节中我们令 K 是一个 henselian 域，带有非阿基米德赋值 v，对应的乘法赋值为 | · |，记其
赋值环，极大理想与剩余域为 OK , p, κ. L/K 是一个代数扩张，则对应的为 OL,P, λ.

定义 3.10.1: 非分歧

有限扩张 L|K 称为非非非分分分歧歧歧的，如果扩张 λ/κ 是可分扩张并且 [L : K] = [λ : κ]. 代数扩张

L|K 称为非非非分分分歧歧歧，如果为有限非分歧子扩张的并.

命题 3.10.1: 非分歧对基变换与子扩张稳定

令 L|K 与 K ′|K 为在同一个代数闭包 K 中的扩张，令 L′ = LK ′，则有

L|K unramified =⇒ L′|K ′ unramified

每个非分歧扩张的子扩张都是非分歧的.

证明: 道理在于可以假设为有限扩张，此时 λ/κ 可分，从而存在本原元使得 λ = κ(α)，将其提升

到 α ∈ OL，观察在 K 上的极小多项式 f(x)，将其模 p 约化为 f(x). 通过比较次数我们观察到

[λ : κ] ≤ deg(f) ≤ deg f = [K(α) : K] ≤ [L : K]

由于 L/K 非分歧，所以上面全部取等，故可以得到 L = K(α)，并且 f 正是 α 在 κ 上的极小多

项式，从而得到 L′ = K ′(α)，令 g(x) ∈ OK′ [x] 为 α 在 K ′ 上的极小多项式，很显然 g(x) = g(x)

mod p′ 为 f(x) 在 κ′[x] 中的一个因子，从而是可分的，并且不可约，否则由 Hensel 引理知道 g 可

约. 于是我们有

[λ′ : κ′] ≤ [L′ : K ′] = deg(g) = deg(g) = [κ′(α), κ′] ≤ [λ′ : κ′]

从而 [L′ : K ′] = [λ′ : κ′]，故非分歧.

L′

L K ′

K

unramified

unramified
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若 L|K 为非分歧扩张 L′|K 的子扩张，上面结论告诉我们 L′|L 为非分歧扩张，考虑

[λ′ : κ] = [λ : λ′][λ′ : κ]

立刻得到 L|K 非分歧.

推论 3.10.1: 非分歧扩张的合成还是非分歧的

若 L|K 与 L′|K 是非分歧的，则 LL′|K 是非分歧的.

定义 3.10.2: 极大非分歧子扩张

令 L|K 为代数扩张，则所有非分歧子扩张的合成 T |K 被称为 L|K 的极极极大大大非非非分分分歧歧歧子子子扩扩扩张张张.

命题 3.10.2

T 的剩余域为 κ 在 λ 中的可分闭包 λs，T 的赋值群与 K 的相同，即 w(T×) = v(K×).

可见非分歧扩张的本质是在剩余域上做可分扩张，而不碰赋值群. 现在设 K 是 K 的代数闭包，

K 在 K 中的极大非分歧扩张记为 Knr. 其剩余域为 κ 的可分闭包 κs，并且赋值群与 K 相同. 此

外若 m 与 κ 的特征互素，则多项式 xm − 1 在 κs 上完全分裂并且可分，从而有 Hensel 引理知道在

Knr 上分裂. 特别地，如果 κ 是有限域，那么 κs 由这些与特征互素的单位根生成，所以 Knr 也由

这些单位根生成.

从这里开始设 p = char(κ) > 0，则我们可以定义：

定义 3.10.3: 驯分歧

代数扩张 L|K 被称为驯驯驯分分分歧歧歧(tamely ramified)，如果剩余域的扩张 λ|κ 是可分扩张，并且
([L : T ], p) = 1. 若为无穷扩张，在互素条件变为任意 L|T 的子扩张的次数与 p 互素.

驯分歧允许分歧，但是只允许与特征 p 无关的分歧. 若基本等式成立：

[L : K] = ef

并且 λ/κ 可分，那么 L/K 非分歧当且仅当 e = 1，而 L/K 驯分歧当且仅当 (e, p) = 1.
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命题 3.10.3: 有限驯分歧的结构定理

有限扩张 L|K 是驯分歧的当且仅当扩张 L|T 由根式生成：

L = T ( m1
√
a1, · · · , mr

√
ar)

使得 (mi, p) = 1. 在这种情况下基本等式总是成立

[L : K] = ef

命题告诉我们有限驯分歧扩张本质上就是在极大非分歧部分上再添加若干个次数与剩余域特征

互素的根式.

推论 3.10.2: 驯分歧对基变换与子扩张稳定

令 L|K 与 K ′|K 为 K|K 的两个子扩张，L′ = LK ′，则有

L|K tamely ramified =⇒ L′|K ′ tamely ramified

每个驯分歧的子扩张也是驯分歧的.

推论 3.10.3: 驯分歧对合成稳定

驯分歧扩张的合成也是驯分歧的.

定义 3.10.4: 极大驯分歧子扩张

令 L|K 为代数扩张，则所有驯分歧子扩张的合成 V |K 被称为 L|K 的极极极大大大驯驯驯分分分歧歧歧子子子扩扩扩张张张.

定义 w(L×)(p) 为满足下列条件的 ω ∈ w(L×) 组成的子群：存在一个整数 m，使得 (m, p) = 1

且

mω ∈ v(K×)

换句话说，ω 在商群 w(L×)/v(K×) 中的阶是与 p 互素的，因此：

w(L×)(p)/v(K×)

正好是商群 w(L×)/v(K×) 中所有阶与 p 互素的元素组成的部分.

命题 3.10.4: 极大驯分歧子扩张的结构定理

L|K 的极大驯分歧子扩张 V |K 满足其赋值群为

w(V ×) = w(L×)(p)

其剩余域与 κ 在 λ 中的可分闭包 λs 相同.
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可见极大驯分歧子扩张就是在极大非分歧子扩张的基础上满足赋值群的与 p 无关条件.

K T V L

κ λs λs λ

v(K×) w(T×) w(L×)(p) w(L×)

=

=

若 L|K 是有限扩张，e = e′pa，其中 (e′, p) = 1，则 [V : T ] = e′. 扩张 L|K 为完全分歧，若 T = K，

即 K 就是自己的极大非分歧子扩张；称 L|K 为野分歧，如果不是驯分歧的，即 V ̸= L.

命题 3.10.5

K 为完备的离散赋值域，其剩余域 κ = Fq 为有限域，令 L = K(ζ)，ζ 为 n 次本原单位根，

令 OL|OK 与 λ|κ 为赋值环与剩余域的扩张，设 (n, p) = 1，则有

(1) L|K 是 f 次非分歧扩张，其中 f 为 q 模 n 的阶，q = #κ.

(2) Gal(L|K) 典范同构于 Gal(λ|κ)，其生成元为 ξ 7→ ξq.

(3) OL = OK [ξ].

命题 3.10.6

令 ζ 为 pm-次本原单位根，则有

(1) Qp(ζ)|Qp 完全分歧，次数为 φ(pm) = pm−1(p− 1).

(2) Gal(Qp(ζ)|Qp) ∼= (Z/pmZ)×.

(3) Zp[ζ] 为 Qp(ζ) 的赋值环.

(4) 1− ζ 为 Zp[ζ] 的素元，其范数为 p.

3.11 赋值的扩张

3.12 赋值的 Galois 理论
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