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第一章 紧李群表示

1.1 有限维 Lie群表示

定义 1.1 李群 G 在有限维复空间 V 上的表示是一个李群同态 π : G → GL(V )，
其表示维数定义为 V 的维数. 表示之间的态射称为 G-map 或者交织算子，即对
T ∈ Hom(V, V ′) 满足 T ◦ π = π′ ◦ T，所有 G-map 的集合记为 HomG(V, V

′).

定义 1.2 对李群 G 的有限维复表示，其不可约表示的定义与有限群相同，即不存
在非平凡不变子空间.

引理 1.3 (Schur) 令 V 与 W 为 Lie 群 G 的有限维不可约表示，则有

dim HomG(V,W ) =

1, V ∼=W

0, V 6∼=W

证明 注意到代数闭域上有特征值即可.

定义 1.4 V 为李群 G 的表示，一个双线性型 (−,−) : V × V → C 被称为 G-不变，
如果

(gv, gv′) = (v, v′), ∀g ∈ G, v, v′ ∈ V

表示 V 称为酉表示，如果存在 G-不变 Hermite 内积.

定理 1.5 紧李群的有限维表示都是酉表示.
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证明 取有限维表示 V 上任意的内积 〈−,−〉，定义

(v, v′) :=

∫
G

〈gv, gv′〉dg

由 Haar 测度不变性立刻注意到这就是所求的 G-不变内积.

定义 1.6 有限维李群表示称为完全可约的，如果为不可约子表示的直和 (实际上和
就足够了).

推论 1.7 紧李群的有限维表示都是完全可约的.

证明 取 G-不变内积之后构造正交补即可.

虽然我们现在知道紧李群的有限维表示是完全可约的，但是很多情况下分解并非
典范的，下面会见到典范的分解.

推论 1.8 V 为紧李群 G的有限维表示，则 V 不可约当且仅当 dim HomG(V, V ) = 1.

推论 1.9 若 V 为紧李群 G 的有限维表示，则有表示同构 V ∼= V ∗，从而如果 V 是
不可约的，则其上的 G-不变内积在差一个正实数的意义下唯一.

证明 取 G-不变内积 (−,−)，考虑双射线性映射

T : V → V ∗, v 7→ (−, v)

易证此为表示同构. 此时若 V 不可约，设 (−,−)′ 为另一个 G-不变映射，考虑第二
个同构

T ′ : V → V ∗, v 7→ (−, v)′

由 Schur 引理，我们知道

T = cT ′ =⇒ (−, v) = c(−, v)′, ∀v ∈ V

推论 1.10 V 为紧李群 G 的有限维表示，取一个 G-不变内积 (−,−)，若 V1, V2 为
不同构的 V 的不可约子模，从而在内积意义下 V1 ⊥ V2.

证明 考虑
W = {v1 ∈ V1 : (v1, V2) = 0}

不难看出这是 G-不变子空间，若结论不成立，则 W 6= V1 即 W = 0，所以可见 (−,−)
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给出了 V1 与 V2 的非退化配对，因此

v1 7→ (−, v1) =⇒ V1 ∼= V ∗
2 =⇒ V1 ∼= V2

故矛盾，结论得证.

定义 1.11 G 为紧李群，将 G 的有限维不可约表示的同构类记为 Ĝ，令 (π,Eπ)

为 [π] 的代表元，对 [π] ∈ Ĝ，我们定义 V[π] 为 V 中最大的同构于 Eπ 的子
模的直和，称为 V 的 π-isotypic component，记 π 在 V 中的重数为 mπ，有
mπ = dimV[π]/dimEπ.

在这种语言下我们可以得到不依赖选择的典范分解.

定理 1.12 (典范分解) V 为紧李群 G 的有限维表示，则我们有 G-map 同构

ιπ : HomG(Eπ, V )⊗ Eπ → V[π], T ⊗ v 7→ T (v)

并且可见
mπ = dim HomG(Eπ, V )

从而会有 G-模同构

V =
⊕
[π]∈Ĝ

V[π] ∼=
⊕
[π]∈Ĝ

HomG(Eπ, V )⊗ Eπ

证明 由于 T ∈ HomG(Eπ, V ) 都是 G-map，而注意 G 作用在 HomG(Eπ, V ) 上是平
凡作用，所以

g(T ⊗ v) = (gT )⊗ (gv) 7→ gT (g−1gv) = T (gv)

后面结论都容易验证.

1.2 矩阵系数与 Schur正交关系

定义 1.13 (矩阵系数) 紧李群 G 的矩阵系数为形如

fVu,v(g) = (gu, v)

的函数，其中 V 为 G 的有限维表示，u, v ∈ V，(−,−) 为其上的 G-不变内积. 所
有矩阵系数的集合记为 MC(G).

可以将矩阵系数想象成 π : G → GL(V ) 在某组基下的矩阵元函数，比如 π(g) =
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(aij(g))n×n，则
aij(g) = (gej , ei)

就是矩阵系数，同理我们通过表示的直和，张量积也可以看出矩阵系数为 G 上光滑函
数的子代数，即如下引理：

引理 1.14 MC(G) 为 G 上光滑函数的子代数，包含常值函数，若 {vπi }
nπ
i=1 为 Eπ

的基，[π] ∈ Ĝ，则

MC(G) = spanC{f
Eπ
vπ
i ,vπ

j
: [π] ∈ Ĝ, 1 ≤ i, j ≤ nπ}

详细证明见第 97 页

定理 1.15 (Schur正交关系) 令 U, V 为紧李群 G 的有限维不可约酉表示，带有
G-不变内积 (−,−)U 与 (−,−)V，对 ui ∈ U, vi ∈ V，有

∫
G

(gu1, u2)U (gv1, v2)V dg =


0, U 6∼= V

(u1, v1)U (u2, v2)U
dimV

, U = V

详细证明见第 97 页

同理对紧李群的有限维表示可以定义特征，注意特征就是矩阵对角元的和，从而
也是矩阵系数，特征的各种性质与有限群表示相同，不再赘述.

定理 1.16 令 V 与 W 为紧李群 G 的有限维表示，则∫
G

χV (g)χW (g)dg = dim HomG(V,W )

特别地，有 ∫
G

χV (g)dg = dimV G

当 V,W 不可约时，有

∫
G

χV (g)χW (g)dg =

0, V 6∼=W

1, V ∼=W

并且
V ∼=

⊕
i

niVi ⇐⇒ χV =
∑
i

niχVi
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详细证明见第 97 页

定理 1.17 G1 与 G2 是紧李群，则 G1 × G2 的有限维不可约表示 W 一定形如
V1 ⊗ V2，其中 Vi 是 Gi 的不可约表示.

1.3 紧 Lie群的无穷维表示
定义 1.18 李群 G 在拓扑线性空间 V 上的表示是一个群同态

π : G→ GL(V )

并且要求
G× V → V, (g, v) 7→ π(g)v

是连续的. 同理可以定义 G-map. 与有限维不同的是，此时的子表示并不是不变子
空间，而不在 G-作用下不变的闭子空间. 此时 V 称为不可约的，如果不存在非平
凡子表示.

为了方便处理，我们下面讨论 Hilbert 空间上的表示，实际上许多结果可以归结到
局部凸拓扑线性空间上.

定理 1.19 (Schur) V,W 为李群 G 在 Hilbert 空间上的酉表示，若 V,W 都是不可
约的，则

dim HomG(V,W ) =

1, V ∼=W

0, V 6∼=W

详细证明见第 97 页

引理 1.20 令 (π, V ) 为紧李群 G 在 Hilbert 空间上的酉表示，则存在 V 的非零有
限维 G-不变子表示.

详细证明见第 97 页
对于一族 Hilbert 空间 {Vα}α∈A，我们可以定义所谓 Hilbert 空间直和

⊕̂
α∈A

Vα = {(vα) : vα ∈ Vα,
∑
α∈A
‖vα‖2α <∞}

其上带有内积
((vα), (v

′
α)) =

∑
α

(vα, v
′
α)α
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定义 1.21 V 是 G 在拓扑线性空间上的表示，定义 G-finite 向量为

VG−fin = {v ∈ V : dim span{gv : g ∈ G} <∞}

推论 1.22 (紧李群的不可约酉表示有限维) (π, V ) 为紧李群 G 在 Hilbert 空间上的
酉表示，则存在有限维不可约 G-子模 Vα ⊂ V 使得

V =
⊕̂

α
Vα

特别地，G 的不可约酉表示都是有限维的，并且可以看见 G-有限向量在 V 中稠密.

证明 由 Zorn 引理反证立刻得到.

下面我们讨论一下对于 Hilbert 空间上酉表示的典范分解. 由于不可约酉表示都是
有限维的，所以我们还是可以良定义地使用 Ĝ. 我们同样可以对 [π] ∈ Ĝ 讨论代表元
(π,Eπ) 与 π-等型分量 V[π]，即最大的同构于 Eπ 的子模的 Hilbert 直和. 典范分解是
针对 Hilbert 空间的，那当务之急就是给

Hom(Eπ, V )

这样的空间一个内积使之成为 Hilbert 空间.

引理 1.23 V 为紧李群 G 在 Hilbert 空间上的酉表示，其内积为 (−,−)V，对
[π] ∈ Ĝ，我们断言

HomG(Eπ, V )

是一个 Hilbert 空间并且有 G-不变内积 (−,−)Hom，由

(T1, T2)HomI = T ∗
2 ◦ T1

定义. 此外 ‖T‖Hom 与 T 的算子范数相同.

证明 结合 Schur 引理结合

(T1, T2)Hom(x1, x2)Eπ
= (T1x1, T2x2)V

不难验证.

同理可以定义 Hilbert 空间的张量积 V1
⊗̂
V2，即代数张量积在张量积内积意义下

的完备化，即
(v1 ⊗ v2, v′1 ⊗ v′2) = (v1, v

′
1)1(v2, v

′
2)2
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定理 1.24 (酉表示的典范分解) V 为紧李群 G 在 Hilbert 空间上的酉表示，则我们
有 G-map 同构

ιπ : HomG(Eπ, V )
⊗̂

Eπ → V[π], T ⊗ v 7→ T (v)

从而会有 G-模同构

V =
⊕̂

[π]∈Ĝ
V[π] ∼=

⊕̂
[π]∈Ĝ

HomG(Eπ, V )
⊗̂

Eπ

证明 容易验证在代数张量积下是良定义的，并且有稠密的像，结合引理 1.23 知道 ιπ

保持内积，从而可以唯一延拓到 Hilbert 空间张量积上的同构，结合推论 1.22 与推论
1.10 知道 V 是 V[π] 们的 Hilbert 直和.

1.4 Peter-Weyl定理

本节我们来分解 L2(G)，策略为先讨论更容易控制的 C(G). 首先我们给出紧李群
G 在 C(G) 与 L2(G) 上的左右正则表示1，即

(lgf)(h) = f(g−1h), (rgf)(h) = f(hg)

要说明是表示，就需要证明作用是连续的.

引理 1.25 紧李群 G 在 C(G) 与 L2(G) 上的左右正则作用是连续的，并且保持
范数.

证明 经典放缩.

定理 1.26 紧李群 G 在 C(G) 上的左作用 G-有限向量与右作用 G-有限向量是一样
的，所以可以良定义谈论 C(G)G−fin，并且有

C(G)G−fin =MC(G)

详细证明见第 97 页

要研究 L2(G) 的典范分解，就需要计算

HomG(Eπ, L
2(G))

1C(G) 上用上确界范数，L2(G) 是经典的 L2-范数.
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由于 C(G) 在 L2(G) 中稠密，可以归结为计算

HomG(Eπ, C(G))

再通过 C(G)G−fin 归结为计算

HomG(Eπ, C(G)G−fin)

现在，典范分解告诉我们如果只看左作用，就有

C(G)G−fin ∼=
⊕
[π]∈Ĝ

HomG(Eπ, C(G)G−fin)⊗ Eπ

对左作用而言，G 在重数空间上的作用平凡，但是 C(G)G−fin 上还有一个与左作用交
换的右作用，而可以通过右作用在重数空间上定义作用，定义

(gT )(x) = rg(Tx), ∀T ∈ HomG(Eπ, C(G)G−fin)

通过左正则作用于有正则作用交换，可以证明 gT 仍然落于 HomG(Eπ, C(G)G−fin).

引理 1.27 考虑紧李群 G 在 C(G)G−fin 上的左正则表示与上面定义的重数空间上
的作用，则有 G-模同构

HomG(Eπ, C(G)) = HomG(Eπ, C(G)G−fin) ∼= E∗
π

最后的同构由 T 7→ (λT : x 7→ (Tx)(e)) 给出.

详细证明见第 98 页

注记 1.28 此引理不依赖 Eπ 的不可约，对任意的有限维表示 E，都有

HomG(E,C(G)) ∼= E∗ 4

对紧李群 G，固定不可约表示 (π,Eπ)，对 λ ∈ E∗
π, x ∈ Eπ，定义矩阵系数

fλ⊗x(g) = λ(g−1x) = 〈x, gλ〉

现在我们将 C(G)G−fin 视为 G×G-双模，作用为

(g1, g2)f = rg1 lg2f, (g1, g2)f(h) = f(g−1
2 hg1)
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定理 1.29 对紧李群 G，有 G×G-模同构

C(G)G−fin ∼=
⊕
[π]∈Ĝ

E∗
π ⊗ Eπ, fλ⊗x 7→λ⊗ x

详细证明见第 98 页

定理 1.30 (Peter-Weyl) G 是紧李群，则 C(G)G−fin 在 C(G) 与 L2(G) 中稠密.

详细证明见第 98 页

定理 1.31 (Peter-Weyl分解) G 是紧李群，则有 G-模同构

E∗
π
∼= HomG(Eπ, L

2(G))

于是有 G×G-模同构
L2(G) ∼=

⊕̂
[π]∈Ĝ

E∗
π ⊗ Eπ

详细证明见第 98 页

定理 1.32 紧李群 G 存在有限维忠实表示，从而通过 π : G→ GL(V )，抽象紧李群
可以实现为具体矩阵群.

详细证明见第 98 页





第二章 李代数与极大环
面理论

2.1 Lie群的 Lie代数
所谓 G 上的左不变向量场，即一个向量场 X 满足

(dlg)hXh = Xgh

对任意的 v ∈ TeG，我们可以定义

ṽg := (dlg)e(v)

同理，给定左不变向量场 X，不难见

Xg = (dlg)e(Xe)

其中 Xe ∈ TeG，如此我们可以将 TeG 与 G 上的左不变向量场认同起来. 而流形上的
向量场有 Lie 括号

[X,Y ]f = X(Y f)− Y (Xf)

从而通过上面的认同，可以在 TeG 上定义 Lie 括号，我们记

g = Lie(G) = TeG
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对于紧李群而言，Peter-Weyl 定理的推论说明每个紧李群都可以嵌入为 GL(n,C) 的
闭子群，所以可以把紧李群当成矩阵李群来处理，此后我们提到紧李群都默认为矩阵
李群. 从而可见

g = TeG ⊂ TI(GL(n,C)) = gl(n,C) =Mn,n(C)

于是李代数 g 上的李括号就是矩阵的交换子

[X,Y ] = XY − Y X

定理 2.1 G 为 GL(n,C) 的 Lie 子群，则

(1) g 为实线性空间.

(2) 李括号是双线性，反对称的，并且满足 Jacobi 恒等式

[[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

(3) g 在 Lie 括号意义下是封闭的.

证明 注意 X ∈ g 本质上即光滑曲线在此处的导数，设 Xi = γ′i(0)，于是通过构造

γ(t) = γ1(rt)γ2(t), σs(t) = γ1(s)γ2(t)γ1(s)
−1

求导即可得到.

我们通过左平移可以将 g 迁移到 TgG. 具体考虑光滑曲线

γ(0) = I, γ : (−ε, ε)→ G

定义
σ(t) = gγ(t) =⇒ σ′(0) = gγ′(0)

于是可以将 TgG 与 gg 认同起来，从而可以作如下定义.

定义 2.2 令 G 为 GL(n,C) 的李子群，X ∈ g，定义左不变向量场

X̃g = gX, g ∈ G

令 γX 为 X̃ 的积分曲线，由方程

γX(0) = I, γ′X(t) = X̃γX(t) = γX(t)X
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唯一确定，ODE 理论告诉我们这个积分曲线是存在且唯一的.

定理 2.3 (指数映射) G < GL(n,C)，X ∈ g，则

γX(t) = exp(tX) = etX =
∞∑

n=0

tn

n!
Xn

并且 γX 是一个同态，并且是完备的，即对任意的 t ∈ R，都有 etX ∈ G.

详细证明见第 98 页

定理 2.4 G < GL(n,C)，则

(1) g = {X ∈ gl(n,C) : etX ∈ G, ∀t ∈ R}.

(2) 指数映射 exp : g→ G 为 0 附近的局部微分同胚.

(3) 若 G 连通，则 exp g 生成 G(注意，这并不是说指数映射是满射).

证明 由指数映射可见任意 X ∈ g，都有 etX 完全落在 G 中，所以

g ⊂ {X ∈ gl(n,C) : etX ∈ G, ∀t ∈ R}

反过来，若 etX 完全落在 G 中，则求导得到 X 就是切向量，故得证. 反过来，由反函
数定理可以知道是局部微分同胚. 最后，连通拓扑群由单位元处的任意开邻域生成，结
合局部微分同胚立刻得到.

下面我们来简单讨论一下李代数的结构. 给定矩阵李群同态

φ : H → G

其微分

dφ : h→ g, X 7→ d
dt

∣∣∣∣
t=0

φ(etX)

定理 2.5 设 φ,φi : H → G 为矩阵李子群的同态，则

(1) 下图交换
h g

H G

dφ

exp exp

φ
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从而可见对 X ∈ h，有 edφ(X) = φ(eX).

(2) 微分 dφ 为李代数同态，即对 X,Y ∈ h 有

dφ[X,Y ] = [dφX, dφY ]

(3) 若 H 是连通李群，则 dφ1 = dφ2 =⇒ φ1 = φ2.

详细证明见第 98 页

从实数加群 R 到李群 G 的光滑同态成为 G 的单参数子群. 下面的推论告诉我们
所有单参数子群都形如 t 7→ etX，其中 X ∈ g.

推论 2.6 G 为矩阵李群，令 γ : R→ G 为光滑同态，若 γ′(0) = X，则 γ(t) = etX .

证明 将 R+ 视为 GL(1,C) 的李子群，考虑

R+ R Gln γ

令 γ̃ = γ ◦ ln，令 σ(x) = e(ln x)X，则可见

dγ̃(x) = xX = dσ(x)

从而由定理 2.5 可见 γ̃ = σ，所以 γ(t) = etX .

令 G 为矩阵李群，对 g ∈ G，共轭作用

cg : G→ G, h 7→ ghg−1

则我们可以依此定义 G 在 g 上的伴随表示，即

Ad : G→ GL(g), g 7→ d(cg)

在这个意义下，对 g ∈ G,X ∈ g，有

Ad(g)X =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

cg(e
tX) =

d
dt

∣∣∣∣
t=0

getXg−1 = gXg−1

则同样可以定义 g 在 g 上的伴随表示，即

ad : g→ End(g), ad = d Ad
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从而对 X,Y ∈ g，有

(adX)(Y ) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(etX)Y =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

etXY e−tX = XY − Y X = [X,Y ]

从而可见
adX = [X,−]

最后由定理 2.5 可见
Ad(eX) = ead X

2.2 Lie子群与 Lie子代数
本节回答一个问题：给定 g 的子代数 h，是否存在 G 的 Lie 子群 H，使其 Lie 代

数恰好为 h？答案是肯定的.
中间过程暂且省略，考虑可积分布等东西来做.

定理 2.7 G 是矩阵李群，则存在双射

{G 的连通 Lie 子群} ←→ {g 的 Lie 子代数}, H 7→ Lie(H)

详细证明见第 98 页

定理 2.8 (积分定理) H,G 为连通矩阵李群，且 H 单连通，则对李群同态

ψ : h→ g

存在唯一的李代数同态
φ : H → G

使得 dφ = ψ.

详细证明见第 98 页
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2.3 极大环面与 Cartan子代数
李代数 g 称为是交换的，如果对任意的 X,Y ∈ g，都有

[X,Y ] = 0

定理 2.9 令 G 为矩阵李群，则

(1) 对 X,Y ∈ g，[X,Y ] = 0 当且仅当对任意的 s, t ∈ R，有 etXesY = esY etX .

(2) 若 A 是 G 的连通李子群，其李代数为 a，则 A 交换当且仅当 a 交换.

证明 由于连通李群由李代数在指数映射下的像生成，所以只需要证明 (1) 即可. 而
(1) 是简单的数学分析.

定理 2.10 (紧交换李群的结构定理) 任意紧 Abel 李群 G都同构于 T k×F，其中 F

为有限 Abel 群. 特别地，紧连通 Abel 李群恰为环面. 此外对紧 Abel 李群 G 有

exp : g→ G0

是满射.

详细证明见第 98 页

定义 2.11 令 G 为紧李群，g 为其李代数. 则 G 的一个极大连通交换子群称为 G

的极大环面. g 的极大交换李子代数称为 g 的 Cartan 子代数.

定理 2.12 令 G 为紧李群，T 为李子群. 则 T 为极大环面当且仅当 t 为 Cartan 子
代数.

证明 定理 2.7 与定理 2.9 立刻知道结论成立.

引理 2.13 (π, V ) 是紧李群 G 的有限维表示，(−,−) 为其上 G-不变内积.

(1) 在上述内积意义下，dπ(X) 为斜 Hermite 算子，即

(dπ(X)v, w) + (v, dπ(X)w) = 0, ∀X ∈ g, v, w ∈ V

(2) 存在 g 上的 Ad-不变内积，并且对此内积，ad(X) 是斜对称算子，即

(ad(X)Y1, Y2) + (Y1, ad(X)Y2) = 0, X, Yi ∈ g
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证明 (2) 是 (1) 的特殊情况. (1) 是显然的，由于有 G-不变内积，从而

(π(etX)v, π(etX)w) = (v, w)

在 t = 0 处求导，就得到 (1) 的结论.

定义 2.14 紧李群 G 的 rank 定义为极大环面的维数，也等于 Cartan 子代数的
维数.

对 X ∈ g，我们定义其中心化子为

zg(X) = {Y ∈ g : [Y,X] = 0}

定义 2.15 若对 Cartan 子代数 t，存在 X ∈ t 使得

t = zg(X)

则称 X 为其正则元.

注记 2.16 直观上，正则元是中心化子尽可能小的元素. 4

引理 2.17 对紧李群 G 的李代数 g，任取 Cartan 子代数 t，都存在对应的正则元.

详细证明见第 99 页

定理 2.18 设 t为紧李群 G的一个 Cartan子代数，对任意的 X ∈ g，都存在 g ∈ G
使得 Ad(g)X ∈ t.

证明 神秘小技术. 取 Y ∈ t 使得 t = zg(Y )，取 〈−,−〉 为 g 上的 Ad-不变内积，定
义函数

f(g) = 〈Y,Ad(g)X〉

由 G 紧，知存在最大值点 g0，显然在此处任意方向导数为 0，对 ∀Z ∈ g，有

d
dt

∣∣∣∣
t=0

〈Y,Ad(etZg0)X〉 = 0 =⇒ 〈Y, [Z,Ad(g0)X]〉 = 0

而注意 ad 为反对称算子，所以可见

〈[Ad(g0)X,Y ], Z〉 = −〈Y, [Ad(g0)X,Z]〉 = 0

对任意的 Z ∈ g 成立，从而可见

[Ad(g0)X,Y ] = 0 =⇒ Ad(g0)X ∈ zg(Y ) = t
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推论 2.19 G 是紧李群，李代数为 g.

(1) Ad(G) 在 g 的 Cartan 子代数集合上传递.

(2) G 通过共轭作用在 G 的极大环面集合上传递.

证明 (1)设 t1 = zg(X1), t2 = zg(X2)，由定理 2.18可见存在 g ∈ G使得 Ad(g)X1 ∈ t2，
由 Ad(g) = d(cg) 为李代数同态，保持李括号，可见

Ad(g)t1 = {Ad(g)Y ∈ g : [Y,X1] = 0}
= {Y ′ ∈ g : [Ad(g)−1Y ′, X1] = 0}
= {Y ′ ∈ g : [Y ′,Ad(g)X1] = 0}
= zg(Ad(g)X1)

由 Ad(g)X1 ∈ t2，从而不难见

t2 ⊂ zg(Ad(g)X1) = Ad(g)t1

结合 t2 是极大的 Abel 子代数，所以可见 t2 = Ad(g)t1.
(2) 设 Ti = exp ti，从而有

cgT1 = cg exp t1 = exp(Ad(g)t1) = exp t2 = T2

引理 2.20 G 是紧连通李群，则 Ad(g) = I ⇐⇒ g ∈ Z(G).

证明 注意到
cge

X = eAd(g)X = eX

因此 cg 在 I 附近的邻域内是恒等，结合 G 连通，得证.

定理 2.21 (极大环面定理) G 为紧连通李群，T 为 G 的极大环面，则

(1) G =
⋃

g∈G cgT =
⋃

g∈G gTg
−1.

(2) exp 是满射，即 G = exp g.

从而可以推出

(3) ZG(T ) = T，即 T 不仅是极大连通交换子群，还是极大交换子群.

(4) Z(G) ⊂ T .

详细证明见第 99 页
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2.4 李代数与紧李群的结构
设 gi 为 Gi 的李代数，则 g1 ⊕ g2 可以视为 G1 ×G2 的李代数，其李括号为

[X1 +X2, Y1 + Y2] = [X1, Y1] + [X2, Y2], Xi, Yi ∈ gi

定义 2.22 我们给出如下定义：

(1) g 是李代数，其线性子空间 a 称为 g 的理想，如果 [g, a] ⊂ a.

(2) g 称为 simple，如果 g 不是交换李代数，并且没有非零真理想.

(3) g 称为 semisimple，如果为若干单李代数的直和.

(4) g 称为 reductive，如果 g 可以表示为半单李代数与交换李代数的直和.

(5) 定义 g′ = [g, g] = span{[X,Y ] : X,Y ∈ g}.

注记 2.23 不难看出，李代数 g 的理想，就是伴随表示 ad 下的不变子空间. 4

定理 2.24 (紧李群的李代数约化) G 为紧李群，g 为其李代数，则 g 约化. 特别地，
令 z(g) = {X ∈ g : [X, g] = 0} 为 g 的中心，则有

g = g′ ⊕ z(g)

其中 g′ 半单而 z(g) 交换. 此外存在 g′ 的单理想使得

g′ =

k⊕
i=1

si

其中

[si, sj ] =

0, i 6= j

si, i = j

详细证明见第 99 页

回忆 G 的导群定义为

G′ = [G,G] = 〈[g1, g2] = g1g2g
−1
1 g−1

2 : gi ∈ G〉
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定理 2.25 (交换子定理) 设 G 为紧连通李群，则 G′ 为正规连通闭 Lie 子群，且其
李代数恰好为 g，即 Lie(G′) = g.

详细证明见第 99 页

定理 2.26 G 为紧连通李群，则 G = G′Z(G)0，并且

(1) Z(G)0 为环面.

(2) Z(G′) = G′ ∩ Z(G) 是有限 Abel 群.

令 F = G′ ∩ Z(G)0，则

G ∼=
G′ × Z(G)0

{(f, f−1) : f ∈ F}

将 g′ 分解为单理想的直和 s1 ⊕ · · · sk，令 Si = exp si. 则

(3) Si 为 G′ 的连通闭正规 Lie 子群.

(4) Lie(Si) = si.

(5) Si 的任意闭正规 Lie 子群为有限离散子群，并且落在 Z(G) 中.

(6) S1 × · · · × Sk → G′, (s1, ·, sk) 7→ s1 · · · sk 是满射，其 kernel F ′ 为有限中心子
群，有

G ∼=
S1 × · · · × Sk

F ′

详细证明见第 99 页



第三章 李代数表示

3.1 Lie代数表示
定义 3.1 令 g 为 GL(n,C) 的李子群的李代数，g 的表示是一个对 (ψ, V )，其中 V

是一个有限维复线性空间，ψ : g→ End(V ) 为线性映射，并且满足

ψ([X,Y ]) = [ψ(X), ψ(Y )] = ψ(X) ◦ ψ(Y )− ψ(Y ) ◦ ψ(X), ∀X,Y ∈ g

表示 ψ 是不可约的，如果不存在非平凡 ψ(g)-不变子空间.

现在 G ⊂ GL(n,C) 为李子群，(π, V ) 是有限维群表示，则我们可以定义

dπ(X) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

π(etX), X ∈ g

则可以验证 dπ : g→ End(V ) 为 Lie 代数表示.

定理 3.2 G < GL(n,C) 是李群，V 为有限维表示，则

(1) G 连通，则子空间 W ⊂ V 是 π(G)-不变的当且仅当 dπ(g)-不变的. 特别地，
V 是不可约 G-模当且仅当是不可约 g-模.

(2) G 是连通紧群，则 V 不可约当且仅当与所有 dπ(g) 交换的自同态都是数乘算
子，即

Endg(V ) = {T ∈ End(V ) : [T, dπ(X)] = 0, ∀X ∈ g} = C idV
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证明 (1) =⇒ ：对 w ∈ W,X ∈ g，考虑曲线 c(t) = π(etX)w，由于 W 是闭的，从
而可见

dπ(X)w = c′(0) = lim
t→0

c(t)− c(0)
t

∈W

⇐=：这个方向需要 G 连通，由于 W 是 dπ(X) 不变的，从而有 W 闭可见

π(eX) = edπ(X) =

∞∑
n=0

An

n!
w ∈W

结合 G 连通，所以由 exp g 生成，所以得证.
(2) 考虑 [T, dπ(X)] = 0 当且仅当 ad(dπ(X))(T ) = 0 当且仅当的

et ad(dπ(X))T = (I + t ad(dπ(X)) + · · · )T = T

当且仅当 Ad(etdπ(X))T = T 当且仅当

π(etX)T = Tπ(etX)

从而由 G 连通从而由 exp g 生成可见 T 是 G-map，由 Schur 引理立刻知道 T 是数乘
算子.

例 3.3 考虑 SU(2)在二元 n次齐次多项式空间 Vn(C2)上的表示 (g ·P )(η) = P (g−1η)，
具体有 (

a −b
b a

)
· zk1zn−k

2 = (az1 + bz2)
k(−b1z1 + az2)

n−k

现在注意

su(2) =

{
X =

(
ix −w
w −ix

)
: x ∈ R, w ∈ C

}
取

X =

(
ix −w
w −ix

)
∈ su(2), x ∈ R, w ∈ C

则
detX = x2 + |w|2

记
λ =
√

detX =
√
x2 + |w|2

由于 trX = 0，由 Cayley–Hamilton 定理，

X2 + (detX)I = 0
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故
X2 = −λ2I

于是
X2m = (−1)mλ2mI, X2m+1 = (−1)mλ2mX

因此

etX =

∞∑
m=0

tmXm

m!

=

( ∞∑
m=0

(−1)m(λt)2m

(2m)!

)
I +

1

λ

( ∞∑
m=0

(−1)m(λt)2m+1

(2m+ 1)!

)
X

= (cosλt)I + sinλt
λ

X

即

etX =

cosλt+ ix

λ
sinλt −w

λ
sinλt

w

λ
sinλt cosλt− ix

λ
sinλt


因此可见李代数作用为

X ·
(
zk1z

n−k
2

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0


cosλt+ ix

λ
sinλt −w

λ
sinλt

w

λ
sinλt cosλt− ix

λ
sinλt

 · zk1zn−k
2


= k(−ixz1 + wz2) z

k−1
1 zn−k

2 + (n− k)(−wz1 + ixz2) z
k
1z

n−k−1
2

= kw zk−1
1 zn−k+1

2 + i(n− 2k)x zk1z
n−k
2 + (k − n)w zk+1

1 zn−k−1
2

4

最后，李代数表示的一些构造的道理在于对李群表示的求导，比如考虑在两个表
示 V,W 上的作用，则 X 在 V ⊗W 上的作用可以如下计算：

X(v ⊗ w) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

πV (e
tX)v ⊗ πW (etX)w

注意
π(etX) = etdπ(X) = I + tdπ(X) +O(t2)

将上面张量积展开得到

v ⊗ w + t(Xv)⊗ w + tv ⊗ (Xw) + t2(Xv)⊗ (Xw) +O(t2)
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对 t 在 0 处求导即可发现结果为

(Xv)⊗ w + v ⊗ (Xw)

同理可得：

定义 3.4 设 V,W 是 Lie 群 GL(n,C) 的某个 Lie 子群的 Lie 代数 g 的表示，则有
如下自然表示：

(1) g 在 V ⊕W 上的作用定义为 X(v, w) = (Xv,Xw).

(2) g在 V ⊗W 上的作用定义为 X
(∑

j vj ⊗ wj

)
=
∑

j Xvj ⊗wj +
∑

j vj ⊗Xwj .

(3) g 在 Hom(V,W ) 上的作用定义为 (XT )(v) = XT (v)− T (Xv).

(4) g 在
⊗k

V 上的作用定义为 X (
∑
vi1 ⊗ · · · ⊗ vik) =

∑
(Xvi1) ⊗ · · · ⊗ vik +

· · ·+
∑
vi1 ⊗ · · · ⊗ (Xvik).

(5) g 在
∧k

V 上的作用定义为 X (
∑
vi1 ∧ · · · ∧ vik) =

∑
(Xvi1)∧ · · · ∧ vik + · · ·+∑

vi1 ∧ · · · ∧ (Xvik).

(6) g 在 Sk(V ) 上的作用定义为 X (
∑
vi1 · · · vik) =

∑
(Xvi1) · · · vik + · · · +∑

vi1 · · · (Xvik).

(7) g 在对偶空间 V ∗ 上的作用定义为 (XT )(v) = −T (Xv).

(8) g 在共轭向量空间 V 上的作用与其在 V 上的作用相同.

3.2 权与根系

定义 3.5 令 g 为李子群 G < GL(n,C) 的李代数 (注意默认为实李代数)，定义 g

的复化为
gC = g⊗R C ∼= g⊕ ig

最后是线性空间同构，并且将 g 上的 Lie 括号 C-线性延拓到 gC 上.

若 (ψ, V ) 是 g 的一个表示，则我们可以 C-线性延拓到 gC 上，即考虑

ψ(X + iY ) = ψ(X) + iψ(Y ) ∈ End(V ), X, Y ∈ g

于是我们自然也可以去考虑所谓 gC 不可约，即没有真 ψ(gC)-不变子空间.
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现在给定紧李群 G，我们可以将其实现为某个 U(n) 的 Lie 子群，于是可见此时有

g ⊂ u(n) =⇒ gC ⊂ u(n)C = gl(n,C)

最后一个等号是因为对任意的 A ∈ gl(n,C)，有

A =
A−A∗

2
+ i

A+A∗

2i
∈ u(n) + iu(n)

所以我们可以不妨写成
gC = {X + iY : X,Y ∈ g}

引理 3.6 (复化不改变可约性) G < GL(n,C)，g 为 G 的 Lie 代数 V 为复表示空间，
则 V 为 g-不可约当且仅当 v 为 gC-不可约.

证明 若 g-不可约则显然 gC-不可约，反之如果 W ⊂ V 为 gC-不变复子空间，则很显
然为 g-不变子空间，因为对表示 ψ 有

ψ(X + iY )W = ψ(X)W + iψ(Y )W ⊂W + iW ⊂W

于是 V 也是 g-不可约.

例 3.7 对于 su(2)C = sl(2,C)，考虑标准基

E =

(
0 1

0 0

)
, H =

(
1 0

0 −1

)
, F =

(
0 0

1 0

)

有标准的关系
[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] = H

注意到

E =
1

2

(
0 1

−1 0

)
− i

2

(
0 i

i 0

)
从而结合例 3.3 可见 E 作用在 Vn(C2) 上如下：

E · (zk1zn−k
2 ) = −kzk−1

1 zn−k+1
2

同理有

H · (zk1zn−k
2 ) = (n− 2k)zk1z

n−k
2 , F · (zk1zn−k

2 ) = (k − n)zk+1
1 zn−k−1

2

从而立刻可以发现 Vn(C2) 是不可约 su(2)C-模，于是结合复化保持不可约可知是不可
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约 su(2)-模，于是结合定理 3.2 可知是不可约 SU(2)-模. 4

现在令 G 是一个紧李群，g 是李代数，t 是一个 Cartan 子代数，记 tC 为其复化.
任给一个有限维表示 (π, V )，其上有 G-不变内积 (−,−)，对表示求微分即得到李代
数表示

dπ : g→ End(V )

下面用 Xv 来表示 dπ(X)v，由于 tC 是交换的，从而对 X,Y ∈ tC，有

[dπ(X), dπ(Y )] = dπ ([X,Y ]) = 0

从而 tC 中元素对应的线性算子两两交换. 而我们早知道对 X ∈ g，有 dπ(X) 是斜
Hermite 算子，即

dπ(X)∗ = −dπ(X)

从而对于 iX ∈ ig，有 dπ(iX) 是 Hermite 算子，即

dπ(iX)∗ = −idπ(X)∗ = idπ(X) = dπ(iX)

于是 tC 中元素对应的算子是正规算子 (由斜 Hermite 与 Hermite 算子得到)，并且两
两交换，从而可以同时对角化，即存在一个基 v1, · · · , vn，使得对每一个 H ∈ tC，都有

dπ(H)vj = λj(H)vj

取一个共同特征向量 0 6= v ∈ V，从而可见对任意的 H ∈ tC，存在 λ(H) ∈ C 使得

dπ(H)v = λ(H)v

可以看出得到了一个复线性泛函
λ : tC → C

这个 λ ∈ t∗C 就是我们要讨论的 weight.

定义 3.8 (权) G 是紧 Lie 群，(π, V ) 为有限维表示，t 是 g 的 Cartan 子代数. 存在
有限集合 ∆(V ) = ∆(V, tC) ⊂ t∗C，称为 V 的权，使得

V =
⊕

α∈∆(V )

Vα

其中
Vα = {v ∈ V : dπ(H)v = α(H)v, ∀H ∈ tC}
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为非零子空间，如上的分解称为相对 tC 的权空间分解.

定理 3.9 令 G 为紧李群，(π, V ) 为有限维表示，T 为一个极大环面，考虑权空
间分解

V =
⊕

α∈∆(V,tC)

Vα

对于每个 α ∈ ∆(V )，都有 α 在 t 上纯虚而在 it 上实. 给定 t ∈ T，存在 H ∈ t 使
得 eH = t，则有

tvα = eα(H)vα, vα ∈ Vα

证明 对 H ∈ t ⊂ g，dπ(H) 是斜 Hermite 算子，从而在其上的特征为纯虚数，而在
it 为 Hermite 算子，从而特征值都是实数，故第一个论断得证. 对第二个论断是因为

π(t)vα = edπ(H)vα =

∞∑
n=0

(dπ(H))nvα =

∞∑
n=0

α(H)nvα = eα(H)vα

现在，我们将上面的权理论用于 G 在 g 上的伴随表示 Ad，并且将这个表示进行
复化得到 G 在 gC 上的作用，从而有权空间分解

gC =
⊕

α∈∆(gC,tC)

gα

此时有
gα = {Z ∈ gC : ad(H)(Z) = α(H)Z, ∀H ∈ tC}

结合 ad 的作用，有
ad(H)(Z) = [H,Z]

注意此时有
g0 = {Z ∈ gC : [H,Z] = 0, ∀H ∈ tC}

结合 t 是极大的交换子空间，从而可见

g0 = tC

因此我们可以通过考虑非零权的方式把 Cartan 子代数给摘出来，如此就有根的定义.

定义 3.10 G 是紧李群，t 为 g 的 Cartan 子代数，则存在有限的非零泛函集合



28 第三章 李代数表示

∆(gC) ⊂ t∗C，称为 gC 的根，使得

gC = tC ⊕
⊕

α∈∆(gC)

gα

如上分解称为 gC 相对 tC 的根空间分解.

定理 3.11 (根向量平移权) G 是紧李群，(π, V ) 是其有限维表示，t 为 g 的 Cartan
子代数，对 α ∈ ∆(gC) 与 β ∈ ∆(V )，都有

(1) 对任意 Xα ∈ gα，vβ ∈ Vβ，有 dπ(Xα)vβ ∈ Vα+β
a.

(2) 特别地，对 α, β ∈ ∆(gC) ∪ {0}，有 [gα, gβ ] ⊆ gα+β .

(3) 令 (−,−)为 gC上的一个 Ad(G)-不变内积，对 α, β ∈ ∆(gC)∪{0}，若 α+β 6= 0，
则 (gα, gβ) = 0.

(4) 若 g 中心平凡 (由定理 2.24 可见即 g 半单)，则 ∆(gC) 张成 t∗C.
a约定若 α+ β ̸∈ ∆(V )，则 Vα+β = 0.

证明 (1) 对 H ∈ tC，我们直接计算有

dπ(H) (dπ(Xα)vβ) = (dπ(Xα)dπ(H) + [dπ(H), dπ(Xα)]) vβ

= (dπ(Xα)dπ(H) + dπ ([H,Xα])) vβ

= dπ(Xα)dπ(H)vβ + α(H)dπ(Xα)vβ

= (β(H) + α(H)) dπ(Xα)vβ

故得证，从而 (2) 也得证.

(3)由引理 2.13可见 ad在 gC 上 ad是斜 Hermite的，因此对 Xα ∈ gα，Xβ ∈ gβ，
有

α(H)[Xα, Xβ ] = ([H,Xα], Xβ) = −(Xα, [H,Xβ ]) = −β(H)(Xα, Xβ)

因此如果 α+ β 6= 0，则存在某个 H 使得 α(H) + β(H) 6= 0，因此可见 (Xα, Xβ) = 0.

(4) 假设 H ∈ tC 使得对任意的 α ∈ ∆(gC) 都有 α(H) = 0，而这意味着对任意的
Xα ∈ gα，都有

[H,Xα] = α(H)Xα = 0

从而
[H, gα] = 0

结合根空间分解，可见
H ∈ z(gC)
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不难验证 z(gC) = z(g)C，因此由 g 半单，所以 z(g) = 0，从而 H = 0，故得证.

例 3.12 考虑 G = SU(n)，则 gC = sl(n,C)，tC = {diag{z1, · · · , zn} :
∑
zi = 0}，取

H = diag{z1, · · · , zn}

定义泛函 εi : t
∗
C 为

εi(H) = zi

考虑标准矩阵 Eij，有

[H,Eij ] = (zi − zj)Eij = (εi − εj)(H)Eij

因此可见 α = εi − εj 是根，并且可见

gεi−εj = CEij

从而
∆(sl(n,C)) = {±(εi − εj) : 1 ≤ i < j ≤ n} 4

3.3 标准 sl(2,C)三元组

定义 3.13 令 G为紧李群，定义 gC的Cartan involution θ为 θ(X+iY ) = X−iY，
其中 X,Y ∈ g⊗ 1 ⊂ gC.

从而可见
θZ = Z ⇐⇒ Z ∈ g

以及
θZ = −Z ⇐⇒ Z ∈ ig

对于紧李群，我们知道 G 可以嵌入 U(n)，从而可以认为 g ⊂ u(n)，此时对于矩阵形
式，有

θZ = −Z∗

因此对含于 u(n) 的李代数而言计算起来比较方便.

引理 3.14 G 是紧李群，t 为 g 的 Cartan 子代数，则

(1) 若 α ∈ ∆(gC)，则 −α ∈ ∆(gC) 并且 g−α = θgα.
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(2) θtC = tC.

证明 取 α ∈ ∆(gC) ∪ {0}，注意到 θ 是一个对合，从而只需要证明

θgα ⊂ g−α

取 Z ∈ gα，写作 Z = X + iY，其中 X,Y ∈ g⊗ 1，则对 H ∈ t 有

α(H)(X + iY ) = [H,X + iY ] = [H,X] + i[H,Y ]

由定理 3.9，可见 α(H) ∈ iR，因此可见

α(H)X = i[H,Y ], α(H)Y = −i[H,X]

因此
[H, θZ] = [H,X]− i[H,Y ] = −α(H)(X − iY ) = −α(H)(θZ)

因此可见 θZ ∈ g−α. 从而得证.

定义 3.15 G < GL(n,C) 为李子群，g 为期李代数，对 X,Y ∈ gC，定义其 Killing
型 为

B(X,Y ) = tr(adX ◦ adY )

简单回忆对于紧李群的李代数有

g = g′ ⊕ z(g)

其中 g′ 是半单部分，如果 Z ∈ z(g)，则很显然 adZ = 0，于是自然有

B(Z, Y ) = 0

我们下面讨论 Killing 型的各种性质，并借此研究根空间的性质.

定理 3.16 g 为紧李群 G 的李代数，则

(1) 对 X,Y ∈ g，有 B(X,Y ) = tr(adX ◦ adY ).

(2) B是 Ad-不变的，即对 ∀X,Y ∈ gC，g ∈ G，有 B(X,Y ) = B(Ad(g)X,Ad(g)Y ).

(3) B 是斜 ad-不变的，即对 X,Y, Z ∈ gC，有 B(ad(Z)X,Y ) = −B(X, ad(Z)Y ).

(4) B 限制在 g′ × g′ 上时是负定的.

(5) 对 α, β ∈ ∆(gC) ∪ {0} 并且 α+ β 6= 0，B 限制在 gα × gβ 上是零.
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(6) 对 α ∈ ∆(gC)，B 在 gα× g−α 上是非奇异的. 若 g 是半单的，则 B 在 tC× tC

上也是非奇异的.

(7) B 的根，rad(B) = {X ∈ gC : B(X, gC) = 0} = z(gC).

(8) 若 g 是半单的，则双线性型 (X,Y ) := −B(X, θY ), X, Y ∈ gC 是 gC 上的
Ad-不变内积.

(9) 若 g 是单李代数，选择 G 的一个线性实现，使得 g ⊂ u(n)，则存在一个正实
数 c ∈ R，使得 B(X,Y ) = c tr(XY )，对 ∀X,Y ∈ gC.

详细证明见第 99 页

由定理内容可知，如果 g 是半单的，则 B 在 it 上就是正定的，因为 B 在 t ⊂ g

上负定，乘两个 i 就变号了，于是 B 给出了同构

it ∼= (it)∗

而定理 3.9 告诉我们任意权都在 it 上实，故落在 (it)∗ 中，从而允许我们把 root α 变
成向量.

定义 3.17 令 G 为紧李群，其李代数 g 半单，t 为 Cartan 子代数，对 α ∈ (it)∗，令
uα ∈ it 为唯一满足下式的向量

α(H) = B(H,uα)

对 H ∈ it，若 α 6= 0，令

hα =
2uα

B(uα, uα)

称如此的 hα 为 coroot，也记为 α∨.

定义中 hα 右侧的 2 是为了使得

α(hα) = 2

从而与标准的 sl(2,C) 中 [H,E] = 2E 相同. 若 g 不是半单李代数，考虑紧李代数
的分解

g = g′ ⊕ z(g)

其 Cartan 子代数也相应分成
t = t′ ⊕ z(g)
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其中 t′ = t ∩ g′，于是可见
it = it′ ⊕ iz(g)

而我们知道对 Z ∈ z(g)，有 ad(Z) = 0，因此 B 在中心方向完全退化，因此对于非半
单李代数不可以直接按照上面的方式来讨论，但是由于 g′ 是半单的，所以我们可以对
其 t′ 来定义，即对 α ∈ (it′)∗ 定义

α(H) = B(H,uα), ∀H ∈ it′

而根在中心上取 0，从而可以良定义延拓到 it 上. 于是我们可以对约化但非半单情况
定义 coroot system

∆(gC)
∨ = {hα : α ∈ ∆(gC)}, hα =

2uα
B(uα, uα)

引理 3.18 令 G 为紧李群，t 为 g 的 Cartan 子代数，α ∈ ∆(gC)，则

(1) α(hα) = 2.

(2) 对 E ∈ gα，F ∈ g−α，有

[E,F ] = B(E,F )uα =
1

2
B(E,F )B(uα, uα)hα

(3) 给定非零 E ∈ gα，在适当常数放缩下，令 F = −θE，则有 [E,F ] = hα.

证明 (1) 显然. (2) 首先注意到 [E,F ] ⊂ gα+(−α) ∩ (g′)C = tC ∩ (g′)C，因此给定任意
的 H ∈ tC，有

B([E,F ],H) = B(E, [F,H]) = α(H)B(E,F )

= B(uα,H)B(E,F ) = B(B(E,F )uα,H)

因为 B 在 (t′)C 上非奇异，因此由 H 的任意性可见 [E,F ] = B(E,F )uα.

(3) 注意
[cE,−θcE] = c2

1

2
B(E,−θE)B(uα, uα)hα

取正实数 c 满足

c2 =
2

−B(E, θE)B(uα, uα)

即可，因为 −B(−, θ−) 是内积.
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定理 3.19 (标准 sl(2,C)三元组) 设 G 是一个紧 Lie 群，t 是 g 的一个 Cartan 子
代数，并且 α ∈ ∆(gC). 固定一个非零的 Eα ∈ gα，并令 Fα = −θEα. 伸缩 Eα (因
而也伸缩 Fα)，使得 [Eα, Fα] = Hα，其中 Hα = hα.

(1) 则 sl(2,C) ∼= spanC{Eα,Hα, Fα}，其中 {Eα,Hα, Fα} 对应于标准基

E =

(
0 1

0 0

)
, H =

(
1 0

0 −1

)
, F =

(
0 0

1 0

)

(2) 令 Iα = iHα，Jα = −Eα + Fα，并且 Kα = −i(Eα + Fα). 则 Iα, Jα,Kα ∈ g，
并且 su(2) ∼= spanR{Iα, Jα,Kα}，其中 {Iα, Jα,Kα} 对应于基(

i 0

0 −i

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
0 −i
−i 0

)

(3) 存在一个 Lie 代数同态 φα : SU(2) → G，使得 dφ : su(2) → g 实现 (2) 中的
同构，并且其复化 dφ : sl(2,C)→ gC 实现 (1) 中的同构.

(4) φα 在 G 中的像是 G 的一个 Lie 子群，根据 φα 的核是 {I} 还是 {±I}，该子
群分别同构于 SU(2) 或 SO(3).

证明 (1) 回忆我们有
α(Hα) = 2

因此可见
[Hα, Eα] = α(Hα)Eα = 2Eα

[Hα, Fα] = −α(Hα)Fα = −2Fα

结合 [Eα, Fα] = Hα，完美和 sl(2,C) 的标准基对应，从而立刻得到李代数同构. (2) 同
理可得，从复化中恢复其紧实形式即可.

(3) 结合 SU(2) 单连通立刻得到可以积分. (4) 考虑 Kerφα 是正规离散子群，结
合连通性可见落于中心，从而得证.

定义 3.20 G 是紧李群，t 是 g 的 Cartan 子代数，α ∈ ∆(gC). 称上面定理中
得到的 {Eα,Hα, Fα} 为 standard sl(2,C)-triple，{Iα,Jα,Kα} 称为 standard
su(2)-triple.

推论 3.21 G 紧李群，t 是 g 的 Cartan 子代数，α ∈ ∆(gC). 则

(1) α 在 ∆(gC) 中的倍数只有 ±α.
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(2) dim gα = 1，即 gα = CEα.

(3) 若 β ∈ ∆(gC)，则 α(hβ) ∈ ±{0,±1,±2,±3}.

(4) 对 (π, V ) 为 G 的有限维表示，λ ∈ ∆(V )，有 λ(hα) ∈ Z.

详细证明见第 101 页



第四章 Weyl群理论

4.1 Lattices
G 是紧李群，t 为 g 的 Cartan 子代数，α ∈ ∆(gα)，我们知道 α 可以视为 (it)∗ 中

的元素，于是我们可以将 Killing 型从 it 上传递到 (it)∗ 上，定义为

B(λ1, λ2) = B(uλ1
, uλ2

), ∀λ1, λ2 ∈ (it)∗

特别地，对 λ ∈ (it)∗，有

λ(hα) =
2λ(uα)

B(uα, uα)
=

2B(uα, uλ)

B(uα, uα)
=

2B(α, λ)

B(α, α)

同时也容易得到

α(H) =
2B(H,hα)

B(hα, hα)
, ∀H ∈ it

定义 4.1 G 是紧李群，T 是一个极大环面，对应的 Cartan 子代数为 t，则定义

(1) 根格：R = R(t)，为 (it)∗ 中由根生成的格，R = spanZ{α : α ∈ ∆(gC)}.

(2) 权格：P = P (t)，定义为 P = {λ ∈ (it)∗ : λ(hα) ∈ Z, ∀α ∈ ∆(gC)}.

(3) 解析格：A = A(T )，定义为

A = {λ ∈ (it)∗ : λ(H) ∈ 2πiZ, ∀H ∈ t s. t. expH = I}
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根格很容易理解，这就是根在 (it)∗ 中自然张成的格，而权格也是在表示论里自然
出现的概念，回忆推论 3.21 (4) 的结论，任意的有限维表示的权都满足权格的要求. 而
解析格 (analytically integral weights) 的定义为对 H ∈ t，只要 eH = I，就必须要

λ(H) ∈ 2πiZ

这是因为我们希望定义
ξλ(e

H) = eλ(H)

但是同一个 t ∈ T 可能会在李代数层面有多个对数，即

eH1 = eH2

所以为了让我们上面的定义成立，就需要让

eλ(H1) = eλ(H2) =⇒ eλ(H1−H2) = 1

也就是
λ(H1 −H2) ∈ 2πiZ

定义 4.2 G 为紧李群，T 为极大环面，t 为对应的 Cartan 子代数，则

(1) 对偶根格：R∨ = R∨(t)，为 it 中的格，定义为

R∨ = spanZ{hα : α ∈ ∆(gC)}

(2) 对偶权格：P∨ = P∨(t)，为 it 中的格，定义为

P∨ = {H ∈ it : α(H) ∈ Z, ∀α ∈ ∆(gC)}

(3) 令 Ker E = Ker E(T ) 为 it 中的格，定义为

Ker E = {H ∈ it : exp(2πiH) = I}

(4) 若 Λ1 为 (it)∗ 中的完备格 (即张成 (it)∗)，而 Λ2 为 it 中的完备格，我们可以
分别定义其对偶格为

Λ∗
1 = {H ∈ it : λ(H) ∈ Z, ∀λ ∈ Λ1}

Λ∗
2 = {λ ∈ (it)∗ : λ(H) ∈ Z, ∀H ∈ Λ2}
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注记 4.3 ∨ 是 root 与 coroot 之间的对偶，而 ∗ 是格的整数对偶，二者意义不同. 4

容易看出
E : it→ T, H 7→ exp(2πiH)

是从左边加法群到右边乘法群的李群同态，所以 Ker E 首先是一个加法子群. 而结合
exp : t → T 是满射，可见 E 也是满射，结合 exp 在零附近是微分同胚，可见 E 在原
点附近也是微分同胚，所以 Ker 自然是离散子群，从而是格，再结合

it/Ker E ∼= T

后者是紧的，所以 Ker E 还是完备格. 现在我们来说明对完备格 Λ ⊂ V 而言有
Λ∗∗ = Λ，这是纯粹的线性代数，现在对 H ∈ Λ，按照 Λ∗ 的定义，有

λ(H) ∈ Z, ∀λ ∈ Λ∗ =⇒ H ∈ Λ∗∗

从而可见显然有
Λ ⊂ Λ∗∗

反过来，由于 Λ 是完备格，从而存在 V 的一组基 v1, · · · , vn 使得

Λ = Zv1 ⊕ · · · ⊕ Zvn

取其对偶基
v1, · · · , vn ∈ V ∗ =⇒ vi(vj) = δij

从而可以断言
Λ∗ = Zv1 ⊕ · · · ⊕ Zvn

于是立刻可见对

H =

n∑
i=1

aivi

若对任意的 j 有 vj(H) ∈ Z，这说明 aj ∈ Z，于是 H ∈ Λ，所以

Λ∗∗ ⊂ Λ =⇒ Λ∗∗ = Λ

引理 4.4 G 为连通紧李群，t 为 Cartan 子代数，对 H ∈ t，有

expH ∈ Z(G) ⇐⇒ α(H) ∈ 2πiZ, ∀α ∈ ∆(gC)

证明 令 g ∈ expH，回忆引理 2.20，知道 g ∈ Z(G) 当且仅当 Ad(g)X = X 对任意
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的 X ∈ g 成立. 因此对 α ∈ ∆(gC) ∪ {0} 与 X ∈ gα，有

Ad(g)X = ead HX = eα(H)X

根空间分解告诉我们命题成立.

定义 4.5 G 是紧李群，T 是极大环面，令 χ(T ) 为 T 上的特征群，所谓特征及李
群同态

ξ : T → C× = GL(1,C)

定理 4.6 G 为紧李群，T 为极大环面，则有

(1) R ⊂ A ⊂ P .

(2) 对 λ ∈ (it)∗，有

λ ∈ A ⇐⇒ ξλ ∈ χ(T ), ξλ(expH) := eλ(H), ∀H ∈ t

而 λ ∈ (it)∗ 可以复线性延拓到 (tC)
∗，从而自然作用在 t 上. 并且 λ 7→ ξλ 给

出了一个双射
A←→ χ(T )

(3) 若李代数 g 半单，则 |P/R| 是有限的.

证明 (1) 对 H ∈ t，若 expH = e，对 α ∈ ∆(gC)，引理 4.4 可见有 α(H) ∈ 2πiZ，于
是立刻可见

R ⊂ A

现在考虑一个标准 sl(2,C) 三元组 {Eα, hα, Fα}，由于

exp(2πihα) = φα(expH) = φα(I) = I

其中 H 为 sl(2,C) 中的标准 H = diag{1,−1}，故可见若 λ ∈ A，则一定有

λ(2πihα) ∈ 2πiZ =⇒ λ(hα) ∈ Z

因此可见
A ⊂ P

(2) 我们已经通过解析格的定义知道 ξλ 是良定义的，并且不难发现 ξλ 是同态，故
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确实是特征. 反过来，如果给定一个 ξλ ∈ χ(T )，满足

ξλ(expH) = eλ(H)

也可以发现一旦 expH = I，一定有 λ(H) ∈ 2πiZ，故 λ ∈ A. 因此我们给出从解析格
到特征群的一个双射，即实际上有

A(T ) ∼= χ(T )

(3) 最后由定理 3.11 可见 ∆(gC) 张成 (it)∗，因此 R 是一个完备格，而 R ⊂ P，所
以 P 也是完备格，两个同 rank 格之间的商必然有限.

定理 4.7 G 是紧李群，g 是半单李代数，T 为极大环面，对应 Cartan 子代数为 t，
则有

(1) R∗ = P∨.

(2) P ∗ = R∨.

(3) A∗ = Ker E .

(4) P ∗ ⊂ A∗ ⊂ R∗，即 R∨ ⊂ Ker E ⊂ P∨.

证明 (1) 与 (2) 基本就是定义，检查即可.
(3) 我们只需要证明 (Ker E)∗ = A 即可，考虑 λ ∈ (Ker E)∗ 当且仅当对任意

的 H ∈ it, exp(2πiH) = I，都有 λ(H) ∈ Z，这当且仅当对任意的 K = 2πiH ∈ t，
expK = I，都有 λ(K) ∈ 2πiZ，即 λ ∈ A，故得证，从而可见

A∗ = (Ker E)∗∗ = Ker E

(4) 显然.

本节最终得到下图，上下通过 dual lattices 对应.

R A(T ) P

P∨ Ker E R∨

⊆ ⊆

⊇ ⊇
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4.2 Weyl群

定义 4.8 G 为紧连通李群，极大环面为 T，令 N = N(T ) 为 T 在 G 中的正规化
子，则我们定义 G 的 Weyl 群为

W =W (G) =W (G,T ) := N/T

若 T ′ 为 G 的另外一个极大环面，则推论 2.19 告诉我们存在 g ∈ G 使得
gTg−1 = T ′ 并且 =⇒ gN(T )g−1 = N(T ′)，因此可见

N(T ′)/T ′ = gN(T )g−1/gTg−1 ∼= N(T )/T =⇒ W (G,T ) ∼=W (G,T ′)

因此可见 Weyl 群在同构意义下无关于极大环面的选择.
给定 w ∈ N,H ∈ t，与 λ ∈ t∗，定义 N 在 t∗ 上的作用为

w(H) := Ad(w)H, [w(λ)](H) = λ(w−1H) = λ(Ad(w−1)H)

因此，我们可以把这个作用复线性地延拓到 tC, t
∗
C 上，因此可以自然地定义在 (it)∗ 上

的作用. 由于 Ad(T ) 在 t 上平凡作用，因为

Ad(w)H = d(cw)H =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

wetHw−1 =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

etH = H, ∀w ∈ T,H ∈ t

因此 N 的作用下降到 W = N/T 上.

定理 4.9 令 G 为紧连通李群，T 是极大环面.

(1) W 在 it 与 (it)∗ 上的作用是忠实的.

(2) 对 w ∈ N，α ∈ ∆(gC) ∪ {0}，有 Ad(w)gα = gwα.

(3) W 在 (it)∗ 上的作用保持 ∆(gC)，并且在其上忠实作用.

(4) W 在 it 上的作用保持 {hα : α ∈ ∆(gC)}，并且在其上忠实作用. 特别地有
whα = hwα.

(5) W 是一个有限群.

(6) 给定 ti ∈ T，则存在 g ∈ G 使得 cgt1 = t2 当且仅当存在 w ∈ N 使得
cwt1 = t2.

详细证明见第 101 页
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4.3 Simple Roots与Weyl Chambers

定义 4.10 G 为紧李群，t 为 Cartan 子代数，令 t′ = g′ ∩ t.

(1) A system of simple roots，Π = Π(gC)，为 ∆(gC) 的一个子集，恰好构成
(it′)∗ 的一组基，且满足对任意的 β ∈ ∆(gC)，都可以写成 β =

∑
α∈Π kαα 满

足 {kα : α ∈ Π} ⊂ Z≤0 或者 {kα : α ∈ Π} ⊂ Z≥0，Π 中的元素被称为 simple
roots.

(2) 给定一个单根系统 Π，则对应的 positive roots 为

∆+(gC) = {β ∈ ∆(gC) : β =
∑
α∈Π

kαα, kα ∈ Z≥0}

对应的 negative roots 为

∆−(gC) = {β ∈ ∆(gC) : β =
∑
α∈Π

kαα, kα ∈ Z≤0}

从而可见 ∆(gC) = ∆+(gC)
∐

∆−(gC)，并且 ∆−(gC) = −∆+(gC).

之所以是 (it′)∗ 的基而不是 (it)∗ 的基，是因为根在中心方向上是 0，所以根只作
用在半单方向上.

定义 4.11 记号同上，我们定义

(1) (it′)∗\
(⋃

α∈∆(gC)
α⊥
)
的连通分支称为 (it)∗ 的 (open) Weyl chambers，

it′\
(⋃

α∈∆(gC)
h⊥α

)
的连通分支称为 it 的 (open) Weyl chambers.

(2) 若 C 是 (it)∗ 的一个Weyl腔，α ∈ ∆(gC)称为 C-positive如果 B(C,α) > 0，
称为 C-negative 如果 B(C,α) < 0. 若 α 是 C-positive 的，则称为对于 C

decomposable，如果存在 β, γ ∈ ∆(gC) 是 C-positive 的，使得 α = β + γ，
反之则称为对于 C indecomposable.

(3) 若 C∨ 是 it 的一个 Weyl 腔，α ∈ ∆(gC) 称为 C∨-positive 如果 α(C∨) > 0，
称为 C∨-negative 如果 α(C∨) < 0. 若 α 是 C∨-positive 的，则称为对于 C∨

decomposable，如果存在 β, γ ∈ ∆(gC) 是 C∨-positive 的，使得 α = β + γ，
反之则称为对于 C∨ indecomposable.
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注意这里的 α⊥ 定义为

α⊥ = {λ ∈ (it′)∗ : B(λ, α) = 0}

所以定义中去掉了所有取 0 的点，从而在每一个连通分支，也就是 Weyl 腔上，α 要
么是恒正的，要么是恒负的，故 positive 与 negative 是良定义的. 同理

h⊥α := {H ∈ it′ : B(H,hα) = 0}

回忆我们之前就已经声明

α(H) =
2B(H,hα)

B(hα, hα)

所以可见
α(H) > 0 ⇐⇒ B(H,hα) > 0

同理有对偶情况的 positive 与 negative.

定义 4.12 记号同上，若 C 是 (it)∗ 的 Weyl 腔，令

Π(C) = {α ∈ ∆(gC) : α is C-positive and indecomposable}

若 C∨ 为 it 的 Weyl 腔，令

Π(C∨) = {α ∈ ∆(gC) : α is C∨-positive and indecomposable}

若 Π 是一个单根系统，则在 (it)∗ 中的 associated Weyl chamber 为

C(Π) = {λ ∈ (it)∗ : B(λ, α) > 0, ∀α ∈ Π}

在 it 中的 associated Weyl chamber 为

C∨(Π) = {H ∈ it : α(H) > 0, ∀α ∈ Π}

下面给定一个单根系统 Π = {α1, · · · , αl}，其中 l = rankG = dimT，定义其在
(it)∗ 上的基本权由下式决定

πi(hαj
) = δij

从而可见 {π1, · · · , πl}为 (it)∗ 的一组基，实际上就是 simple coroots的对偶基，再定义

ρ = ρ(Π) =
∑
i

πi ∈ (it)∗
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从而可见有
ρ(hαi

) = 1 =⇒ ρ ∈ P

下面我们介绍 Dynkin 图，给定单根系统 Π，Dynkin图的顶点由单根 αi 组成，若
B(αi, αj) 6= 0(i 6= j)，就在 αi 与 αj 之间连上 mij = αi(hαj )αj(hαi) 条边，现在假设

p = −αi(hαj
), q = −αj(hαi

)

推论 3.21 告诉我们 p, q 都是整数，我们定义

B(αi, αj) = |αi||αj | cos θ

其中 θ 就是在内积 B 的意义下的夹角，结合

αi(hαj ) =
2αi(uαj

)

B(αj , αj)
=

2B(αi, αj)

B(αj , αj)

立刻可见

mij = mji =
4B(αi, αj)

2

B(αi, αi)B(αj , αj)
= 4 cos2 θ

而结合 p, q 都是整数，所以 mij 也只能是整数，所以只能取

0, 1, 2, 3, 4

若取 4，则说明 cos2 θ = 1，这表示 αi 与 αj 线性相关，但是这俩都落在单根系统内，
肯定不是线性相关的，所以矛盾，只能取 0, 1, 2, 3. 于是不难发现实际上 B(αi, αj) = 0

的需求是不重要的，因为 mij 也可以等于 0.

定理 4.13 (根串理论) G 是紧李群，李代数 g 是半单的，t 为 Cartan 子代数，α ∈
∆(gC). 令 V 为任意的有限维表示，λ ∈ ∆(V )，则 α-string through λ 为所有的
权形如 λ+ nα，对 n ∈ Z.

(1) 过 λ的 α-串形如 {λ+nα : −p ≤ n ≤ q}，其中 p, q ∈ Z≥0，并且 λ(hα) = p−q.

(2) 若 λ(hα) < 0，则 λ+ α ∈ ∆(V ). 若 λ(hα) > 0，则 λ− α ∈ ∆(V ).

证明 考虑子模
W =

⊕
n∈Z

Vλ+nα

由于 V 是有限维的，所以W 自然也是有限维. 考虑标准 sl(2,C)三元组 {Eα,Hα, Fα}，
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定理 3.11 告诉我们

EαVλ+nα ⊂ Vλ+(n+1)α, FαVλ+nα ⊂ Vλ+(n−1)α, HαVλ+nα ⊂ Vλ+nα

从而可见 W 是一个有限维 sl(2,C)-模. 记 a = λ(hα)，则对 v ∈ Vλ+nα，有

Hαv = (λ+ nα)(hα)v = (a+ 2n)v

从而可见 Vλ+nα 是 Hα 对应特征值 a+ 2n 的特征子空间，定义

S = {n ∈ Z : Vλ+nα 6= 0}

容易看见 0 ∈ S 并且 S 是有限集. 现在由于有限维 sl(2,C)-模完全可约，从而存在不
可约分解

W =

r⊕
i=1

Wi

每个不可约分量都存在 mi ∈ Z≥0 使得 Hα 在其上的特征值为

mi,mi − 2, · · · ,−mi

由于 W 中所有 Hα 的特征值都形如 a+ 2n，从而可见

mi ≡ a mod 2

现在取所有不可约分量中的最高权

M = max{m1, · · · ,mr}

从而可见 Hα 在 W 上的所有特征值就是 M,M − 2, · · · ,−M . 由于 0 ∈ S，可见
|a| ≤M，我们定义

p =
M + a

2
, q =

M − a
2

由于同奇偶，可见 p, q 为正整数，而由于

−M = a+ 2(−p), M = a+ 2q

可见
S = {−p,−p+ 1, · · · , q}
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第一个论断得证，而结合 p, q 的定义，立刻可见

λ(hα) = a = p− q

从而 (2) 也是显然的.

现在回到 Dynkin 图的讨论，由单根系统的定义，凡是根都一定是正根或者负根，
而考虑

αj − αi

这个系数一正一负，从而不可能落在 ∆(gC) ∪ {0} 中，于是根串理论告诉我们 s = 0，
而 r ≥ 0，所以可见

αi(hαj
) = s− r ≤ 0

同理
αj(hαi

) ≤ 0

结合

αj(hαi) =
2B(αi, αj)

‖αi‖2
≤ 0 =⇒ cos θ ≤ 0

于是在内积 B 的意义下，单根之间的夹角 θ ∈
[π
2
, π
]
，现在结合 pq ∈ {0, 1, 2, 3} 可以

得出夹角只能是
π

4
,

2π

3
,

3π

4
,

5π

6

最后，注意到若两个根不是正交的，则 p, q ∈ {1, 2, 3}，并且 pq ≤ 3，从而至少有
一个是 1，不妨设 p ≥ q，此时 q = 1，于是

mij = pq =
p

q
=
‖αi‖2

‖αj‖2

此时称 αi 为长根，αj 为短根. 当相邻的两个根一长一短时，我们就在 Dynkin 图上从
长根到短根画一个箭头，以此表明根之间的长短关系. 一个图例为：

α1 α2 α3 α4
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4.4 Weyl Group as a Reflection Group

定义 4.14 令 G 为紧李群，t 为 Cartan 子代数. 对 α ∈ ∆(gC).

(1) 定义反射 rα : (it)
∗ → (it)∗ 为

rα(λ) = λ− 2
B(λ, α)

B(α, α)
α = λ− λ(hα)α

定义反射 rhα
: it→ it 为

rhα
(H) = H − 2

B(H,hα)

B(hα, hα)
hα = H − α(H)hα

(2) 定义 W (∆(gC)) 为由 {rα : α ∈ ∆(gC)} 生成的反射群，定义 W (∆(gC)
∨) 为由

{rhα : α ∈ ∆(gC)} 生成的反射群.

这个定义的道理就是关于 α 对应的超平面 α⊥ 的正交反射，将 λ 分解成 λ⊥ + cα，
可见

rα(λ) = λ⊥ − cα

这两个反射都是对合，并且需要注意到

(rαλ)(H) = λ(rhα
H)

展开计算即可，这说明 rα 与 rhα
为同一个反射在互为对偶的空间上的表现.

引理 4.15 G 是紧李群，T 是极大环面.

(1) 对 α ∈ ∆(gC)，则存在 wα ∈ N(T ) 使得 wα 在 (it)∗ 上的作用由 rα 给出，在
it 上的作用由 rhα 给出.

(2) 对 α, β ∈ ∆(gC)，有 rα(β) ∈ ∆(gC) 与 rhα(hβ) = hrα(β).

证明 选择标准的 su(2) 三元组 {Iα,Jα,Kα} 与 sl(2,C) 三元组 {Eα,Hα, Fα}，对应
着一个李群同态

φα : SU(2)→ G

现在令

w = exp
(π
2
J
)
=

(
0 −1
1 0

)
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其中 J = −E + F ∈ su(2)，因此可见

dφα(J) = Jα = −Eα + Fα

定义 wα = φα(w) ∈ G. 现在对 H ∈ it，有

ad
(

dφα

(π
2
J
))

H =
π

2
ad(−Eα + Fα)H = α(H)

π

2
(Eα + Fα)

特别地，若 H ∈ h⊥α，即 B(H,hα) = 0，则有 α(H) = 0，于是 ad
(

dφα

(π
2
J
))

H = 0，
所以可见

Ad(wα)H = Ad(φα(exp(πJ/2)))H = Ad(exp(dφα(πJ/2)))H

= exp(ad
(

dφα

(π
2
J
))

)H = H

从而 wα 逐点固定 h⊥α，而在 SU(2) 中，有

cwH = wHw−1 = −H

首先注意到

φα(w)φα(x)φα(w)
−1 = φα(wxw

−1) =⇒ cφα(w) ◦ φα = φα ◦ cw

取微分可见
Ad(wα) ◦ dφα = dφα ◦Ad(w)

于是
Ad(wα)hα = Ad(wα)dφα(H)

= dφα(Ad(w)H)

= dφα(−H) = −hα

从而可见在 it 上，Ad(wα) = rhα
，而且它保持 t，因此可见

wαTw
−1
α = T =⇒ wα ∈ N(T )

现在在对偶空间 (it)∗ 上，注意到

(wαλ)(H) = λ(Ad(wα)
−1H) = B(uλ,Ad(wα)

−1H) = B(Ad(wα)uλ,H)

对 λ = α，有 Ad(wα)uα = −uα，对 λ ∈ α⊥ 有 uλ ∈ h⊥α，从而 Ad(wα)uλ = uλ，从而
在对偶空间上也得证. 而定理 4.9 告诉我们 whβ = hwβ，对 w ∈ W，而我们第一问已
经说明了 rα 与 rhα

的作用就是 N(T ) 中元素的作用，所以立刻得到.
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引理 4.16 (Weyl腔与单根系是同一份信息) G 是紧李群，t 是 Cartan 子代数.

(1) 存在一一对应：

{systems of simple roots} ←→ {Weyl chambers of (it)∗}
Π 7→ C(Π)

Π(C) 7→ C

(2) 存在一一对应：

{systems of simple roots} ←→ {Weyl chambers of it}
Π 7→ C∨(Π)

Π(C∨) 7→ C∨

(3) 若 Π 是单根系统，α, β ∈ Π，则有 B(α, β) ≤ 0.

详细证明见第 101 页

定理 4.17 G 是紧李群，T 是极大环面，则

(1) W (G,T ) 在 it 上的作用给出同构 W (G,T ) ∼=W (∆(gC)
∨).

(2) W (G,T ) 在 (it)∗ 上的作用给出同构 W (G,T ) ∼=W (∆(gC)).

(3) W (G,T ) 在 Weyl 腔的集合上给出传递作用，并且如果 w1C1 = w2C1 =⇒
w1 = w2.

详细证明见第 102 页



第五章 最高权表示

5.1 最高权
Peter-Weyl 定理告诉我们从 L2(G) 中可以找到紧李群 G 的全部不可约表示，但

是我们仍然不知道如何用一组简单的数据把所有不可约表示参数化，并且针对一个给
定参数去恢复这个不可约表示. 这两个问题的答案都是最高权.

在本节中，我们固定 G 是紧李群，T 是极大环面，∆+(gC) 为相对于单根系 Π(gC)

的正根系，定义
n± =

⊕
α∈∆±(gC)

gα

使得
gC = n− ⊕ tC ⊕ n+

将其称为三角分解. 可以将 n+ 视为严格上三角矩阵，而 n− 视为严格下三角矩阵，注
意我们有

[t⊕ n+, n+] ⊂ n+, [t⊕ n−, n−] ⊂ n−

定义 5.1 令 V 是 g 的表示，有权空间分解

V =
⊕

λ∈∆(V )

Vλ

(1) 非零向量 v ∈ Vλ0 称为 λ0 相对 ∆+(gC) 的最高权向量，如果 n+v = 0. 在这
种情况下，称 λ0 为 V 的最高权.
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(2) 一个权 λ 称为是 dominant，如果对任意 α ∈ Π(gC) 都有 B(λ, α) ≥ 0，即 λ

落于 ∆+(gC) 所对应的 Weyl 腔之内.

定理 5.2 G 为连通紧李群，V 为 G 的不可约表示，则

(1) V 有唯一最高权 λ0.

(2) 最高权 λ0 是支配权，并且是解析整的，即 λ0 ∈ A(T ).

(3) 在差一个非零常数的意义下最高权向量唯一.

(4) 任何权 λ ∈ ∆(V ) 都形如

λ = λ0 −
∑

αi∈Π(gC)

niαi, ni ∈ Z≥0

(5) 对 w ∈ W，有 wVλ = Vwλ，从而 dimVλ = dimVwλ. (此处 W 认同为
W (∆(gC)).)

(6) 考虑由 Killing 型诱导的范数，有 ‖λ‖ ≤ ‖λ0‖，取等当且仅当存在 w ∈W (gC)

使得 λ = wλ0.

(7) 在同构的意义下，V 由 λ0 唯一决定.

证明 我们混着证明，首先我们在权上考虑偏序

λ ≥ µ ⇐⇒ λ− µ =
∑

α∈Π(gC)

nαα, s. t. nα ≥ 0

既然是排序就肯定有极大元，取为 λ0，现在对任意的 α ∈ Π(gC)，取 v0 ∈ Vλ0
，都有

gαv0 ⊂ Vλ0+α = 0

定义 V0 = Cv0，然后递归定义

Vn = Vn−1 + n−Vn−1

最后定义
V∞ =

⋃
n

Vn

不难发现 V∞ ⊂ V 是 gC-子模，结合 V 是不可约的，从而可见 V = V∞，于是立刻看
出所有的权都是最高权通过负根平移得到. 从而也立刻看出最高权是唯一的，并且最
高权向量也是唯一的. 其他几个也不难验证，暂略.
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定义 5.3 令 G 为紧连通李群，V 是 G 的不可约表示，最高权为 λ，由于 V 被 λ

唯一决定，我们用 V (λ) 来表示 V，并且 χλ 表示 χV .

引理 5.4 (对偶表示的最高权) G 是紧连通李群，V (λ) 为 G 的一个不可约表示，则

V (λ)∗ ∼= V (−w0λ)

其中 w0 ∈W (∆(gC)) 为唯一的把正 Weyl 腔送到负 Weyl 腔的元素.

证明 首先我们注意到
χV ∗(g) = χ(v)(g−1)

所以 Schur 引理告诉我们

V irreducible ⇐⇒
∫
G

|χV (g)|2dg = 1 ⇐⇒ V ∗ irreducible

所以 V (λ)∗ 也不可约，故只需找到它的最高权. 取定一个 V (λ) 上的 G-不变 Hermite
内积 (−,−)，定义对 v ∈ V (λ)，

µv(−) := (−, v)

由此给出了
V (λ)∗ = {µv : v ∈ V (λ)}

注意 v 7→ µv 是共轭线性而非复线性. 现在结合内积是 G-不变的，立刻得到

gµv(−) = (g−1−, v) = (−, gv) = µgv

于是对 X ∈ g，有
etXµv = µetXv =⇒ Xµv = µXv

现在任取 Z = X + iY ∈ gC，有

Zµv = µθ(Z)v

其中 θ为 Cartan对合，这是因为 v 7→ µv 是共轭线性的. 现在取最高权向量 vλ ∈ V (λ)，
有 n+vλ = 0，而定理 5.2告诉我们 w0vλ 是权为 w0λ的权向量. 现在取 Y ∈ it，Cartan
对合满足 θY = −Y，所以可见

Y µw0vλ = µθ(Y )w0vλ = µ−Y w0vλ
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而 w0vλ 为权为 w0λ 的权向量，所以

Y w0vλ = [Y,w0vλ] = w0λ(Y )w0vλ

注意权在 it 上是实数，所以有

Y µw0vλ = µ−Y w0vλ = µ−w0λ(Y )w0vλ = −w0λ(Y )µw0vλ = −w0λ(Y )µw0vλ

所以 µw0λ 是权 −w0λ 的向量，最后我们要证明这是最高权，也就是

n+µw0λ = 0

引理 3.14 告诉我们 θn+ = n−，所以

n+µw0λ = 0 ⇐⇒ n−w0vλ = 0

注意到
n−w0vλ = w0(Ad(w−1

0 )n−1)vλ = w0(n
+)vλ = 0

得证.

这个引理的道理就在于下图：

V (λ) : λ −→ · · · −→ w0λ

highest lowest

V (λ)∗ : −w0λ ←− · · · ←− −λ
highest lowest

5.2 Weyl积分公式
本节的目标是把 G 上的积分下降到极大环面上的积分，即形成如下公式∫

G

f(g)dg =
1

|W (G)|

∫
T

d(t)

∫
G/T

f(gtg−1)dgTdt

定义 5.5 G 是紧连通李群，T 是极大环面.

(1) g ∈ G 称为 regular，如果 ZG(g)
0 是极大环面.
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(2) 令 greg 表示 g 中的正则元，令 Greg 表示 G 中的正则元.

(3) 对 t ∈ T，定义
d(t) =

∏
α∈∆(gC)

(1− ξ−α(t))

注记 5.6 无论是李群还是李代数的正则元，其道理都是让中心化子的维数尽可能小.4

定理 5.7 G 是紧连通李群，则

(1) greg 在 g 中是开稠密的.

(2) Greg 在 G 中是稠密的.

(3) T 是极大环面且 t ∈ T，则 t ∈ T reg 当且仅当 d(t) 6= 0.

(4) 对 H ∈ t，eH 是正则元当且仅当

H ∈ Ξ = {H ∈ t : α(H) /∈ 2πiZ, ∀α ∈ ∆(gC)}

(5) 有 Greg =
⋃

g∈G gT
regg−1.

详细证明见第 102 页

定义 5.8 G 是紧连通李群，T 是极大环面，定义一个光滑满射

ψ : G/T × T → G, (gT, t) 7→ gtg−1

我们有时也将其看做限制映射 ψ : G/T × T reg → Greg.

我们记 π : G→ G/T 为投影映射.

引理 5.9 G 是紧连通李群，T 是极大环面，则有

g = t⊕

g ∩
⊕

α∈∆(gC)

gα


并且存在 0 在

(
g ∩

⊕
α∈∆(gC)

gα

)
中的开邻域 Ug 使得如果 UG = expUg，并且

UG/T = π(UG)，则

(1) 映射 π ◦ exp : Ug → UG → UG/T 是微分同胚.

(2) UG/T 是 eT 在 G/T 中的开邻域.
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(3) UGT = {gt : g ∈ UG, t ∈ T} 是 e 在 G 中的一个开邻域.

(4) 映射 ξ : UGT → G/T × T, gt 7→ (gT, t) 是满射到 UG/T × T 的光滑良定义微
分同胚.

详细证明见第 102 页

引理 5.10 G 紧连通李群，T 是极大环面. 按照上一个引理选择 UG ⊂ G，对 g ∈ G
与 t ∈ T，定义

φ : UGT → G, φ = lgt−1g−1 ◦ ψ ◦ (lgT × lt) ◦ ξ

则其微分 dφ : g→ g 由下式给出

(H +X) 7→ Ad(g)
(
(Ad(t−1)− I)X +H

)
, H ∈ t, X ∈

g ∩
⊕

α∈∆(gC)

gα


并且有

det(dφ) = d(t)

详细证明见第 102 页

定理 5.11 G 是紧连通李群，T 是极大环面，映射

ψ : G/T × T reg → Greg, (gT, t) 7→ gtg−1

是满射，且为 |W (G,T )| 对 1 的局部微分同构.

详细证明见第 102 页

然后通过一些繁琐的微分流形体积形式处理，就得到：

定理 5.12 (Weyl积分公式) G 是紧连通李群，T 是极大环面，对 f ∈ C(G)，有∫
G

f(g)dg =
1

|W (G)|

∫
T

d(t)

∫
G/T

f(gtg−1)dgTdt

详细证明见第 102 页



§5.3 Weyl 特征公式 55

推论 5.13 如果 f 还是一个类函数，则有∫
G

f(g)dg =
1

|W (G)|

∫
T

d(t)f(t)dt

5.3 Weyl特征公式

定义 5.14 G 是紧李群，T 是极大环面，定义

(1) 令 f : t → C 为一个函数，我们称 f 下降 到 T，如果 f(H + Z) = f(H)，对
任意的 H ∈ t，Z ∈ Ker exp. 在这种情况下，记 f : T → C 为

f(eH) = f(H)

(2) 若 f : t→ C 满足 f(wH) = f(H)，对任意 w ∈W (∆(gC)
∨)，则称 f 为 W -不

变.

(3) 若 f : t→ C 满足 f(wH) = det(w)f(H)，对任意 w ∈W (∆(gC)
∨)，则称 f 为

斜-W -不变.

(4) 若 F : T → C 满足 F (cwt) = F (t)，对任意 w ∈ N(T )，则称 F 为 W -不变.

(5) 若 F : T → C 满足 F (cwt) = det(Ad(w)|t)F (t)，对任意 w ∈ N(T )，则称 F

为 斜-W -不变.

引理 5.15 G 是紧连通李群，T 是极大环面，则

(1) 若 f : t→ C 下降到 T 并且 W -不变，则 f : T → C 是 W -不变的.

(2) G 上连续类函数与 T 上 W -不变连续函数存在一一对应.

详细证明见第 102 页

此引理第二条就是在说
C(G)class ∼= C(T )W

现在取单根系 Π(gC) = {α1, · · · , αl}，对应有正根系 ∆+(gC)，回忆存在唯一的 ρ ∈ (it)∗

满足

ρ(hαi
) = 2

B(ρ, αi)

B(αi, αi)
= 1, 1 ≤ i ≤ l
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引理 5.16 G 是紧李群，T 是极大环面.

(1) ρ =
1

2

∑
α∈∆+(gC)

α.

(2) 对 w ∈W (∆(gC))，wρ− ρ ∈ R ⊂ A(T )，因此函数 ξwρ−ρ 下降到 T .

详细证明见第 102 页

定义 5.17 G 是紧李群，T 是极大环面，令 ∆: t→ C 定义为

∆(H) =
∏

α∈∆+(gC)

(
eα(H)/2 − e−α(H)/2

)
, ∀H ∈ t

引理 5.18 G 是紧李群，T 是极大环面.

(1) 函数 ∆ 在 t 上斜对称.

(2) 函数 ∆ 下降到 T 当且仅当函数 H 7→ e−ρ(H) 下降到 T .

(3) 函数 |∆|2 总是下降到 T，并且对 t ∈ T，有 d(t) = |∆(t)|2.

详细证明见第 102 页

于是上一节的 Weyl 积分公式可以改写为：∫
G

f(g)dg =
1

|W (G)|

∫
T

|∆(t)|2
∫

G/T

f(gtg−1)dgTdt

回忆我们之前定义过

Ξ = {H ∈ t : α(H) /∈ 2πiZ, ∀α ∈ ∆(gC)}

在 t 中稠密，并且 expΞ = T reg.

定义 5.19 G 是紧李群，T 是极大环面，固定 λ ∈ A(T )，令 Θλ : Ξ→ C 定义为

Θλ(H) =

∑
w∈W (∆(gC))

det(w)e(w(λ+ρ))(H)

∆(H)

=

∑
w∈W (∆(gC))

det(w)e(w(λ+ρ)−ρ)(H)∏
α∈∆+(gC)

(
1− e−α(H)

)
引理 5.20 G 是紧连通李群，T 是极大环面. 固定一个 λ ∈ A(T ). 函数 Θλ 下降到
T reg 上的一个光滑 W -不变函数. 对应的这个函数仍然记为 Θλ，并且唯一延拓到
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Greg 上的一个光滑类函数.

详细证明见第 103 页
对 G 是紧连通李群，T 是极大环面，λ, λ′ ∈ A(T )，函数 ξλ : T → C 可以被视为

T 的一个一维不可约表示. 因此可见 ξλ 与 ξλ′ 是等价的当且仅当它们作为函数是一样
的，即当且仅当 λ = λ′，由 T 上的特征根理论，即有

∫
T

ξλ(t)ξ−λ′(t)dt =

1, λ = λ′

0, λ 6= λ′

定理 5.21 (Weyl Character Formula) G 是紧连通李群，T 是极大环面，V (λ) 是
对应最高权 λ 的不可约表示，则其特征 χλ 满足

χλ(g) = Θλ(g), ∀g ∈ Greg

详细证明见第 103 页

定理 5.22 (Weyl Denominator Formula) G 是紧连通李群，T 是极大环面，则

∆(H) =
∑

w∈W (∆(gC))

det(w)e(wρ)(H), H ∈ t

详细证明见第 103 页
从而我们可见

χλ(e
H) =

∑
w∈W (∆(gC))

det(w)e(w(λ+ρ))(H)∑
w∈W (∆(gC))

det(w)e(wρ)(H)

对 H ∈ t，eH ∈ T reg，即 H ∈ Ξ.

定理 5.23 (Weyl Dimension Formula) G 是紧连通李群，有极大环面 T，则有

dimV (λ) =
∏

α∈∆+(gC)

B(λ+ ρ, α)

B(ρ, α)

详细证明见第 103 页

定理 5.24 (Highest Weight Classification) 对紧连通李群 G，T 是极大环面，则
存在不可约表示到支配解析整权的一一对应，由态射 V (λ)→ λ 给出.

详细证明见第 103 页





第六章 具体例子

6.1 SU(2)

具体矩阵表示 回忆

SU(2) = {g ∈ GL(2,C) : g∗g = I, det g = 1}

现在设

g =

(
a c

b d

)
由于 g 是酉矩阵，从而第一列是单位向量，即

|a|2 + |b|2 = 1

所以与其正交的单位向量只能形如

eiθ

(
−b
a

)

结合行列式只能为 1，得到 eiθ = 1，从而得到

SU(2) =

{(
a −b
b a

)
: |a|2 + |b|2 = 1

}
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所以作为流形，有
SU(2) ∼= S3 =⇒ dimR SU(2) = 3

从而可以看见 SU(2) 是紧连通并且单连通的.
现在我们可以考虑其在单位元处的切空间，得到 su(2)，即取光滑曲线 g(t) ∈ SU(2)，

g(0) = I，设
X = g′(0)

由于
g(t)∗g(t) = I

在 t = 0 处求导，得到
d
dt

∣∣∣∣
t=0

g(t)∗g(t) = X∗ +X = 0

另外一方面，由于 det(g(t)) = 1，从而求导可以得到 trX = 0，因此可见

su(2) = {X ∈M2(C) : X∗ +X = 0, trX = 0}

而通过设元素，不难得到

su(2) =

{(
ix −w
w −ix

)
: x ∈ R, w ∈ C

}

由于这是切空间，另一方面通过自由度也可以看出来

dimR su(2) = 3

指数映射公式 对于 su(2) 的指数映射而言，回忆例 3.3 可见

etX = (cosλt)I + sinλt
λ

X

极大环面与 Cartan子代数 SU(2) 中最自然的极大环面就是对角子群

T =

{
tθ =

(
eiθ 0

0 e−iθ

)
: θ ∈ R

}

显然可见
T ∼= S1

所以可见
rank SU(2) = 1
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对应的 Cartan 子代数为

t =

{(
ix 0

0 −ix

)
: x ∈ R

}
定义

H =

(
1 0

0 −1

)
则可见

t = R(iH)

并且 it = RH.

李代数的复化 注意到对 X ∈ su(2)，可以写成

X =

(
ix z

−z −ix

)
, a ∈ R, z ∈ C

令 z = b+ ic 就得到

X = a

(
i 0

0 −i

)
+ b

(
0 1

−1 0

)
+ c

(
0 i

i 0

)

将上面三个矩阵分别记为 X1, X2, X3，这是 su(2) 作为实线性空间的基，从而可见

su(2) ∼= RX1 ⊕ RX2 ⊕ RX3

所以复化之后立刻得到
su(2)C = CX1 ⊕ CX2 ⊕ CX3

注意 sl(2,C) 的标准基

H =

(
1 0

0 −1

)
, E =

(
0 1

0 0

)
, F =

(
0 0

1 0

)

可以写成
H = −iX1, E =

1

2
(X2 − iX3) , F =

1

2
(X2 + iX3)

从而可见
su(2)C = su(2)⊗R C ∼= sl(2,C)

此时不难注意到
[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] = H
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根系 我们的 Cartan 子代数的复化是

tC = CH

其伴随表示由
ad(H)(X) = [H,X]

给出，我们已经注意到

[H,E] = 2E, [H,H] = 0, [H,F ] = −2F

于是定义线性泛函 α ∈ t∗C 满足
α(H) = 2

则可见
E ∈ gα, F ∈ g−α, H ∈ g0

因此得到完整的根空间分解

sl(2,C) = g−α ⊕ tC ⊕ gα = CF ⊕ CH ⊕ CE

所以根系就是
∆(sl(2,C)) = {α,−α}

Killing型与余根 在基 E,H,F 之下，有

adH =

2 0 0

0 0 0

0 0 −2


因此可见

B(H,H) = tr(ad(H)2) = 8

同理可以计算
B(E,F ) = 4

现在由于 it = RH，而 uα ∈ it，设 uα = cH，按定义应满足

2 = α(H) = B(H, cH) = 8c

所以可见
uα =

1

4
H
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从而
hα =

2uα
B(uα, uα)

= H

从而在这个 sl(2,C) 三元组里面，就是自然的

Eα = E, Hα = H, Fα = F

表示 Vn(C2) 现在令 Vn = C[z1, z2]n 为所有二元 n 次齐次多项式，其基为 vk =

zk1z
n−k
2 ，有

dimVn = n+ 1

定义 SU(2) 在其上的作用为

(g · P )(z) = P (g−1z)

我们把群作用微分成李代数作用，对 X ∈ sl(2,C)，其作用为

dπ(X)P (z) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

P (e−tXz)

由于
e−tX = I − tX +O(t2)

从而可见
e−tXz = z − tXz +O(t2)

若 X =

(
a b

c d

)
，则对 z =

(
z1

z2

)
，有

Xz =

(
az1 + bz2

cz1 + dz2

)

因此链式法则给出

dπ(X) = −(az1 + bz2)
∂

∂z1
− (cz1 + dz2)

∂

∂z2

现在代入 E,H,F 就得到

Evk = −kvk−1, Hvk = (n− 2k)vk, Fvk = (k − n)vk+1

由于
α(H) = 2
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令

w =
1

2
α

从而有
w(H) = 1

也就是说 w 是基本权，此时结合

Hvk = (n− 2k)vk

可见 vk 的权为
λk = (n− 2k)w

所以可见
∆(Vn) = {nw, (n− 2)w, · · · ,−(n− 2)w,−nw}

此时 E 是上升算子，F 是下降算子，注意到

Ev0 = 0, Hv0 = nv0

所以可见 v0 = zn2 是最高权向量，其最高权为 λ = nw，现在可以利用李群和李代数表
示的对应关系立刻得到 Vn(C2) 不可约.

所有有限维 sl(2,C)-不可约表示都是 Vn 现在设 V 是有限维 sl(2,C) 不可约表示，取
一个 H-特征向量 v0，设

Hv0 = λv0

因为我们注意到
[H,E] = 2E

所以有
H(Ev0) = EHv0 + [H,E]v0 = (λ+ 2)Ev0

所以如果 Ev0 6= 0，它就是特征值 λ + 2 对应的特征向量，通过不断施加 E，由于 V

是有限维的，这个过程一定会停止，所以可以选取一个非零的 v0 满足

Hv0 = λv0, Ev0 = 0

这就是最高权向量. 现在考虑 F rv0，首先由

[H,F ] = −2F
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可以归纳得到
HF rv0 = (λ− 2r)F rv0

因为 V 是有限维，所以存在最大的 N 使得

FNv0 6= 0

所以有
FN+1v0 = 0 =⇒ EFN+1v0 = 0

我们通过归纳法可以得到

[E,F r] =

r−1∑
j=0

F j [E,F ]F r−1−j

结合 [E,F ] = H 与 Fm 的权为 −2m，可见

[H,Fm] = −2mFm =⇒ HFm = Fm(H − 2m)

所以可见

[E,F r] = F r−1
r−1∑
j=0

(H − 2(r − 1− j)) = rF r−1(H − r + 1)

从而作用在最高权上面有

EF rv0 = F rEv0 + rF r−1(H − r + 1)v0 = r(λ− r + 1)F r−1v0

现在代入 r = N + 1 立刻得到

0 = (N + 1)(λ−N)FNv0

结合 FNv0 6= 0 立刻得到 λ = N，所以可见所有的 H 特征值为

N,N − 2, · · · ,−N + 2, N

而
v0, Fv0, · · · , FNv0

张成一个非零子模，由不可约性必然等于 V，所以可见

dimV = N + 1
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也就是说
V ∼= VN (C2)

计算 Lattices 回忆基本群满足 α = 2w，则根格

R = Zα =⇒ R = 2Zw

现在计算权格
P = {λ ∈ (it)∗ : λ(hα) ∈ Z}

设 λ = cw，可见
λ(hα) = λ(H) = cw(H) = c ∈ Z

所以可见
P = Zw

所以可见 R ⊂ P 并且 P/R ∼= Z/2Z. 现在计算解析格，由于

t = R(iH)

所以指数映射

exp(iθH) =

(
eiθ 0

0 e−θ

)
= I ⇐⇒ θ ∈ 2πZ

所以可见
Ker(exp : t→ T ) = 2πiZH

而解析权格的条件是对任意 K ∈ Ker exp，都有

λ(K) ∈ 2πiZ

设 λ = cw，取 K = 2πiH，有

λ(2πiH) = 2πic ∈ 2πiZ ⇐⇒ c ∈ Z

所以可见
A(T ) = Zw = P

因此对于 SU(2)，有
R = 2Zw ⊂ A(T ) = P = Zw
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此时因为 it = RH，有对偶根格为

R∨ = Zhα = ZH

余权格为
P∨ = {xH : α(xH) ∈ Z}

这等价于说
α(xH) = 2x ∈ Z

所以可见
P∨ =

1

2
ZH

再考虑
E : it→ T, X 7→ exp(2πiX)

对 X = xH，计算得到
E(xH) = I ⇐⇒ x ∈ Z

因此可见
KerE = ZH

所以可见
R∨ = KerE ⊂ P∨

Weyl群 回忆我们的定义是
W = N(T )/T

取

w =

(
0 −1
1 0

)
= J

有

w−1 =

(
0 1

−1 0

)
现在计算

wtθw
−1 = t−θ

所以 w ∈ N(T )，现在假设 g ∈ G，若

gTg−1 = T
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则说明对 tθ ∈ T，有 gtθg
−1 ∈ T，所以其特征子空间为 Ce1 与 Ce2，所以可见

g{Ce1,Ce2} = {Ce1,Ce2}

所以 g 要么保持两个特征直线，要么交换两个特征直线，所以可见 g ∈ T 或者 g ∈ wT，
于是不难得到

N(T ) = T
∐

wT

可见
W (T ) = N(T )/T ∼= Z/2Z

根的反射群 我们的定义是
rα(λ) = λ− λ(hα)α

设 λ = mw，则
rα(mw) = mw −m(2w) = −mw

因此可见
rα(λ) = −λ

也就是说一维的 Weyl 群就是数轴上的反射 x 7→ −x，在 it 上同样为 H 7→ −H.

Weyl腔 由于 rank = 1，所以可见 α⊥ = {0}，所以有两个 Weyl 腔，即

R>0w, R<0w

令 α 为正根，就得到单根系

Π = {α}, ∆+ = {α}, ∆− = {−α}

所以其 Dynkin 图只有一个点.

最高权对应 现在我们已经知道
A(T ) = Zw

所谓支配条件就是
λ(hα) ≥ 0

所以对应的支配解析权就是
nw, n ∈ Z≥0

对应为
n←→ Vn
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6.2 SU(3)

具体矩阵表示 回忆

SU(3) = {g ∈ GL(3,C) : g∗g = I, det g = 1}

现在设

g =

a d p

b e q

c f r

 =
(
u1 u2 u3

)

其中

u1 =

ab
c

 , u2 =

de
f

 , u3 =

pq
r


由于 g 是酉矩阵，所以其三列构成 C3 的一组标准正交基，特别地有

‖u1‖2 = |a|2 + |b|2 + |c|2 = 1

以及
‖u2‖2 = |d|2 + |e|2 + |f |2 = 1

并且
(u1, u2) = ad+ be+ cf = 0

因此一旦给定了互相正交的单位向量 u1, u2，与它们都正交的单位向量构成一个一维
复空间中的单位圆，从而 u3 在差一个 S1 中常数的意义下唯一.

为了将这个向量具体写出来，定义复向量的形式叉积

u1 × u2 =

bf − cecd− af
ae− bd


则

u1 × u2 =

bf − cecd− af
ae− bd


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与 u1, u2 在 Hermite 内积意义下正交. 例如

(u1, u1 × u2) = a bf − ce+ b cd− af + c ae− bd
= a(bf − ce) + b(cd− af) + c(ae− bd) = 0

同理
(u2, u1 × u2) = 0

另一方面，复版本的 Lagrange 恒等式给出

‖u1 × u2‖2 = ‖u1‖2‖u2‖2 − |(u1, u2)|2 = 1

所以 u1 × u2 本身就是单位向量.

进一步有

det
(
u1 u2 u1 × u2

)
= (u1 × u2) · u1 × u2
= ‖u1 × u2‖2 = 1

因此行列式为 1 的条件恰好唯一确定第三列，从而可以写成

SU(3) =


a d bf − ce
b e cd− af
c f ae− bd

 :

|a|2 + |b|2 + |c|2 = 1,

|d|2 + |e|2 + |f |2 = 1,

ad+ be+ cf = 0


与 SU(2) 不同，SU(3) 作为流形并不直接同构于某个球面. 但是可以考虑 SU(3) 在
S5 ⊂ C3 上的自然作用

g · v = gv

这个作用是传递的，而 e1 的稳定子为{(
1 0

0 A

)
: A ∈ SU(2)

}
∼= SU(2)

因此有
SU(3)/ SU(2) ∼= S5

也就是说存在纤维化
SU(2) −→ SU(3) −→ S5

由于
dimR S

5 = 5, dimR SU(2) = 3
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所以得到
dimR SU(3) = 5 + 3 = 8

另一方面，由于 SU(3) 是 U(3) 的闭子群，所以是紧的，并且由上面的纤维化可以看
出其连通性. 再结合

π1(SU(2)) = 0, π1(S
5) = 0

以及纤维化的同伦长正合列，可以得到

π1(SU(3)) = 0

所以 SU(3) 是紧连通并且单连通的.

现在考虑其在单位元处的切空间，得到 su(3). 取光滑曲线

g(t) ∈ SU(3), g(0) = I

并设
X = g′(0)

由于
g(t)∗g(t) = I

在 t = 0 处求导得到
d
dt

∣∣∣∣
t=0

g(t)∗g(t) = X∗ +X = 0

另一方面，由于
det g(t) = 1

在 t = 0 处求导得到
trX = 0

因此
su(3) = {X ∈M3(C) : X∗ +X = 0, trX = 0}

将一般元素写开，得到

su(3) =


 ix1 z12 z13

−z12 ix2 z23

−z13 −z23 −i(x1 + x2)

 : x1, x2 ∈ R, z12, z13, z23 ∈ C


其中对角部分提供 2 个实自由度，而三个复数 z12, z13, z23 一共提供 6 个实自由度，所
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以
dimR su(3) = 2 + 6 = 8

这也与 dimR SU(3) = 8 一致.

指数映射公式 与 su(2) 不同，一般的 su(3) 元素不满足某个统一的二次关系，所以不
会得到

etX = (cosλt)I + sinλt
λ

X

这样简单的公式. 但是由于 X ∈ su(3) 满足

X∗ = −X

所以 X 是正规算子，因此可以酉对角化. 也就是说存在 U ∈ U(3) 以及

λ1, λ2, λ3 ∈ R

使得

X = U

iλ1 0 0

0 iλ2 0

0 0 iλ3

U−1

又因为
trX = 0

所以
λ1 + λ2 + λ3 = 0

于是指数映射可以写成

etX = U

e
itλ1 0 0

0 eitλ2 0

0 0 eitλ3

U−1

由于
eitλ1eitλ2eitλ3 = eit(λ1+λ2+λ3) = 1

可见
etX ∈ SU(3)
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事实上，对 SU(3) 而言指数映射还是满射. 给定 g ∈ SU(3)，由于 g 是酉矩阵，所以存
在 U ∈ U(3) 使得

g = U

e
iθ1 0 0

0 eiθ2 0

0 0 eiθ3

U−1

由 det g = 1 可见
θ1 + θ2 + θ3 ∈ 2πZ

通过将其中某一个 θj 加上适当的 2π 整数倍，可以不妨取

θ1 + θ2 + θ3 = 0

于是令

X = U

iθ1 0 0

0 iθ2 0

0 0 iθ3

U−1 ∈ su(3)

就有
eX = g

所以
exp : su(3) −→ SU(3)

是满射.

极大环面与 Cartan子代数 SU(3) 中最自然的极大环面就是对角子群

T =


e

iθ1 0 0

0 eiθ2 0

0 0 e−i(θ1+θ2)

 : θ1, θ2 ∈ R


显然可见

T ∼= S1 × S1

所以
rank SU(3) = 2

对应的 Cartan 子代数为

t =

i
x1 0 0

0 x2 0

0 0 x3

 : xj ∈ R, x1 + x2 + x3 = 0


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定义

H1 =

1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 , H2 =

0 0 0

0 1 0

0 0 −1


则

t = R(iH1)⊕ R(iH2)

并且
it = RH1 ⊕ RH2

注意这里与 SU(2) 最大的区别之一，就是 dim t = 2，所以后面的根、权、Weyl 腔都
真正变成二维几何对象.

李代数的复化 令 Eij 表示第 (i, j) 个位置为 1，其余位置为 0 的标准矩阵. 对
1 ≤ i < j ≤ 3，定义

Aij = Eij − Eji, Bij = i(Eij + Eji)

同时定义
X1 = iH1, X2 = iH2

则
X1, X2, A12, B12, A13, B13, A23, B23

构成 su(3) 的一组实基，所以

su(3) = RX1 ⊕ RX2 ⊕
⊕

1≤i<j≤3

(RAij ⊕ RBij)

复化之后得到
su(3)C = CX1 ⊕ CX2 ⊕

⊕
1≤i<j≤3

(CAij ⊕ CBij)

现在注意
H1 = −iX1, H2 = −iX2

并且
Eij =

1

2
(Aij − iBij)

以及
Eji = −

1

2
(Aij + iBij)
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所以所有 Eij 与 H1,H2 都落在 su(3)C 中. 它们一共给出 8 个复线性无关元素，恰
好构成

sl(3,C) = {X ∈M3(C) : trX = 0}

的一组基，所以得到
su(3)C = su(3)⊗R C ∼= sl(3,C)

同时 Cartan 子代数复化为

tC =


z1 0 0

0 z2 0

0 0 z3

 : z1 + z2 + z3 = 0

 = CH1 ⊕ CH2

根系 现在取
H = diag(z1, z2, z3) ∈ tC

其中
z1 + z2 + z3 = 0

定义线性泛函
εi ∈ t∗C, εi(H) = zi

注意由于 z1 + z2 + z3 = 0，所以在 tC 上有

ε1 + ε2 + ε3 = 0

现在对标准矩阵 Eij 计算
HEij = ziEij

而
EijH = zjEij

所以
[H,Eij ] = (zi − zj)Eij = (εi − εj)(H)Eij

因此对 i 6= j，都有
Eij ∈ gεi−εj

并且
gεi−εj = CEij

所以根系为
∆(sl(3,C)) = {εi − εj : i 6= j}
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也就是
∆(sl(3,C)) = {±(ε1 − ε2),±(ε2 − ε3),±(ε1 − ε3)}

为了简化记号，令
α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 − ε3

则
α1 + α2 = ε1 − ε3

于是完整根系可以写为

∆(sl(3,C)) = {±α1,±α2,±(α1 + α2)}

对应的根空间分别为
gα1 = CE12, g−α1 = CE21

gα2
= CE23, g−α2

= CE32

以及
gα1+α2

= CE13, g−(α1+α2) = CE31

因此得到完整的根空间分解

sl(3,C) = tC ⊕ CE12 ⊕ CE21 ⊕ CE23 ⊕ CE32 ⊕ CE13 ⊕ CE31

也就是
sl(3,C) = tC ⊕

⊕
α∈∆(sl(3,C))

gα

Killing型与余根 对于 sl(3,C)，Killing 型为

B(X,Y ) = 6 tr(XY )

特别地，先计算

H2
1 =

1 0 0

0 1 0

0 0 0


所以

B(H1,H1) = 6 tr(H2
1 ) = 12

同理
B(H2,H2) = 12
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另一方面

H1H2 =

0 0 0

0 −1 0

0 0 0


所以

B(H1,H2) = 6 tr(H1H2) = −6

现在计算 α1 对应的 uα1
. 由于

it = RH1 ⊕ RH2

并且
α1(H) = B(H,uα1)

对任意 H ∈ it 成立. 注意如果

H = diag(x1, x2, x3)

则
α1(H) = x1 − x2

而

B

(
H,

1

6
H1

)
= 6 tr

(
H

1

6
H1

)
= x1 − x2

所以
uα1

=
1

6
H1

于是
B(uα1 , uα1) =

1

36
B(H1,H1) =

1

3

因此

hα1
=

2uα1

B(uα1 , uα1)
=

2(H1/6)

1/3
= H1

同理
uα2 =

1

6
H2

并且
hα2 = H2

对于
α1 + α2 = ε1 − ε3
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注意

H1 +H2 =

1 0 0

0 0 0

0 0 −1


同样可以计算得到

uα1+α2
=

1

6
(H1 +H2)

以及
hα1+α2

= H1 +H2

因此三个正根对应的余根分别为

hα1
= H1, hα2

= H2, hα1+α2
= H1 +H2

现在计算单根在单余根上的取值. 首先

α1(hα1) = α1(H1) = 2

以及
α2(hα2

) = α2(H2) = 2

另一方面
α1(hα2

) = α1(H2) = −1

以及
α2(hα1) = α2(H1) = −1

所以 Cartan 矩阵为 (
α1(hα1

) α1(hα2
)

α2(hα1
) α2(hα2

)

)
=

(
2 −1
−1 2

)

标准 sl(2,C) 三元组 SU(3) 与 SU(2) 相比最重要的新现象之一，就是现在每一个根
都会在 sl(3,C) 中产生一份 sl(2,C) 三元组.

首先对根 α1，取

Eα1
= E12, Hα1

= H1, Fα1
= E21

直接计算
[H1, E12] = 2E12

以及
[H1, E21] = −2E21
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并且
[E12, E21] = E11 − E22 = H1

因此
CE12 ⊕ CH1 ⊕ CE21

∼= sl(2,C)

同理，对根 α2，有

Eα2
= E23, Hα2

= H2, Fα2
= E32

并且
[H2, E23] = 2E23, [H2, E32] = −2E32, [E23, E32] = H2

所以
CE23 ⊕ CH2 ⊕ CE32

∼= sl(2,C)

最后，对根
α1 + α2 = ε1 − ε3

有
Eα1+α2

= E13, Hα1+α2
= H1 +H2, Fα1+α2

= E31

并且
[H1 +H2, E13] = 2E13

[H1 +H2, E31] = −2E31

以及
[E13, E31] = E11 − E33 = H1 +H2

所以
CE13 ⊕ C(H1 +H2)⊕ CE31

∼= sl(2,C)

因此 sl(3,C) 中三个正根分别给出三个 sl(2,C) 子代数. 后面关于根串、Weyl 反射以
及最高权的许多结论，本质上就是分别限制到这些 sl(2,C) 子代数上之后使用 sl(2,C)
的表示论.
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标准表示 C3 现在考虑 SU(3) 在
V = C3

上的标准表示
g · v = gv

其李代数表示就是
X · v = Xv

令 e1, e2, e3 为 C3 的标准基. 对

H = diag(z1, z2, z3) ∈ tC

有
He1 = z1e1 = ε1(H)e1

He2 = z2e2 = ε2(H)e2

以及
He3 = z3e3 = ε3(H)e3

所以 V = C3 的权为
∆(C3) = {ε1, ε2, ε3}

对应的权空间为
Vε1 = Ce1, Vε2 = Ce2, Vε3 = Ce3

所以
C3 = Vε1 ⊕ Vε2 ⊕ Vε3

现在考察根向量的作用. 有
E12e2 = e1

而
ε2 + α1 = ε2 + (ε1 − ε2) = ε1

所以
E12 : Vε2 −→ Vε1

正好将权增加 α1.

同理
E23e3 = e2
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而
ε3 + α2 = ε2

所以
E23 : Vε3 −→ Vε2

又有
E13e3 = e1

而
ε3 + α1 + α2 = ε1

所以
E13 : Vε3 −→ Vε1

这就具体体现了
gαVλ ⊂ Vλ+α

计算 Lattices 现在选择单根系

Π = {α1, α2}

其中
α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 − ε3

定义基本权 w1, w2 满足
wi(hαj

) = δij

由于
hα1

= H1, hα2
= H2

所以需要
w1(H1) = 1, w1(H2) = 0

以及
w2(H1) = 0, w2(H2) = 1

设
w1 = aα1 + bα2

则
w1(H1) = 2a− b = 1
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以及
w1(H2) = −a+ 2b = 0

第二式给出
a = 2b

代入第一式得到
4b− b = 1

所以
b =

1

3
, a =

2

3

因此
w1 =

2α1 + α2

3

同理可以计算得到

w2 =
α1 + 2α2

3

所以

w1 =
2α1 + α2

3
, w2 =

α1 + 2α2

3

反过来有
α1 = 2w1 − w2, α2 = −w1 + 2w2

利用
ε1 + ε2 + ε3 = 0

还可以将基本权写为

w1 =
2ε1 − ε2 − ε3

3

以及
w2 =

ε1 + ε2 − 2ε3
3

而在 tC 上，由于
ε1 + ε2 + ε3 = 0

所以可以简写为
w1 = ε1

以及
w2 = ε1 + ε2 = −ε3

现在根格为
R = Zα1 ⊕ Zα2
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而权格定义为
P = {λ ∈ (it)∗ : λ(hα1

), λ(hα2
) ∈ Z}

由于 w1, w2 是 hα1
, hα2

的对偶基，任取

λ = aw1 + bw2

都有
λ(hα1) = a, λ(hα2) = b

所以
λ ∈ P ⇐⇒ a, b ∈ Z

因此
P = Zw1 ⊕ Zw2

结合
α1 = 2w1 − w2, α2 = −w1 + 2w2

可见
R ⊂ P

并且从变换矩阵 (
2 −1
−1 2

)
的行列式

det
(

2 −1
−1 2

)
= 3

可见
[P : R] = 3

所以
P/R ∼= Z/3Z

现在计算解析格. 回忆

t = {i diag(x1, x2, x3) : xj ∈ R, x1 + x2 + x3 = 0}

如果
K = i diag(x1, x2, x3) ∈ t
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则
expK = diag(eix1 , eix2 , eix3)

所以
expK = I

当且仅当
x1, x2, x3 ∈ 2πZ

结合
x1 + x2 + x3 = 0

可见

Ker(exp : t→ T ) = 2πi{diag(m1,m2,m3) : mj ∈ Z, m1 +m2 +m3 = 0}

而任意满足
m1 +m2 +m3 = 0

的整数对角矩阵都可以唯一写成

m1H1 −m3H2

所以
Ker(exp : t→ T ) = 2πi (ZH1 ⊕ ZH2)

现在设
λ = aw1 + bw2

解析整条件要求对任意
K ∈ Ker exp

都有
λ(K) ∈ 2πiZ

特别地取
K = 2πiH1

得到
λ(2πiH1) = 2πia

所以必须有
a ∈ Z
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同理取
K = 2πiH2

得到
b ∈ Z

反过来，如果 a, b ∈ Z，显然解析整条件成立，所以

A(T ) = Zw1 ⊕ Zw2 = P

因此对于 SU(3)，有
R ⊂ A(T ) = P

并且
P/R ∼= Z/3Z

现在计算对偶格. 对偶根格为

R∨ = Zhα1
⊕ Zhα2

= ZH1 ⊕ ZH2

余权格定义为
P∨ = {H ∈ it : α1(H), α2(H) ∈ Z}

定义基本余权 w∨
1 , w

∨
2 满足

αi(w
∨
j ) = δij

设
w∨

1 = aH1 + bH2

则要求
2a− b = 1

以及
−a+ 2b = 0

所以
a =

2

3
, b =

1

3

因此

w∨
1 =

2H1 +H2

3

同理

w∨
2 =

H1 + 2H2

3
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所以
P∨ = Zw∨

1 ⊕ Zw∨
2

再考虑
E : it −→ T, X 7−→ exp(2πiX)

对
X = xH1 + yH2

有
X = diag(x,−x+ y,−y)

从而
E(X) = diag

(
e2πix, e2πi(−x+y), e−2πiy

)
所以

E(X) = I

当且仅当
x, y ∈ Z

因此
KerE = ZH1 ⊕ ZH2 = R∨

所以对于 SU(3)，完整的格关系为

R ⊂ A(T ) = P

以及
R∨ = KerE ⊂ P∨

同时
P/R ∼= Z/3Z

这个 Z/3Z 与 SU(3) 的中心

Z(SU(3)) = {ζI : ζ3 = 1} ∼= Z/3Z

密切相关.
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Weyl群 回忆 Weyl 群定义为
W = N(T )/T

其中
N(T ) = {g ∈ SU(3) : gTg−1 = T}

首先取

w1 =

0 −1 0

1 0 0

0 0 1


显然

w1 ∈ SU(3)

对
t = diag(z1, z2, z3) ∈ T

直接计算得到
w1tw

−1
1 = diag(z2, z1, z3)

所以 w1 交换第一、第二个对角元.
同理取

w2 =

1 0 0

0 0 −1
0 1 0


则

w2tw
−1
2 = diag(z1, z3, z2)

所以 w2 交换第二、第三个对角元.
现在说明所有 N(T ) 中的元素都只能给出这种排列. 取一个正则元素

t = diag(z1, z2, z3) ∈ T

其中
z1, z2, z3

两两不同. 此时 t 的三个特征子空间恰好为

Ce1, Ce2, Ce3

如果
g ∈ N(T )
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则
gtg−1 ∈ T

所以 gtg−1 仍然以
Ce1, Ce2, Ce3

为特征子空间.
另一方面，gtg−1 的特征子空间就是

gCe1, gCe2, gCe3

所以必然有
g{Ce1,Ce2,Ce3} = {Ce1,Ce2,Ce3}

因此 g 必然将三个坐标直线进行某个排列. 换句话说，g 必然是一个 monomial matrix，
也就是每一行和每一列恰好只有一个非零元素的酉矩阵.

模掉对角矩阵 T 之后，只剩下对三个坐标的排列，因此

W = N(T )/T ∼= S3

更具体地，可以写成
N(T ) =

∐
σ∈S3

wσT

其中 wσ 是对应排列 σ 的某个 SU(3) 中代表元.
特别地，w1, w2 对应两个相邻换位

s1 = (12), s2 = (23)

所以
W = 〈s1, s2〉 ∼= S3

并满足
s21 = s22 = 1

以及 braid relation
s1s2s1 = s2s1s2
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根的反射群 对根 α，反射定义为

rα(λ) = λ− λ(hα)α

首先考虑
rα1

设
λ = aw1 + bw2

由于
λ(hα1) = a

所以
rα1

(λ) = aw1 + bw2 − aα1

= aw1 + bw2 − a(2w1 − w2)

= −aw1 + (a+ b)w2

因此
rα1(aw1 + bw2) = −aw1 + (a+ b)w2

同理，由于
λ(hα2

) = b

所以
rα2(λ) = aw1 + bw2 − bα2

= aw1 + bw2 − b(−w1 + 2w2)

= (a+ b)w1 − bw2

因此
rα2

(aw1 + bw2) = (a+ b)w1 − bw2

从 εi 的角度看则更加直观. 由于

α1 = ε1 − ε2

所以 rα1 恰好交换
ε1, ε2

而固定 ε3. 同理，rα2 恰好交换
ε2, ε3

而固定 ε1.
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因此根反射群就是对
ε1, ε2, ε3

进行所有排列，所以
W (∆) = 〈rα1

, rα2
〉 ∼= S3

这与前面从
N(T )/T

得到的 Weyl 群完全一致.

Weyl腔 现在

it = {diag(x1, x2, x3) : xj ∈ R, x1 + x2 + x3 = 0}

这是一个二维实向量空间.

三个正负根对应的反射超平面分别为

α1(H) = 0 ⇐⇒ x1 = x2

α2(H) = 0 ⇐⇒ x2 = x3

以及
(α1 + α2)(H) = 0 ⇐⇒ x1 = x3

所以三条直线
x1 = x2, x2 = x3, x1 = x3

将二维空间 it 分成 6 个连通分支，也就是 6 个 Weyl 腔.

我们选择其中一个 Weyl 腔
x1 > x2 > x3

则
α1(H) = x1 − x2 > 0

以及
α2(H) = x2 − x3 > 0

所以对应的单根系为
Π = {α1, α2}

正根系为
∆+ = {α1, α2, α1 + α2}
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负根系为
∆− = {−α1,−α2,−(α1 + α2)}

在权空间 (it)∗ 中，如果写

λ = aw1 + bw2

则
λ(hα1) = a, λ(hα2) = b

所以正 Weyl 腔可以写成
a > 0, b > 0

而闭的支配 Weyl 腔为
a ≥ 0, b ≥ 0

由于
α1(hα2

) = α2(hα1
) = −1

而两根长度相同，所以
2B(α1, α2)

B(α2, α2)
= −1

从而
B(α1, α2) = −

1

2
B(α2, α2)

所以单根之间夹角满足

cos θ = −1

2

也就是

θ =
2π

3

因此 sl(3,C) 的根系为 A2 型，其 Dynkin 图为两个点之间连接一条单边，即

A2 : ◦ −◦

对应两个单根 α1, α2.
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最高权与标准表示 现在我们已经知道

A(T ) = P = Zw1 ⊕ Zw2

支配条件为
λ(hα1

) ≥ 0, λ(hα2
) ≥ 0

所以支配解析整权恰好为

λ = aw1 + bw2, a, b ∈ Z≥0

因此最高权分类给出
ŜU(3)←→ Z2

≥0

具体为
(a, b)←→ V (aw1 + bw2)

通常将这个不可约表示简记为

Va,b = V (aw1 + bw2)

现在回到标准表示
V = C3

我们之前已经知道其三个权为
ε1, ε2, ε3

而
w1 = ε1

同时
w2 = ε1 + ε2

所以
ε1 = w1

ε2 = w2 − w1

以及
ε3 = −w2

因此标准表示的权为
∆(C3) = {w1,−w1 + w2,−w2}
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选择前面的正根系
∆+ = {α1, α2, α1 + α2}

则
n+ = gα1

⊕ gα2
⊕ gα1+α2

= CE12 ⊕ CE23 ⊕ CE13

也就是严格上三角矩阵.

注意
E12e1 = 0, E23e1 = 0, E13e1 = 0

所以
n+e1 = 0

另一方面，e1 的权为
w1

因此 e1 是最高权向量，最高权为
w1

所以标准表示就是
C3 ∼= V (w1) = V1,0

通过负根向量可以看到其他两个权. 首先

E21e1 = e2

所以权由
w1

下降一个 α1，得到

w1 − α1 = w1 − (2w1 − w2) = −w1 + w2

这正是 e2 的权.

然后
E32e2 = e3

所以再次下降一个 α2，得到

(−w1 + w2)− α2 = −w1 + w2 − (−w1 + 2w2)

= −w2

这正是 e3 的权.
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所以标准表示的权可以画成

w1 −→ −w1 + w2 −→ −w2

其中第一步减去 α1，第二步减去 α2.

第二个基本表示 现在考虑
Λ2C3

其一组基为
e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e2 ∧ e3

由于张量积以及外幂中的权相加，所以

e1 ∧ e2

的权为
ε1 + ε2 = w2

同理
e1 ∧ e3

的权为
ε1 + ε3 = w1 − w2

以及
e2 ∧ e3

的权为
ε2 + ε3 = −w1

所以
∆(Λ2C3) = {w2, w1 − w2,−w1}

现在检查
e1 ∧ e2

是最高权向量. 有

E12(e1 ∧ e2) = (E12e1) ∧ e2 + e1 ∧ (E12e2) = 0 + e1 ∧ e1 = 0

同理
E23(e1 ∧ e2) = 0
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以及
E13(e1 ∧ e2) = 0

所以
n+(e1 ∧ e2) = 0

因此其最高权为
w2

所以
Λ2C3 ∼= V (w2) = V0,1

另一方面，由于 det = 1，存在自然的 SU(3)-模同构

Λ2C3 ∼= (C3)∗

所以两个基本权 w1, w2 分别对应两个基本表示

V (w1) = C3, V (w2) = (C3)∗ ∼= Λ2C3

伴随表示的最高权 现在考虑 sl(3,C) 自身的伴随表示. 它的非零权就是根

±α1, ±α2, ±(α1 + α2)

而零权空间就是
tC

其中维数为 2.

最高根为
α1 + α2

而
α1 + α2 = (2w1 − w2) + (−w1 + 2w2)

= w1 + w2

对应最高权向量为
E13 ∈ gα1+α2

所以伴随表示的最高权为
w1 + w2

因此
sl(3,C) ∼= V (w1 + w2) = V1,1
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作为表示，其维数为
dim sl(3,C) = 8

所以 SU(3) 的不可约表示最终可以统一记为

Va,b = V (aw1 + bw2), a, b ∈ Z≥0

其中最基本的几个例子为
V0,0 = C

V1,0 = C3

V0,1 = (C3)∗

以及
V1,1 = sl(3,C)

这就是 SU(3) 的最高权分类.
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证明 (引理 1.14) 暂略，参见 GTM235-Lemma-3.2.

返回原环境

证明 (定理 1.15) 暂略，参见 GTM235-Theorem-3.3.

返回原环境

证明 (定理 1.16) 暂略，参见 GTM235-Theorem-3.7.
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证明 (定理 1.26) 暂略，参见 GTM235-Theorem-3.21.
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证明 (引理 1.27) 暂略，参见 GTM235-Lemma-3.23.

返回原环境

证明 (定理 1.29) 暂略，参见 GTM235-Theorem-3.24.

返回原环境

证明 (定理 1.30) 暂略，参见 GTM235-Theorem-3.25.

返回原环境

证明 (推论 1.31) 暂略，参见 GTM235-Corollary-3.26.
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证明 (定理 1.32) 暂略，参见 GTM235-Theorem-3.28.

返回原环境

证明 (定理 2.3) 暂略，参见 GTM235-Theorem-4.5.

返回原环境

证明 (定理 2.5) 暂略，参见 GTM235-Theorem-4.8.

返回原环境

证明 (定理 2.7) 暂略，参见 GTM235-Theorem-4.14.

返回原环境

证明 (定理 2.8) 暂略，参见 GTM235-Theorem-4.16.

返回原环境

证明 (定理 2.10) 暂略，参见 GTM235-Theorem-5.2.
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返回原环境

证明 (引理 2.17) 暂略，参见 GTM235-Lemma-5.7.

返回原环境

证明 (定理 2.21) 暂略，参见 GTM235-Theorem-5.12 与 Corollary-5.13.

返回原环境

证明 (定理 2.24) 暂略，参见 GTM235-Theorem-5.18.

返回原环境

证明 (定理 2.25) 暂略，参见 GTM235-Theorem-5.21.

返回原环境

证明 (定理 2.26) 暂略，参见 GTM235-Theorem-5.22.

返回原环境

证明 (定理 3.16) (1) 显然. (2) 由于 Ad(g) = d(cg)，所以保持李括号，因此有

ad(Ad(g)X)(Y ) = [Ad(g)X,Y ] = Ad(g)[X,Ad(g)−1Y ]

从而
ad(Ad(g)X) = Ad(g) ◦ ad(X) ◦Ad(g−1)

从而可见

B(Ad(g)X,Ad(g)Y ) = tr(Ad(g) ◦ ad(X) ◦Ad(g)−1 ◦Ad(g) ◦ ad(Y ) ◦Ad(g)−1)

= tr(adX ◦ ad(Y )) = B(X,Y )

(3) 对 (2) 取 g(t) = etZ 求导就立即得到.
(4) 对 X ∈ fg，选择一个包含 X 的 Cartan 子代数，则根空间分解告诉我们

B(X,X) =
∑

α∈∆(gC)

α2(X)
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由定理 3.9 可知在 t 上是纯虚的，从而 B 首先是半负定的，如果 B(X,X) = 0，则
α(X) = 0 对所有 α 成立，也就是说 X ∈ z(g)，考虑分解 g = g′ ⊕ z(g) 就立刻得到.

(5) 对 Xα ∈ gα，H ∈ t，由 (3) 得

0 = B(ad(H)Xα, Xβ) +B(Xα, ad(H)Xβ) = (α+ β)(H)B(Xα, Xβ)

故得证.
(6) 回忆有 θgα = g−α，因此对 Xα = Uα + iVα ∈ gα，Uα, Vα ∈ g，则可见

Uα − iVα ∈ g−α，所以

B(Uα + iVα, Uα − iVα) = B(Uα, Uα) +B(Vα, Vα)

由于对 α 6= 0 有 gα ⊂ (g′)C，所以上式非零，是非奇异的.
(7) 很显然 z(gC) ⊂ rad(B)，因为对中心中的元素 Z，有 ad(Z) = 0. 反过来，结合

gC = (g′)C ⊕ z(gC)

可见任意的 X ∈ rad(B) 可以写成

X = Z + S, Z ∈ z(gC), S ∈ (g′)C

由于 X,Z ∈ rad(B)，所以自然有 S = X − Z ∈ rad(B)，现在考虑半单李代数 g′ 的根
空间分解

(g′)C = (t′)C ⊕
⊕

α∈∆((g′)C)

gα

因此 S 可以唯一写成
S = H +

∑
α∈∆((g′)C)

Sα

由于对任意的 Y ∈ g−α ⊂ gC，都有

B(S, Y ) = 0 =⇒ B(Sα, Y ) = 0

从而结合在 gα × g−α 上非奇异可见 Sα = 0. 同理结合 g′ 半单，我们还知道 B 在
t′C× t′C 上非奇异，同理可见 S = H ∈ rad(B) 从而 H = 0，因此 S = 0，即 X ∈ z(gC).

(8) 结合 gα 仅与 g−α 配对，而 θgα = g−α，代入验证不难发现正定性.
(9) 思路为：先说明 tr(XY ) 是 Ad-不变的，然后由于在 g ⊂ u(n) 负定，因此

− tr(XθY ) 为 gC 上的 Ad-不变内积，而 −B(X, θY ) 也是，结合 g 单，可见 gC 在
Ad-作用下是不可约表示，而推论 1.9 告诉我们其上得到不变内积在差一个正常数的意
义下唯一，消掉 θ 立刻得证.
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返回原环境

证明 (推论 3.21) 暂略，参见 GTM235-Corollary-6.22.

返回原环境

证明 (定理 4.9) (1) 若 w ∈ N 在 t 上通过 Ad 平凡作用，由于 exp t = T，并且

cw ◦ exp = exp ◦Ad(w)

可见 w ∈ ZG(T )，而定理 2.21 告诉我们 ZG(T ) = T，因此可见 w ∈ T，故忠实作用.
(2) 对 w ∈ N，H ∈ tC 与 Xα ∈ gα，则可见

[H,Ad(w)Xα] = Ad(w)[Ad(w)−1H,Xα] = (wα)(H)Ad(w)Xα

从而 Ad(w)gα ⊂ gwα，结合 dim gα = 1 与作用是可逆的立刻可见取等. 特别地可见
wα ∈ ∆(gC).

(3) 由 (2) 立刻得到. (4) 注意

B(uwα,H) = α(w−1H) = B(uα, w
−1H) = B(wuα,H)

故可见 uwα = wuα，由于 w 的作用保持 Killing 型，故可见 whα = hwα.
(5) 注意到 ∆(gC) 是有限集，而 W 在其上的作用是忠实的，从而只能是其置换群

的子群，故为有限的.
(6) 意思即 T 中元素在 G 中的共轭类等价于 W 作用下的轨道. 现在假设对 g ∈ G

有
gt1g

−1 = t2

从而可见 T 与 gTg−1 包含在 ZG(t2)
◦ 中，而左边二者都是极大环面，从而由共轭性

知道存在 z ∈ ZG(t2) 使得

z(gTg−1)z−1 = T =⇒ zg ∈ N(T )

而再注意到 czgt1 = czt2 = t2，故得证.

返回原环境

证明 (引理 4.16) 道理在于单根的法平面切出来 Weyl 腔，反之亦然，(3) 之前用根串
理论也说明过了. 具体见 GTM-235-Lemma-6.42.
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返回原环境

证明 (定理 4.17) 暂略，参见 GTM-235-Theorem-6.43.

返回原环境

证明 (定理 5.7) 暂略，参见 GTM-235-Theorem-7.7.

返回原环境

证明 (引理 5.9) 暂略，参见 GTM-235-Lemma-7.9.

返回原环境

证明 (引理 5.10) 暂略，参见 GTM-235-Lemma-7.10.

返回原环境

证明 (定理 5.11) 暂略，参见 GTM-235-Theorem-7.11.

返回原环境

证明 (定理 5.12) 暂略，参见 GTM-235-Theorem-7.16.

返回原环境

证明 (引理 5.15) 暂略，参见 GTM-235-Lemma-7.19.

返回原环境

证明 (引理 5.16) 暂略，参见 GTM-235-Lemma-7.20.

返回原环境

证明 (引理 5.18) 暂略，参见 GTM-235-Lemma-7.22.

返回原环境
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证明 (引理 5.20) 暂略，参见 GTM-235-Lemma-7.26.

返回原环境

证明 (定理 5.21) 暂略，参见 GTM-235-Theorem-7.29.

返回原环境

证明 (定理 5.22) 暂略，参见 GTM-235-Theorem-7.30.

返回原环境

证明 (定理 5.23) 暂略，参见 GTM-235-Theorem-7.32.

返回原环境

证明 (定理 5.24) 暂略，参见 GTM-235-Theorem-7.34.

返回原环境
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