
CHAPTER 1. 陈氏定理 5

1.2 2024 年 10 月 10 日

1.2.1 陈氏定理证明的第二步

目标：R1,2(N) ≥ 0.67
SNN

(logN)2
，其中 SN =

∏
p|N,p>2

p− 1

p− 2

∏
p>2

p(p− 2)

(p− 1)2
.

下面介绍 Selberg 筛法，证明见 Nathanson 的加性数论.

Theorem 1.2.1. 在一些条件下，若 z << ξλ, λ > 0，则有上界估计：

SN(C, q, z) ≤
γ(q)

q
·X · ΓN(z)

(
F

(
log(ξ2)

log z

)
+ ε

)
+

∑
n≤ξ2,n|PN (z)

ev(n)η(x, qn)

有下界估计：

SN(C, q, z) ≤
γ(q)

q
·X · ΓN(z)

(
f

(
log(ξ2)

log z

)
− ε

)
−

∑
n≤ξ2,n|PN (z)

ev(n)η(x, qn)

Remark 1.2.1.

• 其中 γ(x) 为乘性函数，使得

η(x, n) =

∣∣∣∣∣∣
∑

a∈C,n|a

1− γ(n)

n
X

∣∣∣∣∣∣
较小，其中 X ∼ |C|.

即选择

γ(p) =


p

p− 1
, p ∤ N

0, p | N

• ΓN(z) =
∏

p<z,p∤N

(
1− γ(p)

p

)
.

• v(n) 为 n 的不同的素因子个数.

• F (u) 与 f(u) 由下面的微分方程定义 F (u) =
2eγ0

u
, f(u) = 0, 0 < u ≤ 2

(uF (u))′ = f(u− 1), (uf(u))′ = F (u− 1), 2 ≤ u

• γ0 为欧拉常数.
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则我们有

ΓN(z) =
∏

p<z,p∤N

(
1− γ(p)

p

)
∼ N

φ(N)

∏
p∤N

1− γ(p)
p

1− 1
p

e−γ0

log z

(在 A 情况下) ∼ N

φ(N)

∏
p∤N

p(p− 2)

(p− 1)2
e−γ0

log z

∼ N

φ(N)

∏
p|N,p>2

(p− 1)2

p(p− 2)
·
∏
p>2

p(p− 2)

(p− 1)2
e−γ0

log z

∼ 2

( ∏
p|N,p>2

p− 1

p− 2

)
·
∏
p>2

p(p− 2)

(p− 1)2
e−γ0

log z

∼ 2e−γ0

log z
SN

所以我们可以估计3

SN(A, 1, N
1
10 ) ≥ N

logN
· 2e−γ0

log(N
1
10 )

SN

(
f

(
log(ξ2)

log(N
1
10 )

)
− ε

)
+

∑
n≤ξ2,n|PN (z)

3v(n)η(x, n)

≥ 20N

logN

e−γ0

logN
SNf(5) + EA

我们可以解得

f(u) =



0, 0 < u ≤ 2

2eγ0 log(u− 1)

u
, 2 < u ≤ 4

2eγ0

log(u− 1) +
∫ u−1

3

∫ t−1

2

log(s− 1)

s
ds

t
dt


u

, 4 < u ≤ 6

从而我们可以估计出

SN(A, 1, N
1
10 ) ≥ 20N

logN

e−γ0

logN
SNf(5) + EA

≥ 11.208
N

(logN)2
SN + EA

对于第二项的上界估计：

3ξ2 越大越好，但不能太大，从而让余项可控，我们在这里取 ξ2A = N
1
2 (logN)

−B
.
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我们令 ξ2A,p = N
1
2 (logN)−B，可以求出

F (u) =


2eγ0

u
, 0 < u ≤ 3

2eγ0
(
1 +

∫ u−1

2

log(t− 1)

t
dt

)
u

, 3 < u ≤ 5

则有

∑
N

1
10<p<N

1
3

SN(A, p,N
1
10 ) ≤

∑
N

1
10<p<N

1
3

(
1

p− 1

N

logN

2e−γ0

logN
SNF

(
log(ξ2A,p)
1
10
logN

)
+ EA,p

)

≤ 17.112
SNN

(logN)2
+ E2

再算：

X ∼ |B| ∼ N

logN

∫ 1
3

1
10

dα

α

∫ 1
2
− 1

2
α

1
3

dβ

β(1− α− β)

有

ΓN(z) ∼
∏

p<N
1
2 (logN)−B

,p∤N

(
1− γ(p)

p

)
∼ 4e−γ0SN

logN

令 ξ2B = N
1
2 (logN)−B = z，代入 F (1) = 2eγ0，有

SN(B, 1, N
1
2 (logN)−B) ≤ 0.491

N

logN

4e−γ0SN

logN
2eγ0 + E3

≤ 3.928
SNN

(logN)2
+ E3

所以我们得出

R1,2(N) ≥
(
11.208− 1

2
17.112− 1

2
3.928

)
SNN

(logN)2
+ E1 + E2 + E3 > 0.67

SNN

(logN)2

至此，陈氏定理证毕.


