
Chapter 1

陈氏定理

1.1 2024 年 9 月 26 日

1.1.1 陈氏定理证明的第一步

我们给出以下约定：

• 令 C 为一列正整数(可重复).

• 令 PN(z) =
∏
p<z
p∤N

p，其中 p 为素数.

• q 满足 (q,NPN(z)) = 1.

• SN(C, q, z) = {n : n ∈ C, q | n, (n, PN(z)) = 1}.

我们从一个例子去理解：

Example 1.1.1. 令 C = {1, 2, · · · , n}，其中
√
n /∈ Z，再令 N = 1，q = 1，z =

√
n.

Solution. 我们来研究一下此时的 SN(C, q, z)：此时 P1

√
n =

∏
p<

√
n,p∤1

p =
∏

p<
√
n

p，则

S1

(
{1, 2, · · · , n}, 1,

√
n
)
=

m ∈ Z : 1 ≤ m ≤ n, (m,
∏
p<

√
n

p) = 1


也就是 m 的素因子都大于

√
n，再考虑到 m < n，从而我们知道 m 为素数，所以此刻的集合

即

S1

(
{1, 2, · · · , n}, 1,

√
n
)
=
{
m :

√
n < m ≤ n, m 为素数

}
□

Eratosthenis 筛：找到 1 ∼
√
n 中所有的素数，并在 1 ∼ n 中划去他们的倍数，剩下的就

是 1 ∼ n 中所有的素数.
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回到定理的第一步：令 N 为大偶数，A = {N − p : p ∤ N}，再令 q = 1，z = N
1
10，则

Pq(z) = P1(N
1
10 ) =

∏
p<N

1
10 ,p∤N

p

有

SN(A, 1, N
1
10 ) =

{
m ∈ A : m = N − p, (m,P1(N

1
10 )) = 1

}
而 (

=m

N − p′,
∏

p<N
1
10 ,p∤N

p) = 1 说明 N − p′ 的素因子大于等于 N
1
10 或者整除 N，但是我们考虑到

• 若存在 N − p′ 的素因子 p′′ | N，有 p′′ | N − p′，则 p′′ | p′，告诉我们 p′ = p′′ | N，矛盾.

• 若存在 N − p′ 的素因子 p′′ = N
1
10 | N − p′，则有 p′′ | p′，告诉我们 p′ = p′′ | N，矛盾.

所以我们知道 N−p′的素因子都大于 N
1
10，那么我们知道：这样的 N − p 至多有 9 个素因子.

这是因为若有超过 9个素因子，那么由于每一个素因子都大于 N
1
10，则有 N−p > (N

1
10 )10 = n，

从而导致矛盾.

我们下面从 SN(A, 1, N
1
10 ) 中筛掉有 3 ∼ 9 个素因子的数1.

1 N
1
10 N

1
3 N

a b

设 SN(A, 1, N
1
10 )中的某个 N − p在 (N

1
10 , N

1
3 )中有 a个素因子，在 (N

1
3 , N)中有 b个素因子，

我们讨论 (a, b) 可能的取值：

显然我们有 b < 3，否则我们知道 N − p > N 矛盾，故 b = 0, 1, 2，我们按照 b 的取值分类：

• b = 0： (1, 0)，(2, 0)，(3, 0)，(4, 0)，(5, 0)，(6, 0)，(7, 0)，(8, 0)，(9, 0)

• b = 1：(0, 1)，(1, 1)，(2, 1)，(3, 1)，(4, 1)，(5, 1)，(6, 1)

• b = 2：(0, 2)，(1, 2)，(2, 2)，(3, 2)

我们要排除 a+ b ≥ 3 的数，则

R1,2(N) > SN(A, 1, N
1
10 )− CN0.91 − 1

2

∑
N

1
10<p<N

1
3

SN(A, p,N
1
10 )− 1

2
SN(B, 1, N

1
2 (logN)−B)

将 a+b ≥ 3的所有情况分为两部分，第一部分为 a ≥ 2的所有情况，第二部分为 (a, b) = (1, 2)，

下面我们依次解释这些项：

• 我们在这里将 SN(A, 1, N
1
10 ) 看成是 |SN(A, 1, N

1
10 )|.

1注：对于陈氏定理，这里浪费了一些：只数了 N − p 的素因子均大于 N
1
10 的数这一部分.
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• CN0.91为有重复素因子的 SN(A, 1, N
1
10 )中的数的个数的上界(由素数定理)，从而剩下的N−p

中都无平方因子(square-free).

• 由
SN(A, p,N

1
10 ) =

{
N − p′ : p′ ∤ N, p | N − p′, N − p′的素因子严格大于 N

1
10

}
这告诉我们若 N − p′ 无平方因子，且在第一部分中，即 a ≥ 2，则 N − p′ 至少有两个素因子

落在 (N
1
10 , N

1
3 ) 上，则

N − p′ = p1p2 · · · ps

其中 N
1
10 < p1, p2 < N

1
3，这告诉我们 N − p′ 落在 SN(A, p1, N

1
10 ) 与 SN(A, p2, N

1
10 ) 中，故当

p 走遍 N
1
10 ∼ N

1
3 时，第一部分中的每个数至少被算了两遍2，所以我们减去

1

2

∑
N

1
10<p<N

1
3

SN(A, p,N
1
10 )

也就至少把第一部分中的数全部筛去.

对于第二部分中的数 N−p = p1p2p3，其中 N
1
10 < p1 < N

1
3，告诉我们 N−p ∈ SN(A, p1, N

1
10 )，

也就是说在减去第一部分的时候，第二部分也被减去了
1

2
.

• 我们令

B =


N − p1p2p3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p1, p2, p3 ∤ N
N

1
10 < p1 < N

1
3

N
1
3 < p2 <

(
N

p1

) 1
2

p3 <
N

p1p2


则有

SN(B, 1, N
1
2 (logN)−c) =

m = N − p1p2p3 ∈ B : (m,
∏

p<N
1
2 (logN)−c,p∤N

p) = 1


包含了大部分 p 使得 N − p 在第二部分中，而余项可以被前面的 CN0.91 控制.

2注意到有很多数被算了很多遍，这是一个可以改进的地方.


