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CHAPTER1
群上同调

群的同调理论主要研究 ModZ[G] 到自身的两个函子 −G 与 −G. 本章建立一个相对系统
的群的同调理论.

群同调与群上同调 SECTiON 1.1
定义 1.1.1 (群同调和群上同调)： 对于一个 Z[G]-模 M，我们定义模的不变量与余不
变量为

MG = {x ∈M : gx = x ∀g ∈ G} = HomZ[G](Z,M)

MG =M/ spanZ[G]{gx− x : x ∈M, g ∈ G} = Z⊗Z[G] M

其中 Z 视为平凡 Z[G]-模. 可见 MG 为 M 的最大平凡子模，MG 为 M 的最大平凡商
模. 易见这两个函子为伴随关系，因为

HomZ[G](AG, B) = HomZ[G](A⊗Z[G]Z, B) = HomZ[G](A,HomZG(Z, B)) = HomZ[G](A,B
G)

因此 −G 是左伴随故右正合，−G 是右伴随故左正合，并且模范畴有足够的投射对象和
内射对象，我们记对应的导出函子为

Hn(G;A) = Rn(−G)(A), Hn(G;A) = Ln(−G)(A)

分别称为群上同调函子和群同调函子.

或者我们也可以立刻得到

Hn(G;A) = TorZ[G]
n (Z, A), Hn(G;A) = ExtnZ[G](Z, A)

定义 1.1.2 (增广理想)： 对群 G，定义同态

ε : Z[G]→ Z,
∑
g∈G

ngg 7→
∑
g∈G

ng

令 IG = Ker ε，称为 G 的增广理想. 对有限群 G，称 N =
∑

g∈G g 为 Z[G] 的范数元素，
不难检查有 gN = N = Ng，并且有 Z[G]G = Z[G] ·N . 对无限群 G 而言，Z[G]G = 0.
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显然可以看出
IG =

⊕
g∈G\{1}

Z(g − 1)

为自由 Z-模，且有正合列
0→ IG → Z[G]→ Z→ 0

由于正合列分裂，可见
Z[G] ∼= IG ⊕ Z

可以发现 IG 衡量的是与平凡作用的差，有

IGM = 〈gm−m〉

于是我们立刻可以看到

MG = H0(G,M) =M/IGM, MG = H0(G,M) = {x ∈M : IGx = 0}

定义 1.1.3： 我们还可以定义余增广映射

µ : Z→ Z[G], n 7→ n ·NG

其中 NG =
∑

g∈G g 为范数元素.

同样我们可以得到正合列

0→ Z→ Z[G]→ JG → 0

其中 JG = Cokerµ = Z[G]/Z ·NG. 同样可见

JG =
⊕
σ 6=1

[σ]

为自由 Z-模，所以由自由模的投射性可见对于 Abel 群而言有

Z[G] ∼= JG ⊕ Z

定理 1.1.4： 对群 G 与 G-模 M，有同调情况下的

H1(G,M) = Ker
(
IG ⊗Z[G] M →M

)
与上同调情况下的

H1(G,M) = Coker
(
M → HomZ[G](IG,M)

)
证明：考虑正合列

0→ IG → Z[G]→ Z→ 0

拉出 Tor 的长正合列：

TorZ[G]
1 (Z[G],M)→ TorZ[G]

1 (Z,M)︸ ︷︷ ︸
=H1(G,M)

→ IG ⊗Z[G] M → Z[G]⊗Z[G] M︸ ︷︷ ︸
=M

→ Z⊗Z[G] M → 0
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由于 Z[G] 是自由 Z[G]-模，所以投射，故 TorZ[G]
1 (Z[G],M) = 0，故上面正合列实际为

0→ H1(G,M)→ IG ⊗Z[G] M →M → Z⊗Z[G] M → 0

所以得到同调情况，同理拉出 Ext 的长正合列

0→ HomZ[G](Z,M)→M → HomZ[G](IG,M)→ H1(G,M)→ 0

得到上同调情况. □

引理 1.1.5 (交换化)： 对群 G，我们有同构 IG/I
2
G
∼= G/[G,G].

证明：你会发现左边是线性化的操作，右边是交换化的操作，本质上都是在做交换化，
右边的交换化自不必说，左边的交换化可以看成如下：

gh− 1 = (g − 1) + (h− 1) + (g − 1)(h− 1) = g − 1 + h− 1 = hg − 1

线性化将乘法变成了加法，从而自然达成了交换化的成就，具体的构造我们只需要注意

ϕ : IG/I
2
G → G/[G,G], x− 1 7→ x

容易验证这是交换群的同态，并且单射满射都容易验证. □

命题 1.1.6： 作为 Z[G]-模有同构 H1(G,Z) = Z⊗Z[G] IG ∼= G/[G,G] 为 G 的交换化.

证明：仍然是考虑正合列
0→ IG → Z[G]→ Z→ 0

导出长正合列得到

TorZ[G]
1 (Z,Z[G]) = H1(G,Z[G])→ H1(G,Z)→ Z⊗Z[G]IG → Z⊗Z[G]Z[G]→ Z⊗Z[G]Z→ 0

由于 Z[G] 是投射模，所以最左边为 0，故得到正合列

0→ H1(G,Z)→ Z⊗Z[G] IG → Z→ Z→ 0

由于 Z→ Z 是同构，所以由正合可以得到

H1(G,Z) = Z⊗Z[G] IG = IG/ spanZ[G]{(g − 1)x : x ∈ IG} = IG/I
2
G = G/[G,G]

故得证. □

所以我们可以看到群的交换化自然地作为群同调的一环出现.

推论 1.1.7 (万有系数定理在群同调的应用)： 若 A 是平凡 Z[G]-模，则 H0(G,A) = A，
对 n ≥ 1 有非典范的同构：

Hn(G,A) ∼= (Hn(G,Z)⊗Z A)⊕ TorZ1 (Hn−1(G,Z), A)

对上同调而言，H0(G,A) ∼= A，对 n ≥ 1 有非典范的同构：

Hn(G,A) ∼= HomZ(Hn(G,Z), A)⊕ Ext1Z(Hn−1(G,Z), A)
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证明：由于平凡 G-模可以看成是 Z-模，于是两个平凡 Z[G]-模的同态和张量本质上就
是两个 Z-模的同态和张量，于是可以都看做在 Z-模上. 由于

Hn(G,A) = TorZ[G]
n (Z, A)

考虑 Z 的 Z[G]-模投射消解 P• → Z，我们知道

Hn(G,A) = Hn(P• ⊗Z[G] A)

注意到
P• ⊗Z[G] A ∼=

(
P• ⊗Z[G] Z

)
⊗Z A

令 C• = P• ⊗Z[G] Z，很明显有

Hn(G,Z) = Hn(C•)

而 C• 作为 Z-模是自由 Z-模构成的复形，所以满足万有系数定理的条件，故

Hn(G,A) = Hn(C• ⊗Z A) = (Hn(C•)⊗Z A)⊕ TorZ1 (Hn−1(C•), A)

于是得到同调情况，上同调情况同理. □

推论 1.1.8： 若 A 是平凡 G-模，则

H1(G,A) ∼= G/[G,G]⊗Z A, H1(G,A) ∼= HomZ(G/[G,G], A)

或者可以写成

H1(G,A) ∼= IG ⊗Z[G] A, H1(G,A) = HomZ[G](IG, A)

证明：只需要注意到
TorZ1 (H0(G,Z), A) = TorZ1 (Z, A) = 0

Ext1Z(H0(G,Z), A) = Ext1Z(Z, A) = 0

于是立刻得到前两个等式，后两个等式注意命题 1.1.6 即可. □

Bar 消解 SECTiON 1.2
一个紧要的问题就是为 Z 寻找一个方便计算的 Z[G]-模的消解.

定义 1.2.1 (Bar 消解的模)： 设 G 为一个群，ZG 为其群环. 第 n 阶自由 ZG-模 Bn 定
义为由 G 中元素的 n 元组 [g1|g2| . . . |gn] 生成的自由模. 特别地，F0 是由空符号 [] 生成
的自由模.

定义 1.2.2 (边缘算子)： 定义边缘映射 ∂n : Bn → Bn−1 为如下交错和：

∂n([g1|g2| . . . |gn]) = g1[g2| . . . |gn] +
n−1∑
i=1

(−1)i[g1| . . . |gigi+1| . . . |gn] + (−1)n[g1| . . . |gn−1]

特别地，对于低阶映射展开如下：
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• 增广映射 ε(g[]) = 1

• ∂1([g]) = g[]− []

• ∂2([g1|g2]) = g1[g2]− [g1g2] + [g1]

• ∂3([g1|g2|g3]) = g1[g2|g3]− [g1g2|g3] + [g1|g2g3]− [g1|g2]

这里定义的道理是把单纯形代数化，我们可以考虑 Kn = Gn+1，其中一个 n-单形由

(x0, x1, · · · , xn)

表示，其边界就是单纯形的边缘映射

∂(x0, · · · , xn) =
n∑
i=0

(−1)i(x0, · · · , x̂i, · · · , xn)

同时 G 在其上有对角作用

g(x0, · · · , xn) = (gx0, · · · , gxn)

于是通过这个作用我们可以把每个单形标准化成为

g(1, x1, x1x2, · · · , x1x2 · · · xn)

我们记
[x1| · · · |xn] = (1, x1, x1x2, · · · , x1 · · · xn)

如此我们就可以通过单纯形删去顶点的方式得到 bar 消解的边缘映射. 单纯消解概念上
更自然，bar 消解计算上更方便.

定理 1.2.3 (Bar 消解)： 由上述 Bn 和 ∂n 构成的序列：

. . .
∂3−→ B2

∂2−→ B1
∂1−→ B0

ε−→ Z→ 0

是一个链复形，且它是平凡 ZG-模 Z 的一个显式标准自由消解，称为 Bar 消解.

证明：通过直接代数计算可以验证 ∂n−1 ◦ ∂n = 0，这保证了序列构成一个链复形. 可以
构造同伦如下：

s−1 : Z→ B0, 1 7→ []

与
sn : Bn → Bn+1, g0[g1| · · · |gn] 7→ [g0|g1| · · · |gn]

可以验证
id = ds+ sd

所以正合. □
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现在由于
Bn =

⊕
Gn

Z[G]

所以一个 G-线性映射
f : Bn →M

完全由其在自由基 [g1| · · · |gn] 决定，因此可见可以定义一个复形

Cn(G,M) := HomZG(Bn,M) ∼= Map(Gn,M)

定义 1.2.4 (群上同调与上边缘算子)： 对 Bar 消解应用 HomZG(−,M) 函子，得到上
复形 Cn(G,M)，这等价于所有从 Gn 映射到 M 的函数 f : Gn →M 的集合. 上边缘算
子 dn : Cn → Cn+1 被诱导为：

(dnf)(g1, . . . , gn+1) = g1 · f(g2, . . . , gn+1)

+
n∑
i=1

(−1)if(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)

+(−1)n+1f(g1, . . . , gn)

第 n 阶群上同调群定义为：

Hn(G,M) = Hn(C•(G,M)) ∼= Ker(dn)/ im(dn−1)

如果把 [g1| · · · |gn+1] 认同为 (g1, · · · , gn+1)，则我们可见

(dnf)(−) = f(∂n−)

如此即可通过对偶的方式来得到上同调的微分映射.

定理 1.2.5 (低阶群上同调的代数意义)： 群上同调 Hn(G,M) 在低阶时具有以下经典
代数解释：

(1) H1(G,M) 中的 1-cocycle 等价于交叉 (crossed) 同态.

(2) H2(G,M) 中的 2-cocycle 条件给出了群扩张的结合律条件.

证明：对于 n = 1，1-cocycle 要求 d1f = 0，即：

d1f(g1, g2) = f(g[h]− [gh] + [g]) = 0 =⇒ f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1)

此等式正是交叉同态的定义. 对于 n = 2，2-cocycle 要求 d2f = 0，展开即为：

g1f(g2, g3)− f(g1g2, g3) + f(g1, g2g3)− f(g1, g2) = 0

移项后此等式对应于利用因子集构造群扩张时所必须满足的结合律条件. □

命题 1.2.6 (乘法 Hilbert 90)：有限 Galois扩张 L|K，G = Gal(L|K)，则H1(G,L×) = 1.
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证明：设 ϕ ∈ Z1，则满足 ϕ(hg) = (hϕ(g))ϕ(h)，对 x ∈ L，记

ax =
∑
g∈G

ϕ(g)−1 · g(x)

则
h(ax) =

∑
g∈G

h(ϕ(g))−1 · (hg)(x) = ϕ(h)
∑
g∈G

ϕ(hg)−1 · (hg)(x) = ϕ(h) · ax

因此若 ax 6= 0，则 ϕ(h) = h(ax)/ax ∈ B1，从而命题得证. 而 Dedekind-Artin 线性无关
告诉我们

∑
ϕ(g)−1 · g : L→ L 不是零映射，所以总能找到合适的 x 使得 ax 6= 0. □

低阶上同调群 SECTiON 1.3
H1(G,A) 的具体解释.
我们可以直接计算得到

Z1(G,A) = {f : G→ A : f(στ) = σf(τ) + f(σ)}

而 1-coboundary 为某个 0-chain 通过边缘映射得到，考虑 a ∈ A，则 1-coboundary 为

fa(g) = (d0a)(g) = a(∂1g) = a(g[]− []) = ga− a

所以可见
B1(Z,A) = {fa : G→ A : fa(g) = ga− a, ∀g ∈ G, a ∈ A}

现在可以考虑 G-模的短正合列

0 A B C 0i j

作用不变量函子 −G 之后得到正合列

0→ AG → BG → CG

其中 jG : BG → CG 不一定是满射，这里由 H1 衡量，考虑 c ∈ CG，由于 j 是满射，所
以存在 b ∈ B 使得 j(b) = c，问题就在于能否使得这个 b 是一个不变量. 考虑

c = σc =⇒ j(b) = σj(b) =⇒ σb− b ∈ Ker j = Im i

所以存在 aσ ∈ A 使得
σb− b = i(aσ)

此时对 τ ∈ G 立刻发现
i(aστ ) = στb− b = i(σaτ + aσ)

由于 i 是单射，所以得到
aστ = aσ + σaτ
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可见 c ∈ CG 可以得到 σ 7→ aσ ∈ Z1(G,A). 但是 b 未必唯一，对另外一个 b′ 满足
j(b′) = c，可见

b′ − b ∈ Ker j = Im i =⇒ b′ − b = i(a)

立刻得到
i(a′σ) = σb′ − b′ = σb− b+ i(σa− a) = i(aσ + σa− a)

所以
a′σ − aσ = σa− a ∈ B1(G,A)

所以可见
[a′•] = [a•] ∈ H1(G,A)

于是得到了自然的
CG → H1(G,A)

这正是长正合列的第一个 δ，

0 AG BG CG H1(G,A)

所以可见

H1(G,A) 衡量的是一个普通 lift 能否修正为一个 G-不变 lift 的障碍.

其障碍是 σb− b，而改变 b 只改变 coboundary 而不改变同调类，所以同调模衡量的就
是提升障碍.

H2(G,A) 的具体解释.
回忆我们已经得到

Z2(G,A) = {f : G2 → A : gf(h, k)− f(gh, k) + f(g, hk)− f(g, h) = 0}

同理计算可以得到

B2(G,A) = {f : G2 → A : f(g, h) = gt(h)− t(gh) + t(g), t ∈ C1(G,A)}

现在给定群 G 与 Abel 群 A，考虑群扩张

0 A E G 1i π

由于 A◁ E，可以在 A 上定义 G 的共轭作用，从而使 A 成为一个 G-模，若存在群同
态 s : G→ E，则称此扩张分裂. 其在 A 上的作用如下给出，对 g ∈ G，选定 g 在 E 中
的一个提升 g̃，定义

g · a := g̃ag̃−1
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容易验证这个作用与 lift 无关. 我们称过 A 到 G 的两个扩张 E,E ′ 是等价的，如果存
在群同态 f : E → E ′ 使得下图交换

E

0 A G 1

E ′

π

f

i

j ρ

容易验证在这种情况下 f 是同构：单射是因为如果 f(g) = 1，则 g ∈ Ker π = Im i，故
可见 g = i(a)，而有 j(a) = f(i(a)) = e，结合 j 是单射，所以 a = 1，所以 g = 1. 满射
是因为对任意的 g0 ∈ E，由于 ρ 是满射，所以存在 g ∈ E 使得 ρ(f(g)) = π(g) = ρ(g0)，
于是可见

f(g) · g−1
0 ∈ Ker ρ = Im j

可见
f(g) · g−1

0 = j(a) = f(i(a)) =⇒ g0 = f(g · i(a)−1)

所以满射.
下面定义群的半直积，如果 A 是 G-模，则可以在 A×G 上定义群结构

(a, g) · (b, h) = (a+ gb, gh)

或者记为 (
1

a g

)(
1

b h

)
=

(
1

a+ gb h

)
这种群结构记为 A⋊G.

定理 1.3.1： 群扩张
0→ A→ E → G→ 1

分裂当且仅当与扩张
0→ A→ A⋊G→ G→ 1

等价.

证明：考虑群同态
ϕ : A⋊G→ E, (a, g) 7→ as(g)

容易验证一切. □

所以我们可见分裂扩张等价于半直积，现在的问题是一个一般的扩张与分裂扩张之
间的阻碍应该如何衡量，现在假设扩张不分裂，但是 π : E → G 仍旧是满射，作为集合
映射而言总是存在截面

s : G→ E, π ◦ s = id
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注意这里的 s 不一定是群同态，在理想状况下我们希望

s(g)s(h) = s(gh)

但是他们实际上只是在 E/A ∼= G 中相等，也就是说

π(s(g)s(h)s(gh)−1) = gh(gh)−1 = e =⇒ s(g)s(h)s(gh)−1 ∈ A

现在定义
f(g, h) = s(g)s(h)s(gh)−1 ∈ A

称为截面 s 所对应的因子，于是有

s(g)s(h) = f(g, h)s(gh)

如果 f(g, h) = 0，则 s 为同态，扩张分裂. 现在因为 E 是群，所以满足结合律，则可见

(s(g)s(h))s(k) = s(g)(s(h)s(k))

代入因子可见
LHS = f(g, h)f(gh, k)s(ghk)

而回忆 G 在 A 上的作用，有
s(g)a = (g · a)s(g)

从而可见
RHS = (g · f(h, k))f(g, hk)s(ghk)

最后改写为群加法运算就得到

gf(h, k)− f(gh, k) + f(g, hk)− f(g, h) = 0

这恰好就是 2-cocycle 的要求，所以因子自动落在 Z2(G,A) 中. 反过来，任给一个
2-cocycle f : G2 → A，我们定义 A×G 上的乘法

(a, g)(b, h) = (a+ gb+ f(g, h), gh)

可以验证结合约束
((a, g)(b, h))(c, k) = (a, g)((b, h)(c, k))

恰好就是 2-cocycle 的等式条件，得到的群记为 A⋊f G. 这个神秘的乘法可以如下得到：
扩张 E 中的元素可以唯一写成 as(g)，于是用 (a, g) 来表示 as(g)，现在可见 (a, g)(b, h)

对应的是 as(g)bs(h)，现在注意到 g 在 b 上的作用为

gb = s(g)bs(g)−1

于是
s(g)b = (gb)s(g)
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所以可见
as(g)bs(h) = a(gb)s(g)s(h) = a(gb)f(g, h)s(gh)

对应的就是 (a + gb + f(gh), gh). 最后我们要注意到截面 s : G → E 不是唯一的，假设
换成另外一个截面 s′ : G→ E，由于 s(g) 与 s′(g) 投影到同一个 g，所以存在 c(g) ∈ A
使得

s′(g) = c(g)s(g)

于是可以得到
s′(g)s′(h) = c(g)s(g)c(h)s(h) = c(g)(gc(h))s(g)s(h)

于是得到
f ′(g, h) = f(g, h) + gc(h)− c(gh) + c(g) =⇒ f ′ − f = dc

所以同一个扩张选择不同的截面，会得到不同的 2-cocycle，但是他们只相差一个 2-
coboundary，从而可见分类扩张的是 H2(G,A).

定理 1.3.2 (Schreier)： 对群 G 与 G-模 A，存在双射

E(G,A)/ ∼ ←→ H2(G,A)

其中 E(G,A) 为 G 过 A 的所有扩张集合，等价关系为扩张的等价. 且同调零元对应分
裂扩张.

Tate 上同调 SECTiON 1.4
回忆，对有限群 G 而言，我们有范数元素 NG =

∑
g∈G g. 于是对 G-模 M，我们定义了

一个同态
NG : M →M, x 7→ NGx

引理 1.4.1： 对有限群 G，NG ∈ Z[G]，则

IG = Ker
(
Z[G] NG→ Z[G]

)
证明：设 x =

∑
g∈G ngG，注意到 NGx = 0 当且仅当∑

g∈G

ngN = 0 =⇒
∑
g∈G

ng = 0

得证. □

现在对任意的 h ∈ G，都有

h ·NGx = NGx

可见实际上映射为
NG : M →MG
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而对 x ∈ IGM，有 NGx =
∑
NG(1 − g)m = 0，所以可见定义域也可以下降为 MG =

M/IGM，因此得到态射
N̂G : MG →MG

定义 1.4.2 (Tate 上同调)： 对于有限群 G，G-模 A，定义 Tate 上同调为

Ĥn(G,A) =


Hn(G,A), n ≥ 1

Coker N̂G = AG/NA, n = 0

Ker N̂G = {x ∈ A : Nx = 0}/IGA, n = −1
H−1−n(G,A), n ≤ −2

定理 1.4.3 (Tate 上同调诱导长正合列)： 对于有限群 G，G-模的短正合列 0 → A →
B → C → 0 诱导长正合序列

· · · → Ĥn−1(G,C)→ Ĥn(G,A)→ Ĥn(G,B)→ Ĥn(C)→ Ĥn+1(G,A)→ · · ·

证明：将 Tor 和 Ext 的长正合列通过蛇引理连接起来即可：

Ĥ−1(G,A) Ĥ−1(G,B) Ĥ−1(G,C)

· · · H1(G,C) AG BG CG 0

0 AG BG CG H1(G,A) · · ·

Ĥ0(G,A) Ĥ0(G,B) Ĥ0(G,C)

∂0 fG

NA
G

gG

NB
G NC

G

fG gG ∂0

由于 Im ∂0 = Ker fG，对 x ∈ Im ∂0，有

fG(NA
G (x)) = NB

G (fG(x)) = 0

由于 fG 是单射，所以 NA
G (x) = 0，所以可见

Im ∂0 ⊆ KerNA
G = N̂−1(G,A)

所以得到了左上角的虚线映射

H1(G,C)→ Ĥ−1(G,A)

其正合也容易验证，现在注意右下角的虚线映射，只需要说明 ImNC
G ⊆ Ker ∂0 即可，由

于 gG 是满射，所以任意的 c ∈ CG 都存在 b ∈ BG 使得 c = gG(b)，所以得到

∂0(NC
G (c)) = ∂0(NC

G (gG(b))) = ∂0 ◦ gG ◦NB
G (b) = 0

故得证，得到长正合列. □
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Complete Resolution
我们现在尝试建立一个自由消解来直接得到完整的 Tate 上同调.

定义 1.4.4： G 是有限群，则平凡 G-模 Z 的一个 complete free resolution 是一个
复形

· · · X1 X0 X−1 X−2 · · ·

Z

0 0

d0

ε µ

满足 Xq 均为有限生成自由 Z[G]-模，并且 d0 = µ0ε，且在每一点正合.

现在我们已经有 Z 的 bar 消解

· · · → B2 → B1 → B0 → Z→ 0

现在我们想得到另一边的消解，方法是取对偶，我们定义 Z[G]-模 X 的对偶为

X∗ = HomZ(X,Z)

并在其上定义 G-作用如下

(gf)(x) = gf(g−1x) = f(g−1x)

第二个等式来自于 Z 上的平凡作用，于是我们得到复形

0→ HomZ(Z,Z)→ HomZ(B0,Z)→ HomZ(B1,Z)→ · · ·

即
0→ Z→ B∗

0 → B∗
1 → · · ·

现在的目标是要说明这个复形的每一项都自由且是正合的，如此便得到消解.

引理 1.4.5： 对有限群 G 而言，有 Z[G]-模同构 Z[G]∗ ∼= Z[G].

证明：设 δh 定义对偶基

δh(k) =

1, k = h

0, k 6= h

并且有
(gδh)(k) = δh(g

−1k) = δgh(k)

可见
gδh = δgh

因此可见
h 7→ δh

是 Z[G]-模同构. □
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于是由引理立刻得到如果 X 是有限生成自由 Z[G]-模，就得到了

X∗ = HomZ(X,Z) = HomZ

(⊕
i∈I

Z[G],Z

)
∼=
⊕
i∈I

Z[G] ∼= X

于是有限生成自由 Z[G]-模的对偶也是有限生成自由 Z[G]-模. 最后要说明正合.

引理 1.4.6： 给定自由 Z-模的正合列

· · · Xq−1 Xq Xq+1 · · ·dq dq+1

则对任意的 Z-模 D，下面的复形都正合

· · · HomZ(Xq−1, D) HomZ(Xq, D) HomZ(Xq+1, D) · · ·

证明：由于原复形正合，所以设

Zq = Ker dq = Im dq+1

所以可以拆出短正合列
0→ Zq → Xq → Zq−1 → 0

由于 Z 是 PID，所以其上自由模的子模仍旧自由，故 Zq 都是自由模，从而都是投射
Z-模，计算这个短正合列关于 Ext 的长正合列，得到

0→ HomZ(Zq−1, D)→ HomZ(Xq, D)→ HomZ(Zq, D)→ Ext1Z(Zq−1, D)

由于 Zq−1 投射，所以 Ext1(Zq−1, D) = 0，于是可见

HomZ(Xq−1, D)

HomZ(Zq−1, D) HomZ(Xq, D)

HomZ(Zq, D) HomZ(Xq+1, D)

d∗q

d∗q+1

可见
Im d∗q = HomZ(Zq−1, D) = Ker d∗q+1

综上得证. □

现在我们把 Z[G]-模的 G 作用遗忘掉，其复形正合与否无关于 G 的作用，而自由
Z[G]-模很显然也是自由 Z-模，于是由引理立刻得到自由消解的对偶仍旧是正合的. 现
在任给两个 Z 的自由消解

P•
ε→ Z, Q•

φ→ Z

对第二个消解取 dual，得到正合列

0→ Z φ∗
→ Q∗

0 → Q∗
1 → · · ·
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把两个东西在 Z 处粘起来得到

· · · P1 P0 Q∗
0 Q∗

1 · · ·

Z

0 0

d0

ε φ∗

很显然有
Ker d0 = Ker(ϕ∗ ◦ ε) = Ker ε = Im(P1 → P0)

所以在 P0 处正合，同理注意到

Im d0 = Im(ϕ∗ ◦ ε) = Imϕ∗ = Ker(Q∗
0 → Q∗

1)

所以在 Q∗
0 处正合，现在令

Xn =

Pn, n ≥ 0

Q∗
−n−1, n < 0

则得到 Z 的自由消解

· · · X1 X0 X−1 X−2 · · ·

Z

0 0

d0

ε µ

我们可以考虑标准的 bar 消解，令

Xn =

Bn, n ≥ 0

B∗
−n−1

∼= B−n−1, n ≤ −1

于是有
X0 = X−1 = Z[G]

且其中
ε : X0 → Z, µ : Z→ X−1

就是增广和余增广映射，于是

d0 = µ ◦ ε : Z[G]→ Z[G],
∑

nσσ 7→
(∑

nσ

)
NG

实际上就是
N̂G : Z[G]→ Z[G], x 7→ xNG

若 A 是左 Z[G]-模，在写
A⊗Z[G] M
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时，我们按照约定将 A 看作右 Z[G]-模，其中

a · g := g−1 · a

于是
A⊗Z[G] M ∼= (A⊗Z M)G

引理 1.4.7： F 是有限生成自由 Z[G]-模，M 为任意 G-模，则 norm map

N̂ : (F ⊗Z M)G → (F ⊗Z M)G

是同构.

证明：因为 F ∼= Z[G]r，且 invariants、coinvariants 以及 norm map 均与有限直和相容，
只需证明 F = Z[G] 的情形. 记 Mtriv 为与 M 具有相同底层 Z-模，但 G-作用平凡的模.
映射

Z[G]⊗Z M −→ Z[G]⊗Z Mtriv, g ⊗m 7−→ g ⊗ g−1m

是 Z[G]-模同构，因此只需考虑

P := Z[G]⊗Z Mtriv = IndG{1}(Mtriv)

由于
[g ⊗m] = [1⊗m]

在 PG 中成立，有自然同构

PG
∼−→M, [1⊗m] 7−→ m

另一方面，
PG = {NG ⊗m : m ∈M}

故亦有自然同构
PG ∼−→M, NG ⊗m 7−→ m

在这两个同构下，
N̂([1⊗m]) =

∑
g∈G

g ⊗m = NG ⊗m

故 N̂ 对应于 idM . 因此
N̂ : PG

∼−→ PG

□

引理 1.4.8： F 是有限生成自由 Z[G]-模，则对任意 Z[G]-模 M，有

HomG(F,M) ∼= F ∗ ⊗GM
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证明：考察态射
Θ: HomZ(X,Z)⊗Z M −→ HomZ(X,M)

定义为
Θ(f ⊗m)(x) = f(x)m

是一个 Z-模同构. 这里左右两边都有自然的 G-作用，并且 Θ是 G-等变的. 因而取 G-不
动点得到

(HomZ(X,Z)⊗Z M)G ∼= HomZ(X,M)G = HomZ[G](X,M)

另一方面，根据我们的右模约定，

HomZ(X,Z)⊗Z[G] M ∼= (HomZ(X,Z)⊗Z M)G

所以只需要证明

(HomZ(X,Z)⊗Z M)G
∼= (HomZ(X,Z)⊗Z M)G

由于
HomZ(X,Z)

仍然是有限生成自由 Z[G]-模，这归结为上面的 norm map 引理. □

定理 1.4.9： 给定 Z[G]-模 Z 的一个完备自由消解 X•，则有

Ĥn(G,M) = Hn(HomG(X•,M))

证明：注意，正半边就是 Z 的自由消解，所以对 n ≥ 1，有

Hn(HomG(X•,M)) = Hn(G,M) = Ĥn(G,M)

而负半边的对偶也是 Z 的自由消解，而对有限生成自由 Z[G]-模 F，有典范同构

HomG(F,M) ∼= F ∗ ⊗GM

于是实际上有

· · · HomG(X−3,M) HomG(X−2,M) HomG(X−1,M)

HomG(X0,M)

· · · X∗
−3 ⊗M X∗

−2 ⊗M X∗
−1 ⊗M

∼= ∼= ∼=

而对有限生成自由 Z[G]-模而言有

X∗
−n
∼= X−n

仍然是有限生成自由 Z[G]-模，所以有对 n ≤ −2，立刻得到

Hn(HomG(X•,M)) = H−n−1(X• ⊗GM) = H−n−1(G,M) = Ĥn(G,M)
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现在考虑 n = −1, 0 的情况，令

X−1 = HomZ(X−1,Z)

我们有交换图

X−1 ⊗Z[G] M (X−1 ⊗Z M)
G HomZ[G](X−1,M)

Z⊗Z[G] M (Z⊗Z M)G HomZ[G](Z,M).

N̂

µ∗⊗Z[G]idM

∼

f 7→f◦µ

N̂ ∼

其中竖直映射来自与
µ : Z −→ X−1

的预复合，而两个右侧横向同构来自

HomZ(X,Z)⊗Z M ∼= HomZ(X,M)

注意，上面所有横向映射都是同构，唯一的例外是下方的 norm map

N̂ : Z⊗Z[G] M −→ (Z⊗Z M)G ,

因为 Z 一般不是自由 Z[G]-模. 另一方面，考虑交换图

HomZ[G](X−1,M) HomZ[G](X0,M)

HomZ[G](Z,M)

f 7→f◦µ
ψ=ε∗

将前一个交换方块右侧替换为这个交换三角形的右侧，得到交换图

X−1 ⊗Z[G] M HomZ[G](X0,M)

Z⊗Z[G] M HomZ[G](Z,M)

φ

N̂

ψ

其中
ϕ := µ∗ ⊗Z[G] idM

因此，复形
HomZ[G](X•,M)

中从次数 −1 到次数 0 的微分，在上述同构下可以分解为

X−1 ⊗Z[G] M
φ−→ Z⊗Z[G] M

N̂−→ HomZ[G](Z,M)
ψ−→ HomZ[G](X0,M)
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而
Z⊗Z[G] M ∼= MG

并且
HomZ[G](Z,M) ∼= MG

在这两个同构下，中间的
N̂

正是第一种 Tate 上同调定义中使用的 norm map

N̂ : MG −→MG, [m] 7−→
∑
g∈G

g ·m

最后计算次数 −1 与 0 的上同调. 由于

X1 −→ X0
ε−→ Z −→ 0

正合，并且 X0, X1 是自由 Z[G]-模，所以

0 −→ HomZ[G](Z,M)
ψ=ε∗−−−→ HomZ[G](X0,M)

∂0−→ HomZ[G](X1,M)

正合. 另一方面，
X−2 −→ X−1 µ∗−→ Z −→ 0

是自由 Z[G]-模消解的一部分，因此张量

−⊗Z[G] M

以后有正合列

X−2 ⊗Z[G] M
∂−2

−−→ X−1 ⊗Z[G] M
φ=µ∗⊗Z[G]idM−−−−−−−−→ Z⊗Z[G] M −→ 0

所以
im ∂−2 = Kerϕ

且
Ker ∂0 = imψ

于是

H−1
(
HomZ[G](X•,M)

)
=
Ker(ψN̂ϕ)
im ∂−2

=
Ker(ψN̂ϕ)
Kerϕ .

由于 ψ 单射，
Ker(ψN̂ϕ) = Ker(N̂ϕ)

故

H−1
(
HomZ[G](X•,M)

)
=
Ker(N̂ϕ)
Kerϕ

19



又因为 ϕ 满射，把 ϕ 限制在 ϕ : Ker(N̂ϕ)→ Ker N̂ 上，由第一同构定理得到

Ker(N̂ϕ)
Kerϕ

∼= Ker N̂

因此
H−1

(
HomZ[G](X•,M)

) ∼= Ker(N̂ : MG −→MG
)

类似地，

H0
(
HomZ[G](X•,M)

)
=

Ker ∂0

im(ψN̂ϕ)
=

imψ

im(ψN̂ϕ)
.

由于 ϕ 满射，
im(ψN̂ϕ) = im(ψN̂),

所以

H0
(
HomZ[G](X•,M)

)
=

imψ

im(ψN̂)
.

由于 ψ 单射，
imψ

im(ψN̂)
∼= coker N̂ .

因此
H0
(
HomZ[G](X•,M)

) ∼= coker(N̂ : MG −→MG
)
.

综上得证. □

虽然利用 complete resolution 定义 Tate 上同调乍看之下比原先的分段定义更加抽
象，但它有一个非常重要的优点：所有次数的 Tate 上同调现在统一地写成一个上链复
形的上同调

Ĥn(G,M) = Hn
(
HomZ[G](X•,M)

)
.

例如，若
0 −→ L −→M −→ N −→ 0

是 Z[G]-模短正合列，因为每个 Xn 都是自由、从而是投射 Z[G]-模，所以

HomZ[G](Xn,−)

是正合函子. 因而得到上链复形的短正合列

0 −→ HomZ[G](X•, L) −→ HomZ[G](X•,M) −→ HomZ[G](X•, N) −→ 0.

于是 Tate 上同调的长正合列

· · · −→ Ĥn(G,L) −→ Ĥn(G,M) −→ Ĥn(G,N) −→ Ĥn+1(G,L) −→ · · ·

直接由上链复形的长正合上同调列得到，而不再需要像第一种定义中那样单独检查 n =

−1, 0 附近的连接映射.
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Shapiro 引理与换群 SECTiON 1.5
设 H ⊂ G 为子群，则 Z[G] 是自由 Z[H]-模，一组基由陪集代表元给出，如此一来可见
函子

Z[G]⊗Z[H] − : ModZ[H] →ModZ[G]

是正合函子，记为 IndGH，称作诱导函子. 同理，函子

HomZ[H](Z[G],−) : ModZ[H] →ModZ[G]

也是正合的，记为 CoindGH，称作余诱导函子. 表示论中的 Frobenius 互反律告诉我们

IndGH a ResGH a CoindGH

定理 1.5.1 (Shapiro)： H ⊂ G 为子群，H-模 M，有

Hn(G, IndGHM) ∼= Hn(H,M), Hn(G,CoindGHM) ∼= Hn(H,M), ∀n ≥ 0

证明：设 P• → Z 是 G-自由消解，从而作为 H-模而言也是自由的，注意到

P• ⊗G IndGHM = P• ⊗G Z[G]⊗H M ∼= P• ⊗H M

于是得到
H•(G, IndGHM) ∼= H•(H,M)

同理利用

HomG(P•,CoindGHM) = HomG(P•,HomH(Z[G],M)) ∼= HomH(ResGH P•,M) = HomH(P•,M)

所以有
Hn(G,CoindGHM) ∼= Hn(H,M)

综上得证. □

命题 1.5.2： 当 [G : H] 有限时，有 IndGHM ∼= CoindGHM .

证明：注意到
IndGHM ∼=

⊕
g∈G/H

M

而
CoindGHM = {f : Z[G]→M |f(hg) = hf(g)}

因此完全由右陪集上的取值决定，因此也有

CoindGHM ∼=
∏

g∈H\G

M

由于指数有限，从而得证. □
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推论 1.5.3： 当 G 是有限群的时候，由于诱导与余诱导同构，故有

Hn(G, IndGHM) ∼= Hn(H,M), ∀n ≥ 0

如果 H 是平凡群，也可以得到一些重要结论.

命题 1.5.4 (加法 Hilbert 90)： L|K 是有限 Galois 扩张，G = Gal(L|K)，则有 LG ∼=
LG ∼= K，并且

Hn(G,L) ∼= Hn(G,L) ∼=

K, n = 0

0, n > 0

证明：正规基定理告诉我们存在 x ∈ L 使得 {σx : σ ∈ G} 构成 L|K 的线性空间基，可
见在这个意义下

L ∼= Z[G]⊗Z K

因此可见
LG ∼= LG ∼= K

然后使用 H 为平凡群的 Shapiro 引理，可见对 n ≥ 0，有

Hn(G,L) = Hn({e}, K), Hn(G,L) = Hn({e}, K)

结合平凡群的 −H 与 −H 函子都是恒等函子，恒等函子都是正合函子，从而其高阶导出
为 0，可见正次数同调和上同调都是 0. □

对有限群而言，还可以推广到 Tate 上同调的情况.

定理 1.5.5 (Tate 上同调的 Shapiro 引理)： G 是有限群，H < G，设 D 是一个 H-模，
令

A = CoindGH D ∼= IndGH D ∼=
⊕

σ∈G/H

σD

有
Ĥq(G,A) ∼= Ĥq(H,D), ∀q ∈ Z

证明：给定 G-模 Z 的一个完备自由消解 X•，将其限制到 H 上得到 ResGH X•，可见也
是 H-模 Z 的完备自由消解，结合 ResGH a CoindGH，立刻得到有自然同构

HomG(X•,CoindGH D) ∼= HomH(ResGH X•, D)

从而对两边取同调就得到
Ĥq(G,A) ∼= Ĥq(H,D)

得证. □

定义 1.5.6： H 是 G 的子群，对含入同态 ρ : H → G，考虑遗忘函子 ρ# : ModG →
ModH，显然这是一个正合函子，从而对 G-模 M 而言存在自然的满射

(ρ#M)H ↠MG
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与自然的单射
MG ↪→ (ρ#M)H

他们诱导了 δ-函子之间的态射，分别称为余限制与限制映射：

CoresGH : H•(H, ρ
#M)→ H•(G,M), ResGH : H•(G,M)→ H•(H, ρ#M)

注 1.5.7： 两个映射是因为 H•(G,−)与 H•(G,−)是导出函子，从而是万有 δ-函子，而
H•(H, ρ

#−) 与 H•(H, ρ#−) 是 δ-函子，于是自然得到态射. �

引理 1.5.8： H ⊂ G，M 是 G-模，则 G-map

ι : M → CoindGH ρ#M, κ : IndGH ρ#M →M

诱导了
ResGH : Hn(G,M)→ Hn(G,CoindGH ρ#M) ∼= Hn(H, ρ#M)

CoresGH : Hn(H, ρ
#M) ∼= Hn(G, IndGH ρ#M)→ Hn(G,M)

证明：可见 ι 与 κ 诱导了 δ-函子的第 0 阶态射，从而完整地诱导了 δ-函子的态射，并
且可以注意到由 Shapiro 引理有

H0(G,CoindGH ρ#M) ∼= H0(H, ρ#M) ⇐⇒
(
CoindGH ρ#M

)G ∼= (ρ#M)H

同理有 (
IndGH ρ#M

)
G
∼= (ρ#M)H

于是可见 0 阶态射就是

MG →
(
CoindGH ρ#M

)G → (ρ#M)H , (ρ#M)H →
(
IndGH ρ#M

)
G
→MG

于是就得到我们所需要的 δ-函子. □

当 [G : H] 有限时，回忆有 CoindGH ∼= IndGH，于是也有

CoresGH : Hn(H, ρ#M) ∼= Hn(G,CoindGH ρ#M)→ Hn(G,M)

维数移动 SECTiON 1.6
本节中 G 均为有限群.

定义 1.6.1：我们称 G-模 A有平凡上同调，如果对所有子群 g < G，都有 Ĥq(g, A) = 0，
对任意的 q ∈ Z.

定理 1.6.2： G-模 A = IndG1 D 有平凡上同调.
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证明：对子群 g < G，有
Z[G] ∼=

⊕
τ∈g\G

Z[g]τ

因此可见
ResGg A ∼=

⊕
τ∈g\G

Indg1D

由 Shapiro 引理可见
Ĥq(g, Indg1D) ∼= Ĥq(1, D) = 0

因此可见

Ĥq(g, A) = Ĥq

g, ⊕
τ∈g\G

Indg1D

 ∼= ⊕
τ∈g\G

Ĥq(g, Indg1D) = 0

综上得证. □

回忆我们有两个基本的正合列

0→ IG → Z[G]→ Z→ 0

与
0→ Z→ Z[G]→ JG → 0

因为这些都是 Z-自由的，因此 Z-系数张量 G-模 A 之后仍然正合，从而得到

0→ IG ⊗Z A→ Z[G]⊗Z A→ A→ 0

与
0→ A→ Z[G]⊗Z A→ JG ⊗Z A→ 0

由于 Z[G] ⊗Z A = IndG1 A，从而可见其上同调平凡，对任意的 g < G，拉出 Tate 上同
调的长正合列得到

Ĥq−1(g,Z[G]⊗Z A)→ Ĥq−1(g, JG ⊗Z A)
δ→ Ĥq(g, A)→ Ĥq(g,Z[G]⊗Z A)

由于前后都是 0，因此可见

δ : Ĥq−1(g, JG ⊗Z A) ∼= Ĥq(g, A)

现在令 A1 = JG ⊗ A，就得到

Ĥq(g, A) = Ĥq−1(g, A1)

如此便把维数降低一维，反过来有

0→ IG ⊗Z A→ Z[G]⊗Z A→ A→ 0

得到
Ĥq(g, A) ∼= Ĥq+1(g, IG ⊗Z A)

现在我们定义
Am = J⊗m

G ⊗Z A, Am = I⊗mG ⊗Z A

则有
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定理 1.6.3 (维数移动)： 符号同上，对整数 m ≥ 0, q ∈ Z 有

δm : Ĥq−m(g, Am) ∼= Ĥq(g, A), δm : Ĥq(g, A) ∼= Ĥq+m(g, Am)

为了统一符号，我们令

Am =

J⊗m
G ⊗Z A, m ≥ 0

I⊗mG ⊗Z A, m ≤ 0

于是对任意的 m ∈ Z，总有

δm : Ĥq−m(g, Am) ∼= Ĥq(g, A)

特别地，如果取 m = q 就得到

Ĥq(G,A) ∼= Ĥ0(G,Aq)

于是所有维数的 Tate 上同调都可以搬到 0 维.

定理 1.6.4： A 是 G-模，令 n = |G|，则 Ĥq(G,A) 是挠群，并且有

n · Ĥq(G,A) = 0

证明：首先注意到
Ĥq(G,A) ∼= Ĥ0(G,Aq) = AGq /NGAq

注意到对于任意的 a ∈ AGq，都有
na = NGa

因此可见
n · Ĥq(G,A) ∼= n · Ĥ0(G,Aq) = 0

得证. □

推论 1.6.5： 若 A 是 uniquely divisible1 G-模，则 A Tate 上同调平凡.

证明：令 n = |G|，由于有同构 n : A→ A，从而得到同构

n : Ĥq(g, A)→ Ĥq(g, A)

因此可见
Ĥq(g, A) ∼= n · Ĥq(g, A) = 0

得证. □
1唯一可除的意思就是对任意 n > 0，n : A→ A, a 7→ na 是同构.
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特别地，由于 Q 是唯一可除模，故有

Ĥq(G,Q) = 0, ∀q ∈ Z

考虑正合列
0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0

由于 Q 的上同调消失，拉出长正合列得到

Ĥ2(G,Z) ∼= Ĥ1(G,Q/Z)

而 Q/Z 上 G 的作用是平凡的，因此 cocycle 条件就变成了群同态，而边界就变成了 0，
故

Ĥ1(G,Q/Z) = H1(G,Q/Z) =
Z1(G,Q/Z)
B1(G,Q/Z)

∼= HomGrp(G,Q/Z)

我们记
χ(G) = HomGrp(G,Q/Z)

为 G 的特征群2，并且可见

χ(G) = HomGrp(G
ab,Q/Z)

而对
0→ IG → Z[G]→ Z→ 0

拉长正合列得到

Ĥ−2(G,Z) ∼= Ĥ−1(G, IG) =
KerNG : IG → IG

I2G
= IG/I

2
G
∼= Gab

最后再注意到
Ĥ1(G,Z) = H1(G,Z) = HomGrp(G,Z)

而 G 是有限群，对任意的 σ ∈ G，有

f(1) = f(12) = 2f(1) =⇒ f(1) = 0

存在 m ∈ N∗ 使得 σm = 1，故

0 = f(1) = f(σm) = mf(σ) =⇒ f(σ) = 0

因此 HomGrp(G,Z) = 0. 综上若令 n = |G|，可以得到下表

Ĥ−2(G,Z) Ĥ−1(G,Z) Ĥ0(G,Z) Ĥ1(G,Z) Ĥ2(G,Z)
Gab 0 Z/nZ 0 χ(G)

2道理在于对有限群 G 而言，有 Hom(G,Q/Z) ∼= Hom(G,C×)，因为有限群的特征都是单位根，对
χ ∈ Hom(G,Q/Z)，可以定义 g 7→ e2πiχ(g)，反之同理可定义其逆.
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Inflation、Tate 限制与余限制 SECTiON 1.7
前面我们讨论了当系数模发生变化时上同调群之间的关系，现在考虑当群发生变化时上
同调群之间的关系.
设 H ⊂ G 是子群，A 是一个 G-模，则 A 当然也是一个 H-模；如果进一步 H /G，

那么 AH 自然成为一个 G/H-模. 因而自然会考虑

Hq(G/H,AH), Hq(G,A), Hq(H,A)

之间的关系.

定义 1.7.1 (Inflation)： 设 H / G，A 是一个 G-模. 对 q ≥ 1，给定一个 q-上链

x : (G/H)q → AH

定义
Infx : Gq → A

为
(Infx)(σ1, . . . , σq) = x(σ1H, . . . , σqH)

由于
∂ ◦ Inf = Inf ◦∂,

从而 Inf 将上循环映到上循环，将上边缘映到上边缘，因此诱导同态

InfGH : Hq(G/H,AH)→ Hq(G,A)

称为膨胀映射.

注 1.7.2： 与限制映射不同，膨胀映射的定义要求 H /G，因为只有此时 G/H 才是群，
并且 AH 才自然成为一个 G/H-模. �

命题 1.7.3： 设 H / G，f : A → B 是 G-模同态，则膨胀映射与 f 诱导的上同调映射
交换，即有交换图

Hq(G/H,AH) Hq(G,A)

Hq(G/H,BH) Hq(G,B)

Inf

f̄ f̄

Inf

同理，限制映射也与 G-模同态诱导的上同调映射交换.

命题 1.7.4： 设
0→ A→ B → C → 0

是 G-模短正合列，H ⊂ G，H / G，并且

0→ AH → BH → CH → 0
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仍然正合，则下图交换：

Hq(G/H,CH) Hq+1(G/H,AH)

Hq(G,C) Hq+1(G,A)

δ

Infq Infq+1

δ

定理 1.7.5 (Inflation–Restriction)： 设 H / G，A 是一个 G-模，则有正合列

0→ H1(G/H,AH)
InfGH−−→ H1(G,A)

ResGH−−−→ H1(H,A)

证明：我们首先证明 InfGH 是单射. 设

x : G/H → AH

是一个 1-上循环，并且 Infx 是 G-模 A 的一个 1-上边缘，于是存在 a ∈ A 使得

x(σH) = σa− a.

对任意 τ ∈ H，由于
σH = στH,

可见
σa− a = στa− a,

从而
τa = a.

因此 a ∈ AH，所以
x(σH) = (σH)a− a

本身就是 G/H-模 AH 的一个 1-上边缘，从而 InfGH 是单射.
下面证明

Im InfGH = KerResGH .

对一个 1-上循环
x : G/H → AH ,

若 τ ∈ H，则
(Res ◦ Infx)(τ) = x(H) = x(1).

由
x(1) = x(1 · 1) = x(1) + x(1)

可知 x(1) = 0，所以
Res ◦ Inf = 0.

因此
Im InfGH ⊆ KerResGH .
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反之，设 x : G→ A 是一个 1-上循环，并且

[x] ∈ KerResGH .

于是存在 a ∈ A 使得
x(τ) = τa− a, ∀τ ∈ H.

令
ρ(σ) = σa− a,

则 ρ 是 G-模 A 的一个 1-上边缘. 令

x′ = x− ρ,

则 [x′] = [x]，并且
x′(τ) = 0, ∀τ ∈ H.

对任意 σ ∈ G, τ ∈ H，由上循环条件得到

x′(στ) = x′(σ) + σx′(τ) = x′(σ).

因此 x′(σ) 只依赖于陪集 σH.
另一方面，由于 H / G，对任意 τ ∈ H 有

τσH = σH.

而
x′(τσ) = x′(τ) + τx′(σ) = τx′(σ),

所以
τx′(σ) = x′(σ).

因此
x′(σ) ∈ AH .

于是可以定义
y : G/H → AH , y(σH) = x′(σ).

容易验证 y 是一个 1-上循环，并且

Inf y = x′.

因而
[x] ∈ Im InfGH .

综上得证. □

高维也有类似的结论，但是需要假设低维上同调消失.
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定理 1.7.6： 设 H / G，A 是一个 G-模，q ≥ 1. 如果

H i(H,A) = 0, i = 1, . . . , q − 1,

则有正合列

0→ Hq(G/H,AH)
InfGH−−→ Hq(G,A)

ResGH−−−→ Hq(H,A).

证明：对 q 归纳. 当 q = 1 时就是上面的 Inflation–Restriction 定理.
考虑上一节的短正合列

0→ A→ Z[G]⊗Z A→ JG ⊗Z A→ 0

令
B = Z[G]⊗Z A, C = JG ⊗Z A

由于 B 是 G-诱导模，限制到 H 上仍然是 H-诱导模，从而上同调消失

H i(G,B) = H i(H,B) = 0, i > 0

因此连接同态给出维数平移同构

H i(G,C) ∼= H i+1(G,A), H i(H,C) ∼= H i+1(H,A)

又由假设
H i(H,A) = 0, 1 ≤ i ≤ q − 1

可见
H i(H,C) = 0, 1 ≤ i ≤ q − 2

于是对 C 使用归纳假设，再结合膨胀、限制与连接同态的相容性，经过维数平移即可
得到 A 在第 q 维的结论. □

下面把限制映射推广到所有 Tate 上同调维数.

定义 1.7.7 (Tate 限制映射)： 设 H ⊂ G，A 是一个 G-模. 在第 0 维定义

ResGH : Ĥ0(G,A)→ Ĥ0(H,A)

为
a+NGA 7−→ a+NHA, a ∈ AG ⊆ AH .

对任意 q ∈ Z，定义
ResGH : Ĥq(G,A)→ Ĥq(H,A)

为唯一满足以下两个条件的一族同态：

(1) 在 q = 0 时由上面的公式给出；
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(2) 对任意 G-模短正合列
0→ A→ B → C → 0,

限制映射与连接同态交换，即

Ĥq(G,C) Ĥq+1(G,A)

Ĥq(H,C) Ĥq+1(H,A)

δG

ResGH ResGH

δH

注 1.7.8： 沿用上一节维数平移的记号，设

δq : Ĥ0(G,Aq)
∼−→ Ĥq(G,A)

以及
δq : Ĥ0(H,Aq)

∼−→ Ĥq(H,A).

则实际上
ResG,qH = δq ◦ ResG,0H ◦(δ

q)−1.

因而第 0 维的限制映射以及与 δ 的相容性唯一决定了所有维数的限制映射. 特别地，在
正维数上这个定义与前面通过限制上链所得的限制映射一致. �

注 1.7.9： 膨胀映射没有完全类似的所有维数定义. 这是因为对于短正合列

0→ A→ B → C → 0,

取 H-不变量之后
0→ AH → BH → CH → 0

一般不再正合，因此无法像限制映射一样无条件地利用连接同态进行维数平移. �

由
Ĥ−2(G,Z) ∼= Gab, Ĥ−2(H,Z) ∼= Hab,

第 −2 维限制映射给出了一个重要的群论同态.

定义 1.7.10 (Transfer)： 设 H ⊂ G，定义

VerGH : Gab → Hab

为同构
Gab ∼= Ĥ−2(G,Z), Hab ∼= Ĥ−2(H,Z)

下由
ResGH : Ĥ−2(G,Z)→ Ĥ−2(H,Z)

所诱导的同态，称为转移映射，也称作Verlagerung.

下面定义 Tate 上同调所有维数的余限制映射.
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定义 1.7.11 (Tate 余限制映射)： 设 H ⊂ G，A 是一个 G-模. 在第 −1 维定义

CoresGH : Ĥ−1(H,A)→ Ĥ−1(G,A)

为
a+ IHA 7−→ a+ IGA, a ∈ KerNH .

在第 0 维，若
G =

∐
σ∈G/H

σH

是左陪集分解，则对 a ∈ AH 定义相对范

NG/Ha =
∑

σ∈G/H

σa.

由于 a ∈ AH，这个定义与陪集代表元的选择无关，并且

NG/Ha ∈ AG.

定义
CoresGH : Ĥ0(H,A)→ Ĥ0(G,A)

为
a+NHA 7−→ NG/Ha+NGA.

对任意 q ∈ Z，定义
CoresGH : Ĥq(H,A)→ Ĥq(G,A)

为唯一满足以下两个条件的一族同态：

(1) 在 q = 0 时由上面的相对范给出；

(2) 对任意 G-模短正合列，余限制映射与连接同态交换：

CoresGH ◦δ = δ ◦ CoresGH .

注 1.7.12： 与限制映射完全类似，由维数平移可见所有维数的余限制都由第 0 维的余
限制唯一决定. 特别地，上面的定义在第 −1 维恢复出

a+ IHA 7−→ a+ IGA.

此外还要注意到定义的良好性由 NG/H ◦NH = NG 给出. �

命题 1.7.13： 在同构

Ĥ−2(H,Z) ∼= Hab, Ĥ−2(G,Z) ∼= Gab

下，第 −2 维余限制映射

CoresGH : Ĥ−2(H,Z)→ Ĥ−2(G,Z)

正好对应包含同态 H ↪→ G 在阿贝尔化上诱导的自然同态

Hab → Gab, σH ′ 7−→ σG′.
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因此在第 −2 维有两个方向相反的自然同态

Gab
VerGH−−−→ Hab, Hab CoresGH−−−−→ Gab,

其中前者来自限制，后者来自余限制.

定理 1.7.14： 设 H ⊂ G，A 是一个 G-模，则对任意 q ∈ Z 都有

CoresGH ◦ResGH = [G : H] · idĤq(G,A) .

证明：先考虑 q = 0. 设

ā = a+NGA ∈ Ĥ0(G,A), a ∈ AG.

则
ResGH(ā) = a+NHA,

从而
CoresGH ResGH(ā) = NG/Ha+NGA.

由于 a ∈ AG，所以对每一个陪集代表元 σ 都有

σa = a,

因而
NG/Ha =

∑
σ∈G/H

σa = [G : H]a.

所以
CoresGH ◦ResGH = [G : H] · id

在第 0 维成立. 一般的 q ∈ Z 由限制、余限制与连接同态的相容性，再利用维数平移立
即得到. □

命题 1.7.15： 设 f : A→ B 是 G-模同态，则对任意 q ∈ Z，限制与余限制均与 f 诱导
的 Tate 上同调映射交换：

Ĥq(G,A) Ĥq(G,B)

Ĥq(H,A) Ĥq(H,B)

f̄

ResGH ResGH

f̄

以及

Ĥq(H,A) Ĥq(H,B)

Ĥq(G,A) Ĥq(G,B).

f̄

CoresGH CoresGH

f̄
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证明：考虑 ModZ[G] 上的两个 δ-函子

T qG(A) = Ĥq(G,A), T qH(A) = Ĥq(H,ResGH A).

前面定义的限制与余限制分别给出 δ-函子之间的态射

ResGH : T •
G → T •

H , CoresGH : T •
H → T •

G.

由于 δ-函子态射在每一维都是自然变换，因此对任意 G-模同态 f : A→ B，相应交换图
自动交换. □

由于有限群的 Tate 上同调都是挠群，我们记

Ĥq(G,A)p

为其中所有 p-幂阶元素组成的 p-primary part.

定理 1.7.16 (Sylow 子群上的限制与余限制)： 设 Gp 是 G 的一个 p-Sylow 子群，则

ResGGp
: Ĥq(G,A)p → Ĥq(Gp, A)

是单射，并且
CoresGGp

: Ĥq(Gp, A)→ Ĥq(G,A)p

是满射.

证明：由上面的定理有
CoresGGp

◦ResGGp
= [G : Gp] · id .

由于
gcd([G : Gp], p) = 1,

所以乘以 [G : Gp] 在 p-primary 群

Ĥq(G,A)p

上是一个自同构.
因此若

x ∈ Ĥq(G,A)p

满足
ResGGp

(x) = 0,

则
[G : Gp]x = CoresGGp

ResGGp
(x) = 0.

由于乘以 [G : Gp] 是自同构，所以 x = 0，从而限制映射是单射.
另一方面，由于

|Gp| · Ĥq(Gp, A) = 0,
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所以 Ĥq(Gp, A) 中所有元素的阶都是 p-幂，从而

CoresGGp

(
Ĥq(Gp, A)

)
⊆ Ĥq(G,A)p.

又因为
CoresGGp

◦ResGGp

在 Ĥq(G,A)p 上是自同构，所以

Ĥq(G,A)p ⊆ ImCoresGGp
.

因而余限制映射满射. □

推论 1.7.17： 设对每个素数 p，Gp 是 G 的一个 p-Sylow 子群. 如果

Ĥq(Gp, A) = 0

对所有 p 都成立，则
Ĥq(G,A) = 0.

证明：由于
ResGGp

: Ĥq(G,A)p ↪→ Ĥq(Gp, A)

是单射，而右边为 0，所以
Ĥq(G,A)p = 0

对所有素数 p 都成立. 又因为 Ĥq(G,A) 是挠群，并且

Ĥq(G,A) =
⊕
p

Ĥq(G,A)p,

因而
Ĥq(G,A) = 0.

□

杯积 SECTiON 1.8
给定两个 G-模 A 与 B，我们希望把一个 A-系数的 p-阶上同调与 B-系数的 q-阶上同调
相乘，即选择

a ∈ Ĥp(G,A), b ∈ Ĥq(G,B)

得到一个
a ^ b ∈ Ĥp+q(G,A⊗Z B)

即希望得到一个双线性的映射，即杯积

^ : Ĥp(G,A)× Ĥq(G,B)→ Ĥp+q(G,A⊗Z B)
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现在考虑零维的情况，考虑

Ĥ0(G,A) =
AG

NGA
, Ĥ0(G,B) =

BG

NGB

对 a ∈ AG，b ∈ BG，可以看出

a⊗Z b ∈ (A⊗Z B)G

中，因此可以在零维时自然定义

a ^ b := a⊗Z b

容易注意到对 b ∈ BG，有

NGx⊗Z b =
∑
σ∈G

σx⊗Z b =
∑
σ∈G

σx⊗Z σb =
∑
σ∈G

σ(x⊗Z b) = NG(x⊗Z b)

因此在同调群上是良定义的，即得到

a ^ b := a⊗Z b

现在考虑定义高维情况，给定 G-模正合列

0→ A→ A′ → A′′ → 0

如果张量 B 之后仍然是正合列

0→ A⊗Z B → A′ ⊗Z B → A′′ ⊗Z B → 0

现在取 a′′ ∈ Ĥq(G,A′′)，b ∈ Ĥq(G,B)，则要求

δ(a′′ ^ b) = (δa′′)^ b

Ĥp(G,A′′) × Ĥq(G,B) Ĥp+q(G,A′′ ⊗Z B)

Ĥp+1(G,A) × Ĥq(G,B) Ĥp+q+1(G,A⊗Z B)

δ

⌣

id δ

⌣

对 G-模短正合列
0→ B → B′ → B′′ → 0

如果张量 A 之后仍然正合

0→ A⊗Z B → A⊗Z B
′ → A⊗Z B

′′ → 0

则对 a ∈ Ĥp(G,A)，b′′ ∈ Ĥq(G,B′′)，有

δ(a ^ b′′) = (−1)pa ^ δb′′
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Ĥp(G,A) × Ĥq(G,B′′) Ĥp+q(G,A⊗Z B
′′)

Ĥp(G,A) × Ĥq+1(G,B) Ĥp+q+1(G,A⊗Z B)

id

⌣

δ (−1)pδ

⌣

现在我们要说明这些条件唯一决定 cup product，回忆我们有统一符号

Am =

J⊗m
G ⊗Z A, m ≥ 0

I⊗mG ⊗Z A, m ≤ 0

考虑我们有正合列
0→ A→ A′ → A′′ → 0

0→ A⊗Z B → A′ ⊗Z B → A′′ ⊗Z B → 0

与
0→ B → B′ → B′′ → 0

0→ A⊗Z B → A⊗Z B
′ → A⊗Z B

′′ → 0

由于 IG 与 JG 都是自由 Z-模，从而平坦，故可以得到正合列

0→ Aq → (A′)q → (A′′)q → 0

0→ (A⊗Z B)q → (A′ ⊗Z B)q → (A′′ ⊗Z B)q → 0

与
0→ Bp → (B′)p → (B′′)p → 0

0→ (A⊗Z B)p → (A⊗Z B
′)p → (A⊗Z B

′′)p → 0

考虑我们有同构
δp : Ĥ0(G,Ap) ∼= Ĥp(G,A)

δq : Ĥ0(G,Bq) ∼= Ĥq(G,B)

于是有交换图

Ĥ0(G,Ap)× Ĥ0(G,Bq) Ĥ0(G,Ap ⊗Z B
q) Ĥ0(G, (A⊗Z B

q)p)

Ĥp(G,A)× Ĥ0(G,Bq) Ĥp(G,A⊗Z B
q) Ĥp(G, (A⊗Z B)q)

Ĥp(G,A)× Ĥq(G,B) Ĥp+q(G,A⊗Z B)

⌣

(δp,1)

=

δp δp

⌣

(1,δq)

=

(−1)p·qδq (−1)p·qδq

⌣

因此设
α = δpα0 ∈ Ĥp(G,A), β = δqβ0 ∈ Ĥq(G,B)

定义
α ^ β = (−1)pqδqBδ

p
A(α0 ^ β0)
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命题 1.8.1： 令 ap 为 A 的 p-cocycles，bq 为 B 的 q-cocycles，则有

a0 ^ bq = a0 ⊗Z bq, ap ^ b0 = ap ⊗Z b0

证明：a0 ∈ Ĥ0(G,A) =
AG

NGA
，可见 a0 ∈ AG，于是可以定义

ϕa0 : B → A⊗Z B, b 7→ a0 ⊗Z b

这个映射是 G-线性的，因为

g(a0 ⊗Z b) = ga0 ⊗Z gb = a0 ⊗Z gb

因此诱导上同调映射

Ĥq(G,B)→ Ĥq(G,A⊗Z B), bq 7→ a0 ⊗Z bq

现在我们要说明这个映射就是 a0 ^ −，这只需要在 q = 0 的时候注意到二者相等，而
他们都满足 cup product 的公理，因此维数移动告诉我们二者在任意次数相等. □

而在这个意义下，我们可以验证一般意义下的交换图

Ĥp(G,A′′)× Ĥ0(G,Bq) Ĥp(G, (A′′ ⊗Z B)q)

Ĥp+1(G,A)× Ĥ0(G,Bq) Ĥp+1(G, (A⊗Z B)q)

Ĥp(G,A′′)× Ĥq(G,B) Ĥp+q(G, (A′′ ⊗Z B))

Ĥp+1(G,A)× Ĥq(G,B) Ĥp+q+1(G,A⊗Z B)

⌣

(δ,1)

(1,δq)

δ

(−1)pqδq
⌣

(1,δq) (−1)(p+1)qδq
⌣

(δ,1) δ

⌣

与

Ĥ0(G,Ap)× Ĥq(G,B′′) Ĥq(G, (A⊗Z B
′′)p)

Ĥ0(G,Ap)× Ĥq+1(G,B) Ĥq+1(G, (A⊗Z B)p)

Ĥp(G,A)× Ĥq(G,B′′) Ĥp+q(G,A⊗Z B
′′)

Ĥp(G,A)× Ĥq+1(G,B) Ĥp+q+1(G,A⊗Z B)

⌣

(1,δ)

(δp,1)

(−1)0δ=δ

δp
⌣

(δp,1) δp
⌣

(1,δ) (−1)pδ

⌣

命题 1.8.2： 给定 G-同态 f : A→ A′，B → B′，则有

f(a)^ g(b) = f ⊗Z g(a ^ b)

即杯积是对两个系数变量都自然的双自然变换.
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证明：这对 p = q = 0 是显然的，然后其他维数通过维数移动即得. □

命题 1.8.3： A,B 是 G-模，令 g < G 为子群，对 a ∈ Ĥp(G,A), b ∈ Ĥq(G,B)，有

ResGg (a ^ b) = ResGg a ^ ResGg b ∈ Ĥp+q(g, A⊗Z B)

对 a ∈ Ĥp(G,A) 与 b ∈ Ĥq(g, B) 有

CoresGg
(
ResGg a ^ b

)
= a ^ CoresGg b ∈ Ĥp+q(G,A⊗Z B)

证明：先考虑零维的情况，对 a ∈ AG, b ∈ Bg，有

CoresGg (a⊗ b) =
∑
σ∈G/g

σ(a⊗ b) = a⊗

 ∑
σ∈G/g

σb

 = a⊗NG/gb

右边即 a ^ CoresGg b，所以在零维情况下成立. 再维数移动到其他情况即可. □

定理 1.8.4： 对 a ∈ Ĥp(G,A), b ∈ Ĥq(G,B) 与 c ∈ Ĥr(G,C)，有反交换律

a ^ b = (−1)p·q
(
b ^ a

)
与结合律 (

a ^ b
)
^ c = a ^

(
b ^ c

)
等号在典范同构 Ĥp+q(G,A ⊗Z B) ∼= Ĥp+q(G,B ⊗Z A) 与 Ĥp+q+r(G, (A ⊗ B) ⊗ C) ∼=
Ĥp+q+r(G,A⊗ (B ⊗ C)) 意义下成立.

证明：仍旧 p = q = 0 显然，剩下的维数移动即可. □

现在我们来计算一些显式结果. 下面令 ap 为 A的 p-cocycles，bq 为 B 的 q-cocycles，
令 ap 与 bq 代表其对应同调类.

引理 1.8.5： 有 a1 ^ b−1 = x0 ∈ Ĥ0(G,A⊗Z B)，并且有

x0 =
∑
τ∈G

a1(τ)⊗ τb−1

证明：取 A′ = Z[G]⊗Z A，故其上同调平凡，从而有 Ĥ1(G,A′) = 0，通过短正合列

0→ A→ A′ → A′′ → 0

可以把 A 嵌入 A′，而 a1 ∈ Z1(G,A) 也可以嵌入进 Z1(G,A′)，而 Ĥ1(G,A′) = 0，我们
知道 a1 ∈ B1(G,A′)，即存在一个 a′0 ∈ A′ 使得

a1 = ∂a′0 =⇒ a1(τ) = τa′0 − a′0

再把 a′0 投影到商模 A′′ = A′/A 中，记其像为 a′′0，由于对任意的 τ ∈ G，都有

τa′0 − a′0 = a1(τ) ∈ A =⇒ τa′′0 = a′′0 =⇒ a′′0 ∈ (A′′)G
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于是由连接映射的定义可见
a1 = δ(a′′0)

因此可见

a1 ^ b−1 = δ(a′′0)^ b−1 = δ
(
a′′0 ^ b−1

)
= δ

(
a′′0 ⊗Z b−1

)
= ∂ (a′0 ⊗Z b−1)

= NG(a′0 ⊗Z b−1) =
∑
τ∈G

τa′0 ⊗Z τb−1 =
∑
τ∈G

(a1(τ) + a′0)⊗Z τb−1

=
∑
τ∈G

a1(τ)⊗Z τb−1 + a′0 ⊗Z NGb−1

=
∑
τ∈G

a1(τ)⊗Z τb−1

最后一个等式是因为 NGb−1 = 0. □

现在特别取 B = Z，由于
Ĥ−2(G,Z) ∼= Gab

对 σ ∈ G，记其在 Gab ∼= Ĥ−2(G,Z) 中的对应元素为 σ，则有：

引理 1.8.6： a1 ^ σ = a1(σ) ∈ Ĥ−1(G,A).

证明：考虑正合列
0→ A⊗Z IG → A⊗Z Z[G]→ A→ 0

得到同构 δ : Ĥ−1(G,A)→ Ĥ0(G,A⊗Z IG)，因此只需要检查

δ(a1 ^ σ) = δ(a1(σ))

即可，注意到
δ(a1(σ)) = x0, x0 =

∑
τ∈G

τa1(σ)⊗Z τ

另一方面，同构 δ : Ĥ−2(G,Z)→ Ĥ−1(G, IG) 给出 δσ = σ − 1，因此有

δ(a1 ^ σ) = −(a1 ^ δ(σ)) = −a1 ^ σ − 1 = y0

由上面的引理得到

y0 = −
∑
τ∈G

a1(τ)⊗Z τ(σ − 1) =
∑
τ∈G

τa1(σ)⊗Z τσ

等式由 a1(τσ) = τa1(σ) + a1(τ) 给出，于是可以注意到

y0 − x0 = NG(a1(σ)⊗Z (σ − 1))

因此可见 x0 = y0，故得证. □

命题 1.8.7： a2 ^ σ =
∑

τ∈G a2(τ, σ) ∈ Ĥ0(G,A).

40



证明：我们再次考虑 G-模
A′ = Z[G]⊗ A

以及短正合列
0→ A→ A′ → A′′ → 0, A′′ = JG ⊗ A.

由于
H2(G,A′) = 0,

存在一个 1-上链
a′1 ∈ A′

1

使得
a2 = ∂a′1,

即
a2(τ, σ) = τa′1(σ)− a′1(τσ) + a′1(τ). (∗)

设 a′′1 为 a′1 在 A′′ 中的像，则 a′′1 是 A′′ 的一个 1-上循环，并且

a2 = δ(a′′1).

因此
a2 ^ σ = δ(a′′1)^ σ

(5.1)
= δ

(
a′′1 ^ σ

)
(5.7)
= δ

(
a′′1(σ)

)
= ∂(a′1(σ)) =

∑
τ∈G

τa′1(σ).

再由 (∗) 可得 ∑
τ∈G

τa′1(σ) =
∑
τ∈G

a2(τ, σ) +
∑
τ∈G

a′1(τσ)−
∑
τ∈G

a′1(τ)

=
∑
τ∈G

a2(τ, σ),

因此

a2 ^ σ =
∑
τ∈G

a2(τ, σ)

□

循环群的上同调 SECTiON 1.9
令 G 是一个有限循环群，生成元为 σ，阶为 n，则有

Z[G] =
n−1⊕
i=0

Zσi, NG = 1 + σ + · · ·+ σn−1

由于
σk − 1 = (σ − 1)(σk−1 + · · ·+ 1)
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因此可见 IG 是主理想，由 σ − 1 生成，即

IG = Z[G] · (σ − 1)

定理 1.9.1 (循环群 Tate 上同调周期 2)： G 是循环群，A 是 G-模，则

Ĥq(G,A) ∼= Ĥq+2(G,A), ∀q ∈ Z

证明：我们先证明 −1 次与 1 次同构，再使用维数移动. 对 x ∈ Z1(G,A)，满足

x(gh) = x(g) + gx(h)

容易推出 x(1) = 0，现在令 a = x(σ)，则有

x(σk) = a+ σa+ · · ·+ σk−1a

由于 σn = 1，所以必须有
0 = x(1) = x(σn) = NGa

可见 a ∈ KerNG. 反之对 a ∈ KerNG，可以定义

x(σk) =
k−1∑
i=0

σia, x(1) = 0

容易验证这满足上闭链条件，即 x ∈ Z1(G,A)，从而我们可以给出同构

Z1(G,A)→ KerN, x 7→ x(σ)

此时再注意上边缘 x ∈ B1(G,A) 满足存在 b ∈ A

x(g) = gb− b

于是有
x(σ) = (σ − 1)b ∈ IGA

因此有同构
B1(G,A)→ IGA, x 7→ x(σ)

综上，上面的同构给出

Ĥ1(G,A) ∼=
KerNG

IGA
∼= Ĥ−1(G,A), [x] 7→ [x(σ)]

最后对任意的 q ∈ Z，由维数移动有

Ĥq(G,A) ∼= Ĥ−1(G,Aq+1) ∼= Ĥ1(G,Aq+1) ∼= Ĥq+2(G,A)

特别地，对 q ∈ Z，有

Ĥ2q(G,A) ∼= AG/NGA, Ĥ2q+1(G,A) ∼= KerNG/IGA

□
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注 1.9.2： 2-周期性也有更直接的解释，即循环群的可以给出周期为 2 的完备自由消
解，令

D : Z[G]→ Z[G], g 7→ (σ − 1)G

可见
ND = DN = σn − 1 = 0

容易得到正合列
· · · D→ Z[G] N→ Z[G] D→ Z[G] N→ · · ·

作用 HomG(−, A) 之后即得到

· · · D→ A
N→ A

D→ A
N→ · · ·

于是立刻得到 2-周期性. �

现在给定短正合列
0→ A→ B → C → 0

利用周期-2 的特性，可以得到：

Ĥ−1(G,A)→ Ĥ−1(G,B)→ Ĥ−1(G,C)→ Ĥ0(G,A)→ Ĥ0(G,B)→ Ĥ0(G,C)→ Ĥ (G,A)

而
Ĥ−1(G,A) ∼= Ĥ1(G,A)

于是有

Ĥ−1(G,A) Ĥ−1(G,B)

Ĥ0(G,C) Ĥ−1(G,C)

Ĥ0(G,B) Ĥ0(G,A)

在每一处都正合.

定义 1.9.3： A 是 Abel 群，f, g 为其自同态，满足

f ◦ g = g ◦ f = 0 =⇒ Im f ⊂ Ker g, Im g ⊂ Ker f

则若指数都有限，则我们可以定义其 Herbrand quotient

qf,g(A) =
(Ker f : Im g)

(Ker g : Im f)

回忆我们有
D ◦N = N ◦D = 0
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而
KerD = AG, ImN = NGA, ImD = IGA

所以可见如果同调群 Ĥ0(G,A) 与 Ĥ−1(G,A) 都是有限群，则可以定义

qD,N(A) =
|Ĥ0(G,A)|
|Ĥ−1(G,A)|

=
|Ĥ2(G,A)|
|Ĥ1(G,A)|

我们称这使得两个同调群都有限的 G-模 A 为 Herbrand module.

定义 1.9.4： G 是循环群，A 是 G-模，则定义

h(A) =
|Ĥ0(G,A)|
|Ĥ−1(G,A)|

=
|Ĥ2(G,A)|
|Ĥ1(G,A)|

定理 1.9.5 (h 是乘性的)： G 是循环群，给定 G-模正合列

0→ A→ B → C → 0

则在任意两个有定义的情况下，第三个都有定义，并且满足

h(B) = h(A) · h(C)

证明：考虑正合图

Ĥ−1(G,A) Ĥ−1(G,B)

Ĥ0(G,C) Ĥ−1(G,C)

Ĥ0(G,B) Ĥ0(G,A)

f1

f2f6

f3f5

f4

若三个模中有两个是 Herbrand 模，则剩下的那个两边都是有限的，由正合性可见其有
限，现在我们令 Fi 表示 fi 的像的阶，正合性给出

|Ĥ−1(G,A)| = F6F1, |Ĥ−1(G,B)| = F1F2, |Ĥ−1(G,C)| = F2F3

|Ĥ0(G,A)| = F3F4, |Ĥ0(G,B)| = F4F5, |Ĥ0(G,C)| = F5F6

因此可见 h(B) = h(A)h(C). □

现在对 Abel 群 A，取 f = 0, g = n，令

nA = {a ∈ A : na = 0}

则有

q0,n(A) =
|A/nA|
|nA|
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命题 1.9.6： n 阶循环群 G 在 A 上有平凡作用，则

h(A) = q0,n(A)

特别地，Herbrand 商 q0,n 是乘性的.

证明：原因在于平凡作用下 D = 0, N = n. □

命题 1.9.7： 若
0→ A→ B → C → 0

是 Abel 群的短正合列，则任意两个商有定义的情况下，第三个都有定义，且满足

q0,n(B) = q0,n(A)q0,n(C)

命题 1.9.8： A 是有限群，则总有 qf,g(A) = 1.

证明：注意到
Im f ∼= A/Ker f, Im g ∼= A/Ker g

因此可见
|A| = | Im f | · |Ker f | = | Im g| · |Ker g|

综上得证. □

特别地，一个有限 G-模 A 始终有 h(A) = 1. 从而如果 A 是 G-模 B 的一个有限指
数子模，则考虑

0→ A→ B → B/A→ 0

可见
h(B) = h(A)h(B/A) = h(A)

引理 1.9.9： f, g 是 Abel 群 A 的可交换自同态，即 fg = gf，则

q0,gf (A) = q0,g(A)q0,f (A)

任两个存在，第三个存在.

证明：考虑交换图

0 g(A) ∩Ker f g(A) fg(A) 0

0 Ker f A f(A) 0

f

f

从而由蛇引理得到

0→ Ker f/(g(A) ∩Ker f)→ A/g(A)→ f(A)/fg(A)→ 0
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因此可见
[A : fg(A)]

[A : f(A)]
=

[A : g(A)] · |g(A) ∩Ker f |
|Ker f |

注意到
g : Ker(fg)→ g(a) ∩Ker f

是满射，其核为 Ker g，可见

Ker(fg)
Ker g

∼= g(A) ∩Ker f

因此可见
|Ker(fg)| = |Ker g| · |g(A) ∩Ker f |

综上可得上面所需等式. □

定理 1.9.10： p 是素数，G 是 p-阶循环群，A 是 G-模，若 q0,p(A) 有定义，则 q0,p(A
G)

与 h(A) 也有定义，并且满足

h(A)p−1 = q0,p(A
G)p/q0,p(A)

证明：记 M = IGA = DA，有短正合列

0→ AG → A
D→M → 0

这里可见
KerD = AG, ImD =M

由于 M ⊂ A，从而有
pM ⊆ pA

因此 pM 有限，再由于 M 还是 A 的商群，从而有满射

A/pA→M/pM

因此M/pM 也有限，因此 q0,p(M)有定义，从而正合列中两个都有定义，剩下的 q0,p(A
G)

也有定义，并且满足
q0,p(A) = q0,p(A

G)q0,p(M)

因为 G 平凡作用在 AG 上，所以

h(AG) = q0,p(A
G)

现在，注意到 ND = 0，因此 NM = ND(A) = 0，因此 Z[G] 在 M 上的作用可以
下降到 Z[G]/NZ[G] 的作用，设 ζ 为 p-次本原单位根，注意到

Z[G]/NZ[G] ∼= Z[X]/(Xp − 1, 1 +X + · · ·+Xp−1)
∼= Z[X]/(1 +X + · · ·+Xp−1)
∼= Z[ζ]
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在这个同构之下，有
σ 7→ ζ, D = σ − 1 7→ ζ − 1

而在 Z[ζ] 中，有

Φp(X) =

p−1∏
i=1

(X − ζ i)

取 X = 1 得到

p =

p−1∏
i=1

(1− ζ i)

取 ui = (1− ζ i)/(1− ζ)，选 ij ≡ 1 mod p，有

1− ζ = 1− (ζ i)j = (1− ζ i)(1 + ζ i + · · ·+ (ζ i)j−1)

因此
u−1
i = 1 + ζ i + · · ·+ (ζ i)j−1 ∈ Z[ζ]

所以可见 ui ∈ Z[ζ]×，所以可得分解

p = (1− ζ)p−1

i−1∏
i=1

ui = Dp−1e, e ∈ Z[ζ]×

其中 e 是一个同构，从而可见

KerD ⊂ pM, pM ⊂ DM

因此 KerD 有限，而 M/DM 是有限群 M/pM 的商，也有限，所以 q0,D(M) 有定义，
由于自同构的核与余核都是零，故可见 q0,e(M) = 1，从而可见

q0,p(M) = q0,D(M)p−1

但是 N = 0 在 M 上成立，故有

h(M) = qD,0(M) =
|KerD|
|M/DM |

=
1

q0,D(M)
=⇒ q0,p(M) = h(M)−(p−1)

现在由
q0,p(A) = q0,p(A

G)q0,p(M) = q0,p(A
G)h(M)−(p−1)

所以可见

h(M)p−1 =
q0,p(A

G)

q0,p(A)

最后再由于 AG 与 M 都已经是 Herbrand 模，所以 A 也是，故

h(A) = h(AG)h(M)

得到

h(A)p−1 = q0,p(A
G)p−1h(M)p−1 =

q0,p(A
G)p

q0,p(A)

□
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定理 1.9.11 (Chevalley)： 令 A 是有限生成 G-模，其中 G 是素数 p-阶循环群，若 α

是 A 作为 Abel 群的 rank，β 是 AG 作为 Abel 群的 rank，则 Herbrand 商由下式给出

h(A) = p(p·β−α)/(p−1)

证明：由于 G 有限，所以有限生成 G-模也是有限秩 Abel 群，设 L 为 rank r 的有限生
成 Abel 群，则可以写成

L ∼= Zr ⊕Z T

其中 T 有限，可见
q0,p(L) = q0,p(Zr)q0,p(T ) = pr

因此可见
q0,p(A) = pα, q0,p(A

G) = pβ

从而立刻得到

h(A) =
p−1

√
(pβ)p

pα
= p(p·β−α)/(p−1)

□

Tate 定理 SECTiON 1.10
定理 1.10.1： A 是 G-模，若存在 q0 使得

Ĥq0(g, A) = Ĥq0+1(g, A) = 0

对所有子群 g < G 成立，则 A 有平凡上同调.

证明：我们只需要证明
Ĥq0(g, A) = Ĥq0+1(g, A) = 0

可以推出
Ĥq0−1(g, A) = Ĥq0+2(g, A) = 0

即可，这样就可以往两边无限延伸. 再利用维数移动，我们立刻只需要证明

Ĥ1(g, A) = Ĥ2(g, A) = 0 =⇒ Ĥ0(g, A) = Ĥ3(g, A) = 0

现在假设有
Ĥ1(g, A) = Ĥ2(g, A) = 0, ∀g < G

我们对 |G| 归纳，平凡群的所有 Tate 上同调都是零，所以奠基成立. 现在对每个真子
群 g < G，由归纳假设都有

Ĥ0(g, A) = Ĥ3(g, A) = 0
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现在要说明对 G 成立，如果 G 不是 p-群，则每个 Sylow 子群 P 都是真子群，因此有

Ĥ0(P,A) = Ĥ3(P,A) = 0

由推论 1.7.17 得到
Ĥ0(G,A) = Ĥ3(G,A) = 0

所以只需要对 p-群证明，现在设 G 是非平凡 p-群，其存在指数为 p 的正规子群 H，有
Q = G/H ∼= Z/pZ，由于 H 是真子群，所以归纳假设给出 Ĥ i(H,A) = 0, i = 0, 1, 2, 3，
回忆我们有定理 1.7.5，故对 q = 1, 2, 3 有正合列

0→ Ĥq(Q,AH)→ Ĥq(G,A)→ Ĥq(H,A)

因此有同构
Inf : Ĥq(Q,A)

∼→ Ĥq(G,A)

由于 Ĥ1(G,A) = 0，然后同构到 Ĥ1(Q,A)，再由于 Q 是循环群，从而 2-周期，于是得
到三次消失：Ĥ3(Q,AH) = 0，再通过同构回到 G 得到 Ĥ3(G,A) = 0.

同理，G 的二次消失可以得到 Q 的二次消失从而零次消失，注意到

Ĥ0(Q,AH) =
(AH)Q

NQ(AH)
=

AG

NQ(AH)

因此可见 AG = NQ(A
H)，但是归纳假设告诉我们 Ĥ0(H,A) = 0，从而可见 AH = NHA，

所以可见
AG = NQ(A

H) = NQNHA = NGA =⇒ Ĥ0(G,A) = 0

□

若 A 与 B 都是 G-模，考虑其杯积

^ : Ĥp(G,A)× Ĥq(G,B)→ Ĥp+q(G,A⊗Z B)

固定 a ∈ Ĥp(G,A)，则映射 a ^ − 给出一族映射.

定理 1.10.2： A 是 G 模，满足对任意子群 g < G，都有

(1) Ĥ−1(g, A) = 0.

(2) Ĥ0(g, A) 为 |g|-阶循环群.

若 a 为 Ĥ0(G,A) 的生成元，则映射

a ^ − : Ĥq(G,Z)→ Ĥq(G,A), ∀q ∈ Z

给出了同构.
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证明：其道理在于把所需的杯积实现为一个单射 Z → B 诱导的映射，再证明余核上同
调平凡. 首先把杯积实现为一个系数模同态，取代表元

a0 ∈ AG, a = a0 +NGA

因为 a0 是 G-不变的，所以
f0 : Z→ A, n 7→ na0

是 G-map，其中 Z 是平凡作用. 其在 Tate 上同调上诱导的映射就是

(f0)∗ = a ^ −

在零次是就是 [n] 7→ [na0]. 现在令

B = A⊕Z Z[G]

定义
f : Z→ B, n 7→ (na0, nNG)

这是 G-map，并且是单射，且注意对任意 H ≤ G，Z[G]限制到 H 后是若干个 Z[H]的直
和，故其 Tate 上同调在所有次数均为零. 因而自然嵌入 i : A→ B 在每个子群的所有次
数上都诱导同构. 又因为 f 的第二分量在上同调上诱导零映射，所以 f∗ = i∗ ◦ (a ^ −)，
只需证明 f∗ 在所有次数均为同构.
令 C = coker f，得到短正合列 0 → Z f−→ B → C → 0. 对任意 H ≤ G，由假设有

Ĥ−1(H,B) = 0；又因为 H 有限，Ĥ1(H,Z) = Hom(H,Z) = 0. 因此长正合列给出

0 −→ Ĥ−1(H,C) −→ Ĥ0(H,Z) f∗−→ Ĥ0(H,B) −→ Ĥ0(H,C) −→ 0

我们证明其中的 f∗ 是同构. 在 Ĥ0(H,B) ∼= Ĥ0(H,A) 的识别下，f∗ 将 Ĥ0(H,Z) =
Z/|H|Z 的生成元 [1] 映到 resGH a. 记 n = |G|，m = |H|，d = [G : H]，则 n = dm，且
corGH resGH a = da. 因为 a 的阶为 n，da 的阶为 m，所以 m 整除 resGH a 的阶. 另一方面，
Ĥ0(H,A) 的阶为 m，故 resGH a 的阶恰为 m，从而它是生成元. 因此 f∗ 是同构.

由上述正合列，Ĥ−1(H,C) = Ĥ0(H,C) = 0 对所有 H ≤ G 成立. 应用上同调平凡
性判据可知 C 上同调平凡. 再由短正合列 0 → Z → B → C → 0 的长正合列，得到
f∗ : Ĥ

q(G,Z)→ Ĥq(G,B) 对所有 q ∈ Z 均为同构. 结合 f∗ = i∗ ◦ (a ^ −) 及 i∗ 为同构，
即得结论. □

定理 1.10.3 (Tate)： A 是 G-模，且对任意子群 g < G，都满足

(1) Ĥ1(g, A) = 0.

(2) Ĥ2(g, A) 是阶为 |g| 的循环群.

则多 a ∈ Ĥ2(G,A) 是生成元，则杯积给出同构

a ^ − : Ĥq(G,Z)→ Ĥq+2(G,A), q ∈ Z
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证明：取二次移维模 A2 = JG⊗ZJG⊗ZA. 两次连接同态的复合给出同构 δ2 : Ĥq(H,A2)
∼−→

Ĥq+2(H,A)，对所有 H ≤ G 和 q ∈ Z 成立. 特别地，Ĥ−1(H,A2) ∼= Ĥ1(H,A) = 0，且
Ĥ0(H,A2) ∼= Ĥ2(H,A) 是阶为 |H| 的循环群.

令 ã = (δ2)−1(a)，则 ã是 Ĥ0(G,A2)的生成元. 由定理 1.10.2，̃a ^ − : Ĥq(G,Z)→
Ĥq(G,A2) 对所有 q 均为同构.

Cup product 与第一个变量的连接同态相容，即 δ(u ^ v) = (δu) ^ v. 此处第二
个系数模为 Z，张量 − ⊗Z Z 保持正合，故可以连续使用两次该相容性. 因而对任意
x ∈ Ĥq(G,Z)，有

δ2(ã ^ x) = (δ2ã)^ x = a ^ x

因此 a ^ − = δ2 ◦ (ã ^ −) 是两个同构的复合，故亦为同构. □

定理 1.10.4 (Tate 定理的补充)： 在定理 1.10.3 的假设下，对任意子群 H ≤ G，resGH a
是 Ĥ2(H,A) 的生成元. 因而对任意 q ∈ Z，有同构

(resGH a)^ − : Ĥq(H,Z) ∼−→ Ĥq+2(H,A)

证明：记 n = |G|，m = |H|，d = [G : H]，则 n = dm，且 corGH resGH a = da. 因为 a 的
阶为 n，所以 da 的阶为 m. 因此 m 整除 resGH a 的阶. 又因为 Ĥ2(H,A) 的阶恰为 m，
故 resGH a 的阶为 m，从而它生成该群.

对每个子群 K ≤ H，Tate 定理的两个假设仍然成立. 因此对群 H 及生成元 resGH a
应用 Tate 定理，即得所述同构. □

注 1.10.5：取 q = −2，由 Ĥ−2(G,Z) ∼= H1(G,Z) ∼= Gab 及 Ĥ0(G,A) = AG/NGA，Tate
定理给出同构

Gab
∼−→ AG/NGA

这一同构相对于所选生成元 a 确定. 若改取生成元 a′ = ua，其中 gcd(u, |G|) = 1，则由
cup product 的双线性，有 a′ ^ x = u(a ^ x). 因此若要消除生成元选择所带来的不确
定性，还需相应的规范化. �
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CHAPTER2
局部类域论

从本章开始，我们直接使用 Hq(G,A) 来表示 Tate 上同调 Ĥq(G,A).

Profinite 群 SECTiON 2.1
对小范畴 I 而言，若有函子

G : Iop → Grp

有

lim←−
I

Gi =

{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Gi : ∀s : i→ j, G(s)(xj) = xi

}
以下假设 I 由滤过偏序集 (I,≤) 给出，从而只需考虑逆向极限而非一般的极限.

现在假设每个 Gi = G(i) 都是拓扑群，且对每个 i ≤ j，都有连续同态 Gj → Gi，赋
予
∏

i∈I Gi 乘积拓扑，其子群 lim←−
I

Gi 继承了自然的子空间拓扑.

引理 2.1.1： 拓扑群 lim←−
I

Gi 在 1 处有一组形如

UI0 =
⋂
i∈I0

p−1
i (Ui), I0 ⊂ I finite subset, 1 ∈ Ui ∈ Open(Gi)

的邻域基. 若每个 Gi 都是 Hausdorff 空间，则 lim←−
I

Gi 也是；如果进一步，每个 Gi 都是

紧空间，则 lim←−
I

Gi 是紧 Hausdorff 空间.

证明：邻域基的结论就是乘积拓扑的定义. 若 Gi 均 Hausdorff，则乘积空间也是 Haus-
dorff，乘积空间的子空间仍然 Hausdorff. 最后，如果 Gi 皆紧，Tychonoff 定理告诉我
们乘积空间也是紧的，而 Hausdorff 性质告诉我们 lim←−

I

Gi 是
∏

i∈I Gi 的闭子群，道理在

于 Gi 紧，从而 {1} ⊂ Gi 是闭子群，故若 fij : i→ j，则

hij :
∏
i∈I

Gi → Gi, (xi) 7→ G(fij)(gj)g
−1
i
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从而

Eij :=

{
(xi) ∈

∏
i∈I

Gi : G(fij)(xj) = xi

}
= h−1

ij ({1})

是闭的，故
lim←−
I

Gi =
⋂
i,j∈I

Eij

闭，从而是紧 Hausdorff 空间. □

而我们在代数和数论中常用的是所有 Gi 均为有限群的情况，此时赋予其离散拓扑，
故为紧 Hausdorff 的.

定义 2.1.2： 同构意义下形如 lim←−iGi，其中 (I,≤) 滤过，并且 Gi 均有限的拓扑群称作
profinite group.

推论 2.1.3： 引理告诉我们投射有限群都是 Hausdorff 紧群.

实际上我们有更强的结论：

定理 2.1.4： 拓扑群 G 是投射有限群当且仅当它是 Hausdorff 紧群，并且 1 处有一组
由正规子群构成的邻域基.

证明： =⇒：我们已经说明了是 Hausdorff 紧群，可以取引理中的 Ui = {1}，从而得到
正规子群构成的邻域基.

⇐=：设 G 是紧 Hausdorff 拓扑群，且单位元处有一组由正规子群构成的邻域基.
首先一个子群只要是单位元的邻域，就必为开子群. 事实上，若子群 N 包含单位元的某
个开邻域 U，则

N =
⋃
n∈N

nU

所以 N 是开集. 因此，假设中的邻域基可视为由开正规子群构成. 令

N = {N ⊴ G : N 是开子群}

第一步：构造有限商群的逆向系统. 对每个 N ∈ N，由于 N 开，商群 G/N 带商
拓扑是离散空间. 另一方面，G/N 是紧空间 G 的连续像，因而紧. 紧离散空间必为有
限集，所以 G/N 是有限离散群. 在 N 上按反包含关系定义偏序：

N ≤M ⇐⇒ M ⊆ N

由于有限个开正规子群的交仍是开正规子群，N 是滤过偏序集. 当 M ⊆ N 时，定义过
渡同态

πMN : G/M −→ G/N, gM 7−→ gN

这些映射构成一个逆向系统.
第二步：证明 Φ 是拓扑群同构. 定义自然同态

Φ : G −→ lim←−
N∈N

G/N, g 7−→ (gN)N∈N
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由于各个商映射 G→ G/N 连续，Φ 连续. 注意到

KerΦ =
⋂
N∈N

N

若 g 6= 1，由 Hausdorff 性，存在单位元的开邻域 U，使得 g /∈ U . 由邻域基假设，存在
N ∈ N 满足 N ⊆ U，从而 g /∈ N . 因此⋂

N∈N

N = {1}

故 Φ 单射. 任取
x = (xN)N∈N ∈ lim←−

N∈N
G/N

对每个 N ∈ N，令
CN = {g ∈ G : gN = xN}

每个 CN 都是 N 的一个陪集，因而非空. 又因为开子群也是闭子群，所以每个 CN 都是
闭集. 我们验证闭集族 {CN}N∈N 具有有限交性质. 任取 N1, . . . , Nr ∈ N，令

M = N1 ∩ · · · ∩Nr ∈ N

由 x 的相容性，对每个 j 都有
πMNj

(xM) = xNj

因此

∅ 6= CM ⊆
r⋂
j=1

CNj

有限交性质成立. 由 G 的紧性， ⋂
N∈N

CN 6= ∅

取 g 属于此交集，则对所有 N ∈ N 都有 gN = xN，即 Φ(g) = x. 故 Φ 满射.
Φ 是从紧空间 G 到 Hausdorff 空间 lim←−N∈N G/N 的连续双射，因此是同胚. 于是得

到拓扑群同构
G ∼= lim←−

N∈N
G/N

由于每个 G/N 都是有限离散群，G 是投射有限群. □

无穷 Galois 理论 SECTiON 2.2
我们称正规可分扩张 E|F 为 Galois 扩张，记 Gal(E|F ) = AutF (E).
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定义 2.2.1 (Krull 拓扑)： 对 Galois 扩张 E|F，赋予 Gal(E|F ) 拓扑结构，使得 σ ∈
Gal(E|F ) 处的拓扑基为

σGal(E|K), K|F 为有限 Galois 子扩张
称此拓扑为 Krull 拓扑.

注 2.2.2： 此拓扑的直观在于有越大的有限 Galois 扩张 K|F 使得 σ|K = τ |K，则它们
越接近. 并且可以注意到 Gal(E|K) 是正规子群，从而定义也可以用 Gal(E|K)σ 来叙
述. 邻域基需要对有限交封闭，这可以由

Gal(E|K) ∩Gal(E|K ′) = Gal(E|KK ′)

保证，因为 KK ′|F 仍然是有限 Galois 扩张. �

命题 2.2.3： 对任意 Galois 扩张 E|F，有拓扑群的同构

Gal(E|F ) = lim←−
K|F finite Galois

Gal(K|F )

证明：由定理 2.1.4 的证明过程，可以立刻看到. □

引理 2.2.4： 拓扑群 G := Gal(E|F ) 满足以下性质：
(1) G 是 Hausdorff 紧群，E|F 有限时带离散拓扑.

(2) 对任意有限子扩张 L|F，子群 Gal(E|L) 为开集.

(3) 任意开子群 H 是闭的，并且 [G : H] <∞.

(4) 对任意子扩张 L|F，子群 Gal(E|F ) 为闭集.

(5) 若赋予 E 离散拓扑，则作用映射 Gal(E|F )× E → E 是连续的.
定理 2.2.5 (无穷 Galois 对应)： 设 E|F 是 Galois 扩张，则有互逆的双射

{中间域 K} ←→ {闭子群 H ⊂ Gal(E|F )}}
K|F 7→ Gal(E|K)

EH |F 7→ H

并且满足以下性质：

(1) H1 ⊂ H2 ⇐⇒ EH1 ⊃ EH2 且 K1 ⊂ K2 ⇐⇒ AutK1(E) ⊃ AutK2(E).

(2) 双射对于 Gal(E|F )在两边的左作用是等变的，并且给出正规闭子群 H◁Gal(E|F )
与 Galois 子扩张 K|F 的一一对应.

(3) 对任意中间域 K 都有双射

Gal(E|F )/Gal(E|K)
∼→ HomF (K,E)

σ ·Gal(E|K) 7→ σ|K
当 K|F 是 Galois 扩张时，上式导出拓扑群的同构

Gal(E|F )/Gal(E|K)
∼→ Gal(K|F )

(4) 开子群对应到有限子扩张.
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抽象类域论 SECTiON 2.3
现在我们给出一些神秘小语言. 取一个投射有限群 G，将其所有开子群(即有限指数闭
子群) 记为

{GK : K ∈ X}

我们把下标 K 称为域，我们称域 K0 ∈ X 使得 GK0 = G 为基域. 如果 GL ⊂ GK，我们
形式化地记 K ⊂ L，并且定义扩张 L|K 为

[L : K] = [GK : GL]

扩张 L|K 称为正规，如果 GL 是 GK 的正规子群. 若 L|K 是正规的，则我们定义扩张
L|K 的 Galois 群为

GL|K = GK/GL

扩张 L|K 的性质由其 Galois 群定义，比如循环，Abel，可解等等. 我们定义这些域的
交域与合成为

K =
n⋂
i=1

Ki, 若 GK 由 GKi
拓扑生成

K =
n∏
i=1

Ki, 若 GK =
n⋂
i=1

GKi

如果 GL′ = σGLσ
−1，则我们称 L′ = σL，我们称两个扩张 L|K 与 L′|K 共轭，如果

L′ = σL 对某些 σ ∈ GK 成立. 以上的记号给出了关于投射有限群的形式 Galois 理论.
下面我们讨论 A 是 profinite 群 G-模，下列条件等价：

(1) 映射 G× A→ A, (σ, a) 7→ σa 是连续的.

(2) 对每一个 a ∈ A，都有 {σ ∈ G : σa = a} 在 G 中是开集.

(3) 有 A =
⋃
U A

U，其中 U 为 G 的所有开子群.

定义 2.3.1： G 是 profinite 群，A 是 G-模，满足上面的等价条件，则称 (G,A) 为一个
formation.

现在考虑 (G,A) 是一个 formation，接下来我们考虑 A 是乘性的 Abel 群. 令
{GK : K ∈ X} 为 G 的开子群族，由一族域 X 参数化. 我们定义

AK = AGK = {a ∈ A : σa = a, ∀σ ∈ GK}

可见
K ⊂ L =⇒ AK ⊂ AL

如果 L|K 是正规扩张，则可见 AL 是一个 GL|K-模.
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现在我们考虑对每一个正规扩张 L|K 配上一个上同调群，我们记

Hq(L|K) = Hq(GL|K , AL)

若 N ⊇ L ⊇ K 为 K 的正规扩张塔，我们有包含关系

GN ⊆ GL ⊆ GK

并且 GN 与 GL 都是 GK 的正规子群，群上同调理论告诉我们有同态

Hq(GL|K , AL) = Hq(GL|K , A
GN|L
N )

Inf→ Hq(GN |K , AN)

换言之，对 q ≥ 1，有
InfN : Hq(L|K)→ Hq(N |K)

同理我们有限制与余限制的同态

Res : Hq(GN |K , AN)→ Hq(GN |L, AN), Cores : Hq(GN |L, AN)→ Hq(GN |K , AN)

注意上面的限制和余限制只需要 N |K 是正规的即可，对 L 没有要求. 如果 L|K 也是
正规的，则由定理 1.7.6 我们可见有正合列

1→ H1(L|K)
InfN→ H1(N |K)

ResL→ H1(N |L)

如果额外还有 H i(N |L) = 1 对 i = 1, · · · , q − 1 成立，则有正合列

1→ Hq(L|K)
InfN→ Hq(N |K)

ResL→ Hq(N |L)

如果 L|K 正规，σ ∈ G，则

τGL 7→ στσ−1GσL

给出了 GL|K 与 GσL|σK 之间的同构，而

a 7→ σa

给出了 AL 与 AσL 之间的同构. 由于

(στσ−1GσL)σa = σ(τGL)a

可见其上的同构是相容的，从而得到 GL|K-模 AL 与 GσL|σK-模 AσL，于是任意的 σ ∈ G
给出了同构

σ∗ : Hq(L|K)
∼→ Hq(σL|σK)

可以验证这个同构与 inflation, restriction 和 corestriction 都交换.

定义 2.3.2： 我们称一个 formation (G,A) 为 field formation，如果对任意的正规扩
张 L|K，其一阶上同调群都消失，即

H1(L|K) = 1
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对一个 field formation，由定理 1.7.6 可见总是有正合列

1→ H2(L|K)
InfN→ H2(N |K)

ResL→ H2(N |L)

若 N ⊇ L ⊇ K 为 K 的正规扩张塔. 从而因为 InfN 是单射，我们可以将 H2(L|K) 视为
H2(N |K) 的子群.

现在，若 L 取遍 K 的所有正规扩张，其在上述意义下构成一个滤过集，滤过态射
为 Inflation，从而我们可以通过取正向极限得到一个群

H2( |K) := lim−→
L

H2(L|K)

由于每一个 inflation 都是单射，所以每个 H2(L|K) 实际上都嵌入 H2( |K)，我们将
其等同为其嵌入像，即将 H2(L|K) 视为 H2( |K) 的子群，则有

H2( |K) =
⋃
L

H2(L|K)

特别地，如果 N ⊃ L ⊃ K 是 K 的正规域扩张塔，则我们有

H2(L|K) ⊂ H2(N |K) ⊂ H2( |K)

注 2.3.3： 现在注意到 GK 是投射有限群，A 是 GK-模，对有限群的上同调而言我们
一般考虑 Hq(G,A) 是函数 Gq → A，但是对于投射有限群，在赋予 A 离散拓扑后我们
要考虑其连续上链

Cq
cts(GK , A) = {f : Gq

K → A : f is continuous}

从而我们有神秘的同构

Hq
cts(GK , A) ' lim−→

L

Hq(L|K) ' Hq( |K), q ≥ 1

�

现在给定任意扩张 K ′|K，对任意的 c ∈ H2( |K)，按照正向极限的构造，存在一
个正规扩张 L0|K 使得 c ∈ H2(L0|K)，现在取一个正规扩张 L|K 使其同时包含 L0 和
K ′，这是总能做到的，令

H = Gk′ ∩GL0

因为 GL0 ◁GK，GK′ < GK，且都是开的，从而可见 H 是 GK 的开子群，于是也是有
限指数的，因此我们可以定义

GL =
⋂
g∈GK

gHg−1 ◁GK

从而得到我们所需的 L. 因此我们可见 L|K与 L|K ′都是正规扩张，并且 c ∈ H2(L0|K) ⊂
H2(L|K)，此时考虑有限制映射

ResK′ : H2(L|K)→ H2(L|K ′)

会将 c 送入 H2(L|K ′) ⊂ H2( |K ′)，然后实际上由限制映射与 inflation 交换得到在余
极限上的限制映射

ResK′ : H2( |K)→ H2( |K ′)
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命题 2.3.4： (G,A) 为一个 field formation，若 K ′|K 正规，则有正合列

1→ H2(K ′|K) ↪→ H2( |K)
ResK′→ H2( |K ′)

证明：由于是域构型1，所以我们之前已经看见它在有限情况下的正合列，对 L ⊃ K ′ ⊃ K

都是 K 的正规扩张，我们有

1→ H2(K ′|K)→ H2(L|K)→ H2(L|K ′)

对所有包含 K ′ 的 K 的正规扩张 L 取滤过余极限，由于滤过余极限在 Abel 群范畴保
持正合，由于他们的滤过集是共尾的，所以得到

1→ H2(K ′|K)→ H2( |K)→ H2( |K ′)

□

类域论的核心断言是所谓的互反律

GabL|K ' AK/NL|KAL

对所有的正规扩张 L|K 成立，其中 NL|KAL = NGL|KAL 为 AL 的范数群. 由 Tate 定理
1.10.3 可知这只需要给出以下要求：若 L|K 是任意正规扩张，都有

I. H1(L|K) = 1, II. H2(L|K) is cyclic group of order [L : K]

若满足这个条件，则 H2(L|K) 的生成元杯积给出了同构

GabL|K ' AK/NL|KAL

但是这个同构是不典范的，比如依赖于生成元的选择. 为了达成典范的互反映射，我们
想要给定一个同构

invL|K : H2(L|K)→ 1

n
Z/Z, n = [L : K]

则可以考虑 uL|K = inv−1
L|K(1/n + Z)，当然这对这个同构映射要有要求，使得其选择的

uL|K 总是相容且正确的.

定义 2.3.5： 一个构型 (G,A) 称为 class formation，如果满足下设公理

I H1(L|K) = 1，对任意的正规扩张 L|K 成立 (注意此即域构型).

II 对于任意的正规扩张 L|K，都存在一个 invariant map

invL|K : H2(L|K)→ 1

[L : K]
Z/Z

满足：

1formation 并没有一个统一的中文翻译，这里我将其翻译为构型.
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(a) 对 N ⊃ L ⊃ K 为 K 的正规扩张塔，则有

invL|K = invN |K |H2(L|K)

(b) 若 N ⊃ L ⊃ K 为 K 的扩张塔，满足 N |K 是正规的，则

invN |L ◦ResL = [L : K] · invN |K

注 2.3.6： 注意，II(b) 实际上就是在要求

H2(N |K)
1

[N : K]
Z/Z

H2(N |L) 1

[N : L]
Z/Z

invN|K

ResL ·[L:K]

invN|L

这个要求再自然不过，而 (a) 是在要求如果 H2( |K) =
⋃
LH

2(L|K)，则存在一个单同
态

invK : H2( |K)→ Q/Z

使得
invK |H2(L|K) = invL|K

即下图交换

H2(L|K)
1

[L : K]
Z/Z

H2( |K) Q/Z

invL|K

invK
�

现在若 L|K 是任意扩张，则对 II(b) 的图表取余极限，就有

H2( |K) Q/Z

H2( |L) Q/Z

invK

ResL ·[L:K]

invL

我们同时也能通过这张图表得到 II(b) 的图表，因为实际上限制一下就得到了.

命题 2.3.7： 若 N ⊃ L ⊃ K 为域扩张，N |K 正规，则有

(1) 若 L|K 正规，对 c ∈ H2(L|K) ⊂ H2(N |K)，有 invN |K c = invL|K c.
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(2) 对 c ∈ H2(N |K)，有 invN |L(ResL c) = [L : K] · invN |K(c).

(3) 对 c ∈ H2(N |L)，有 invN |K(CoresK c) = invN |L c.

(4) 对 c ∈ H2(N |K) 与 σ ∈ G，有 invσN |σK(σ
∗c) = invN |K c.

证明：(1)(2)是显然的，就是上面类构型公理 II的重写. (3)注意到 invN |L 与 invN |K 都
是同构，所以由 ·[L : K]是满射立刻得到 ResL 是满射，因此可见对任意的 c ∈ H2(N |L)，
都存在 c̃ ∈ H2(N |K) 使得 c = ResL(c̃)，因此有

CoresK(c) = CoresK(ResL(c̃)) = c̃[L:K]

因此由 (2) 可见

invN |K(CoresK c) = [L : K] invN |K(c̃) = invN |L(ResL(c̃)) = invN |L(c)

(4) 考虑 K0 为 G 的基域，令 Ñ 为包含 N 的 K0 的正规扩张，存在性之前已经通
过考虑群的正规核证明过. 如此可以注意到 σÑ = Ñ，从而可见 Ñ 也包含 σN . 群上同
调的基本结果告诉我们对 GÑ |K0

-模 AÑ 上的自同构 ga 7→ σ(ga) = (σgσ−1)(σa)，有其在
上同调群诱导的映射是恒等映射

σ∗ = id : H2(Ñ |K0)→ H2(Ñ |K0)

再回忆 σ∗ 与 inflation 和 corestriction 交换，结合 (1) 与 (3) 就得到

invσN |σK(σ
∗c) = invÑ |σK(σ

∗c) = invÑ |K0
(CoresK0(σ

∗c))

= invÑ |K0
(σ∗CoresK0 c) = invÑ |K0

(CoresK0 c)

= invÑ |K c = invN |K c

□

定义 2.3.8： 令 L|K 为正规扩张，则不变映射唯一决定了元素 uL|K ∈ H2(L|K) 使得

invL|K(uL|K) =
1

[L : K]
+ Z

称为 L|K 的 fundamental class.

我们可以看到不同域扩张之间的基本类是如何关联的.

命题 2.3.9： 令 N ⊃ L ⊃ K 为域扩张，其中 N |K 是正规扩张，则有

(1) 若 L|K 也是正规的，则有 uL|K = (uN |K)
[N :L].

(2) ResL(uN |K) = uL|K .

(3) CoresK(uN |L) = (uN |K)
[L:K].

(4) 对 σ ∈ G，有 σ∗(UN |K) = uσN |σK .
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证明：我们只需要证明它们在不变映射下的像相同即可，这些都是直接计算的结果. □

现在我们应用 Tate 定理，就得到了类构型的主定理.

定理 2.3.10 (Main Theorem)： L|K 为正规扩张，则映射

uL|K ∪ − : Hq(GL|K ,Z)→ Hq+2(L|K)

对所有次数 q ∈ Z 都是同构.

特别地，我们有

推论 2.3.11： H3(L|K) = 1，与 H4(L|K) ' χ(GL|K).

证明：注意到
H3(L|K) ' H1(GL|K ,Z) = Hom(GL|K ,Z) = 0

而
H4(L|K) ' H2(GL|K ,Z) ' H1(GL|K ,Q/Z) = χ(GL|K)

中间的同构来自于对
0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0

取长正合列，由于 Q 是唯一可除模，所以由推论 1.6.5 可见其上同调平凡. □

由于我们对 q = 3, 4 或者更高的时候赋予上同调群一些具体意义，所以这个推论暂
时看不到什么具体的应用，不过如果考虑一些低阶结果，我们会有

GabL|K ' H−2(GL|K ,Z) ' H0(L|K) = AK/NL|KAL

定理 2.3.12 (General Reciprocity Law)： L|K 为正规扩张，则杯积映射

uL|K ∪ − : H−2(GL|K ,Z)→ H0(L|K)

给出了一个典范的同构
θL|K : GabL|K → AK/NL|KAL

同构 θL|K 被称为 Nakayama map.

我们可以给出 Nakayama 映射的具体表达，若 u 为 uL|K 的代表元，即 u : G2
L|K →

AL，则由命题 1.8.7 可见

θL|K(σG
′
L|K) =

 ∏
τ∈GL|K

u(τ, σ)

 ·NL|KAL

其中 G′ = [G,G]. 具体的类域论中我们更常见其反方向

θ−1
L|K : AK/NL|KAL → GabL|K
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这个逆映射也被称为 reciprocity isomorphism，将其与商映射复合就得到 norm
residue symbol：

AK → AK/NL|KAL → GabL|K

我们将其记为 ( , L|K)，因此我们有正合列

1→ NL|KAL → AK
( ,L|K)→ GabL|K → 1

元素 a ∈ AK 是一个范数当且仅当 (a, L|K) = 1.

引理 2.3.13： 令 L|K 为正规扩张，a ∈ AK，并且 a = aNL|KAL ∈ H0(L|K). 若
χ ∈ χ(GabL|K) = H1(GL|K ,Q/Z) 是一个特征，则有

χ((a, L|K)) = invL|K(a ∪ δχ) ∈
1

[L : K]
Z/Z

其中 δχ 表示 χ 在下面同构下的像

δ : H1(GL|K ,Q/Z)→ H2(GL|K ,Z)

通过对 0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0 取长正合列得到.

证明：为了简化记号，我们令 σa = (a, L|K) ∈ GabL|K ' H−2(GL|K ,Z)，用 σa 来表示 σa

在上面同构中的对应元素. 由范数剩余符号的定义，可见

a = uL|K ∪ aσ ∈ H0(GL|K , AL)

由于杯积可以和 δ 交换，我们有

a ∪ δχ = (uL|K ∪ σa) ∪ δχ = uL|K ∪ (σa ∪ δχ) = uL|K ∪ δ(σa ∪ χ)

而引理 1.8.6 告诉我们存在某个 r 使得

σa ∪ χ = χ(σa) =
r

n
+ Z ∈ 1

n
Z/Z = H−1(GL|K ,Q/Z) =

KerNL|K

IL|KQ/Z

因为Q,Z都是平凡群，其中 n = [L : K]，NL|K 相当于乘 n映射. 因此同构 δ : H−1(GL|K ,Q/Z)→
H0(GL|K ,Z) 给出

δ(χ(σa)) = n
( r
n
+ Z

)
= r + nZ ∈ H0(GL|K ,Z) = Z/nZ

因此
a ∪ δχ = uL|K ∪ (r + nZ) = urL|K

因此我们得到
invL|K(a ∪ δχ) = r · invL|K(uL|K) =

r

n
+ Z = χ(σa)

□

范数剩余符号与之前的各种映射都有良好的相容性，我们总结如下：
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定理 2.3.14： 考虑 N ⊃ L ⊃ K 为 K 的扩张塔，N |K 是正规扩张，则有

(1) 若 L|K 也正规，则下图交换

AK GabN |K

AK GabL|K

( ,N |K)

id π

( ,L|K)

其中 π 是自然的商群投影.

(2) 考虑由 Res : H−2(GN |K ,Z)→ H−2(GN |L,Z) 诱导的 Ver，有

AK GabN |K

AL GabN |L

( ,N |K)

incl Ver

( ,N |L)

(3) 考虑典范的同态 κ : GabN |L → GabN |K，有

AL GabN |L

AK GabN |K

( ,N |L)

NL|K κ

( ,N |K)

(4) 对 σ ∈ G，有 σ∗ : GabN |K → GabσN |σK，τ 7→ στσ−1，有

AK GabN |K

AσK GabσN |σK

( ,N |K)

σ σ∗

( ,σN |σK)

证明：所有的证明技术我们都已经掌握，现在挨个来看

(1) 令 χ ∈ χ(GL|K) = H1(GL|K ,Q/Z)，Infχ ∈ H1(GN |K ,Q/Z)，则有

χ(π(a,N |K)) = Infχ((a,N |K)) = invN |K(a ∪ δ(Infχ)) = invN |K(a ∪ Inf(δχ)
= invN |K(Inf(a ∪ (δχ))) = invL|K(a ∪ δχ) = χ(a, L|K)

这是由引理 2.3.13 和一系列良好的相容关系保证的. 由于上式对所有特征都成立，
所以自然可以得到 π(a,N |K) = (a, L|K).
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(2)(3) 我们只需要注意到下面的图交换即可

AK H0(N |K) H−2(GN |K ,Z) GabN |K

AL H0(N |L) H−2(GN |L,Z) GabN |L

Res

∼ ∼

Res Ver

∼
∼

AL H0(N |L) H−2(GN |L,Z) GabN |L

AK H0(N |K) H−2(GN |K ,Z) GabN |K

NL|K Cores

∼ ∼

Cores κ

∼ ∼

(4) 注意到
σ∗(uN |K ∪ z) = σ∗uN |K ∪ σ∗z = uσN |σK ∪ σ∗z

所以有交换图

AK H0(N |K) H−2(GN |K ,Z) GabN |K

AσK H0(σN |σK) H−2(GσN |σK ,Z) GabσN |σK

σ σ∗

∼ ∼

σ∗ σ∗

∼ ∼

综上得证. □

现在，如果 L|K 是正规扩张，则其 Galois 群的 Abel 化 GabL|K 是包含在 L 中的 K

的极大 Abel 扩张 Lab|K 对应的 Galois 群，实际上 Lab 即 [GL|K , GL|K ] 在 GK → GL 下
的逆像对应的子域. 互反律告诉我们

GabL|K ' AK/NL|KAL

我们将证明这个极大交换扩张是被其范数群所唯一决定的.
AK 的子群 I 被称为 norm group，如果存在一个正规扩张 L|K 使得 I = NL|KAL.

下面的定理告诉我们每一个范数群 I = NL|KAL 实际上都是一个 K 的交换扩张给出的
范数群.

定理 2.3.15： 令 L|K 为正规扩张，Lab 为极大交换子扩张，则

NL|KAL = NLab|KALab ⊂ AK

证明：包含关系
NL|KAL ⊂ NLab|KALab

是显然的，考虑范数映射即可，互反律给出了同构

AK/NL|KAL ' GabL|K = GLab|K ' AK/NLab|KALab

并且有
#AK/NL|KAL = #AK/NLab|KALab <∞

所以可以得到 NL|KAL = NLab|KALab. □
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推论 2.3.16： 指数 [AK : NL|KAL] 整除 [L : K]，相等当且仅当 L|K 是交换扩张.

证明：注意到

[AK : NL|KAL] = [AK : NLab|KALab ] = #GLab|K = [Lab : K]

故整除显然，取等当且仅当 L = Lab. □

定理 2.3.17： AK 的范数群 I 构成了一个格2，映射

L 7→ IL = NL|KAL

给出了 K 的 Abel 扩张形成的格与 AK 中范数群给出的格之间的反向同构，即对 K 的
交换扩张 L1, L2 而言，有

(1) IL1 ⊃ IL2 ⇐⇒ L1 ⊂ L2.

(2) IL1L2 = IL1 ∩ IL2.

(3) IL1∩L2 = IL1 · IL2 .

并且包含任意范数群的 AK 的子群 I 也是范数群.

证明：由于对应 L1L2 的群是 GL1 ∩GL2，所以很容易知道 L1L2|K 也是 Abel 扩张，并
且由于

NL1L2|Li
NLi|K = NL1L2|K

可见
IL1L2 ⊂ IL1 ∩ IL2

反过来，任取 a ∈ IL1 ∩ IL2，考虑映射

(π1, π2) : GL1L2|K → GL1|K ×GL2|K

是单射，由于
πi((a, L1L2|K)) = (a, Li|K) = 1

从而可见 (a, L1L2|K) = 1，即 a ∈ IL1L2，得证 (2). 接下来我们可见

IL1 ⊃ IL2 ⇐⇒ IL1L2 = IL1 ∩ IL2 = IL2 ⇐⇒ [L1L2 : K] = [L2 : K] ⇐⇒ L1 ⊂ L2

现在证明包含范数群的子群也是范数群，设 IL ⊂ I ⊂ AK，可以不妨设 L|K 是 Abel 扩
张，根据同构 AL/IL → GL|K，我们可以将 I/IL 对应到 GL|K 的子群 H = GL|M，可见
M |K 也是 Abel 扩张，从而考虑

π : GL|K → GM |K , Ker π = H = GL|M

2此处为代数结构的格.
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因此有
a ∈ IM ⇐⇒ (a,M |K) = 1

⇐⇒ π(a, L|K) = 1

⇐⇒ (a, L|K) ∈ H
⇐⇒ a ∈ I

故得证，最后 J = IL1IL2，包含 ILi
从而也是范数群，设 J = IM，可以立刻得到M ⊂ Li，

因此有 M ⊂ L1 ∩ L2. 反过来，有

L1 ∩ L2 ⊂ Li ⇐⇒ ILi
⊂ IL1∩L2 =⇒ IM = IL1IL2 ⊂ IL1∩L2 ⇐⇒ M ⊃ L1 ∩ L2

综上可见 M = L1 ∩ L2. □

最后，我们还需要一个判断子群是否是范数群的方法，这在后面的具体类域论中
将体现为闭的有限指数子群，我们可以证明所有这样的子群都来自扩张的范数群，并且
唯一对应一个 Abel 扩张，称为这个子群的 类域，对应的结论就是所谓的 Existence
Theorem.

最后的最后，我们把所有有限层次的范数剩余符号合在一起，对于前面的每个正规
扩张 L|K，我们都有

AK → GabL|K

让 L 遍历 K 的 Abel 扩张，若 L ⊂ N 都是 K 的 Abel 扩张，则有自然的投影

GN |K ↠ GL|K

从而构成一个逆向系统，我们定义3

GabK = lim←−
L|K normal

GabL|K = lim←−
L|K abel

GL|K

从而对任意的 a ∈ AK，我们都有

(a, L|K) = πN,L((a,N |K))

于是可以定义元素
(a,K) = lim←−(a, L|K) ∈ GabK

如此就得到了 K 的 universal norm residue symbol，若

πL : G
ab
K → GabL|K

是投影，则有
πL(a,K) = (a, L|K)

3实际上，这里的投射有限群 GabK ' GK/[GK , GK ]，这里需要补充上闭包，因为有限情况下换位子群
自动是闭的.
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定理 2.3.18： 考虑一般范数剩余符号 ( , K) : AK → GabK，其核为所有范数子群的交

DK := Ker( , K) =
⋂
L

NL|KAL

并且其像在 GabK 中是稠密的.

证明：注意到
a ∈ DK ⇐⇒ (a, L|K) = 1, ∀L

⇐⇒ a ∈ NL|KAL, ∀L
⇐⇒ a ∈

⋂
LNL|KAL

现在考虑稠密性，记
P := GabK = lim←−

L/K 有限阿贝尔

GL|K

集合
π−1
L

(
{πL(σ)}

)
= σKer πL

随着 L/K 遍历有限阿贝尔扩张，构成任意 σ ∈ P 的一个邻域基. 事实上，P 带有有
限离散群之积的子空间拓扑，因此对于 σ 的任意开邻域 U，存在有限多个阿贝尔扩张
L1/K, . . . , Lr/K，使得

σ ∈ V :=
r⋂
i=1

π−1
Li

(
{πLi

(σ)}
)
⊆ U

也就是说，只要一个元素在这些有限层次上的分量都与 σ 相同，它就属于 U . 取合成域

N = L1 · · ·Lr

它仍是 K 的有限阿贝尔扩张. 对每个 i，存在自然投影

pi : GN |K −→ GLi|K , πLi
= pi ◦ πN

因此，若 x ∈ P 满足 πN(x) = πN(σ)，则

πLi
(x) = pi(πN(x)) = pi(πN(σ)) = πLi

(σ)

对所有 i 都成立. 于是
π−1
N

(
{πN(σ)}

)
⊆ V ⊆ U

这就证明了上述邻域基的断言.
现在证明 ρK(AK) 稠密. 任取非空开集 U ⊆ P，并选取 σ ∈ U . 由上述邻域基的性

质，可以找到有限阿贝尔扩张 N/K，使得

π−1
N

(
{πN(σ)}

)
⊆ U

由于 N/K 阿贝尔，有限层次的互反同构给出

AK/NN |KAN
∼−→ GN |K
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因此，范数剩余符号
( · , N |K) : AK −→ GN |K

是满射. 故存在 a ∈ AK，使得

(a,N |K) = πN(σ)

根据定义，
πN((a,K)) = (a,N |K) = πN(σ)

所以
(a,K) ∈ π−1

N

(
{πN(σ)}

)
⊆ U

这说明 P 的每个非空开集都与 (AK , K) 相交，因此

(AK , K) = GabK

□
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